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Allgemeine  Erläuterung  zu  dem  Unteixichtswerke 

Statik 

und 

Festigkeitslehre 

Vollständiger  Lehrgang  zum  Selbststudium 
für  Ingenieure,  Techniker  und  Studierende 

Max  Fischer.     .■■ 

Vierte  Aaflage. 

Mit  zahlreichen  Beispielen  und  Zeichnungen. 


Das  Unterrichts  werk  „Statili  und  Festigkeitelehre"  von  Max 
Fischer  verfolgt  den  Zweck,  dem  Lemendtn  ein  vollständiges, 
systematisches  Selbststudium  der  gesamten  Statik  und  Festig- 
keitslehre zu  ermöglichen.  Die  vorliegende  Auflage  ist  eingeteilt  in: 

Band  I: 

Grundlagen  der  Statik  und  Berechnung  von  statisch 
bestimmten  vollwandigen  Systemen  (einschheß- 
lich  Eisenbeton). 

Band  II: 

Berechnung  von  statisch  bestimmten  Fachwerk- 
systemen und  Nachträge. 

Band  III: 

Die  Lehre  von  den  Formänderungen. 

Band  IV: 

Die  Berechnung  von  statisch  unbestimmten  Sy- 
stemen. 

Band  V: 

Ubungsband:  Zusammenstellung  von  ausgeführten 
Berechnungen  aus  der  Praxis. 


Auf baa  des  in  Band  I-V  enthaltenen  Stolfes. 


Band  I 


(bereits  erschienen). 


Grundlagen  der  Statik  und  Berechnung  von  statisch  be- 
stimmten volhvandigen  Systemen. 

A.  Die  Grundlagen  der  Statik. 

a)  Entwicklung  der  Grundlagen  der  technischen 
Statik  aus  der  allgemeinen  Mechanik. 

Die  Wirkung  von  Kräftegruppen.  Kennzeichen  für  das 
Gleichgewicht  eines  von  Kräften  ergriffenen  Körpers. 

b)  AnweäidiiTig  der  mechanischen  Grundlagen  zur 
Bereohiiühg  der  Auflagerkräfte  bei  statisch  be- 
stimmt gelagerten  Konstruktionen. 

Methoden  zur  Ermittlung  der  Auflagerkräfte.  Unterschied 
zwischen  statisch  bestimmter  und  statisch  imbestimmter 
Lagerung.  Einführung  in  das  Arbeiten  mit  Einflußlinien  (bei 
Untersuchung  beweglicher  Lasten). 

B.  Berechnung  von  statisch  bestimmten 
vollwandigen  Konstruktionen. 

(Walz-  und  Nietträger,  Pfeiler,  Stützen,  Betonkonstruktionen  usw.) 

a)  Einfache  Zug-  und  Druckfestigkeit. 

b)  Berechnung  von  auf  Biegung  beanspruchten 
Balken. 

Spannungskomponenten  o  und  r.  Nullinie,  Trägheits-  und 
W^iderstandsmomente  für  verschiedene  Querschnittsformen. 
Kraftsummen  Q  und  Momentensummen  M  für  verschiedene 
Belastungsarten,  namentlich  auch  für  bewegliche  Belastung 
und  für  den  Gerberschen  Träger.  Berechnung  genieteter  Träger. 
Einiges  über  die  Formänderungen  von  auf  Biegung  bean- 
spruchten  Trägern  (Das  Wichtigste  über  Durchbiegungen). 
Biegung  durch  exzentrische  Belastung.    Besondere  Aufgaben 

aus  der  Biegimgslehre. 

> 

c)  Berechnung  von  auf  Knickung  beanspruchten 
Körpern. 

Säulen  und  Stützen. 

d)  Eisenbetonkonstruktionen. 


JdB/IICL  Ax  (bereits  erschienen). 

Berechnung  von  statisch  bestimmten  Fachwerkkonstruk- 

tionen  und  Nachträge. 

A.  Faehwerke. 

a)  Allgemein  gültige  Verfahren  zur  Bestimmung 
der  Stabkräfte. 

1.  Verfahren  für  einfache  Dreieckfachwerke.  (Grundlegendes 
analytisches  Verfahren,  Ivräfteplan,  Rittersche  Schnitt - 
methode,  Culmann.) 

2.  Verfahren  für  Fachwerke  von  unregelmäßiger  Gliederung. 
(Einteilung  in  statisch  bestimmte,  labile  und  statisch  unbe- 
stimmte Systeme.  Ersatzstabmothode.  Besondere  Belastungen 
und  Konstruktionen.) 

b)  Besondere  Verfahren  für  Fachwerke  mit  beweg- 
iicher  Belastung. 

Einflußlinien.  Rein  rechnerische  und  rein  zeichnerische 
Verfaliren. 

c)  Verfahren  für  den  Gerberschen  Fachwerkträger. 

B.  Nachträge. 

a)  Der  Dreigelenkbogen. 

b)  Zusammenfassende  Betrachtung  sämtlicher  sta- 
tisch bestimmter  Tragwerke  auf  Grund  kine- 
matischer Methoden. 


BSinU  III   (unter  der  Presse). 
Die  Lehre  von  den  Formänderungen. 

Eingehende  Untersuchung  der  Formänderungen 

von  vollwandigen  und  Fach  wer  ksystemen.  Berechnung  der  Form- 
änderungen mittels  elementarer,  geometrischer  Methoden  und 
mittels  des  Prinzips  der  virtuellen  Verrückungen. 

Die  Spannungen.  Die  Formänderungen  eines  einfachen  Zug- 
und  Druckstabes.  Formänderiingen  von  Seheiben.  Gebogener 
Balken.  Formänderungen  eines  einseitig  eingespannten  geraden 
Balkens;  eines  eingespannten  geknickten  Trägers;  eines  geraden 
Balkens  auf  zwei  Stützen  und  verschiedener  Belastung;  eines  ge- 
knickten Balkens  auf  zwei  Stützen.  Sehnenformel  und  Auflage- 
verschiebungs  -  Formel.  Formänderung  eines  Stabzuges  mit 
Zwischengelenk.  Fach  werke.  Nachträge.  Bestinniwng  der  Form- 
änderungen auf  rein  rechnerischem  Wege. 


JBsmd  IV  (unter  der  Presse). 
Die  Berechnung  von  statisch  unbestimmten  Systemen. 

Entwicklung  des  grundsätzlichen  Gedankenganges  zur  Berechnung 
der  statisch  unbestimmten  Systeme.  Anwendung  der  Formänderung 
auf  die  verschiedenen  in  der  Praxis  vorkommenden  Konstruktionen. 

Einfach  statisch  unbestimmte  Systeme: 

Träger  auf  drei  Stützen ;  Zweigelenkbogen ;  Träger  auf  zwei 
Stützen  mit  einseitiger  Einspannung ;  Rahmen  mit  mittlerem  be- 
weglichen Lager ,  mit  gelenkig  angeschlossenem  Riegel ;  Hänge- 
werk; Fach  werk  innerlich  statisch  unbestimmt  und  Weiteres. 

Mehrfach  statisch  unbestimmte  Systeme: 

Träger  auf  beliebig  vielen  Stützen;  Clapeyronsche  Glei- 
chungen; Träger  auf  beweglichen  Stützen;  Fachwerke  usw. 


üand  V  (in  Bearbeitung). 

Zusammenstellung  ausgefülixter  Berechnungen. 

a)  Beispiele  von  Hochbaukonstruktionen. 

Maßgebende  Vorschriften  über  Belastungen,  Spannungen 
usw.  Ausgeführte  Berechnungen  von  Trägerlagen,  Stützen, 
Dach-  und  Few^hwerkbauten  in  Eisen  und  Eisenbeton. 

b)  Beispiele  von  Kranträgem  und  Verladebrücken. 

Ausgeführte  Berechnungen  von  Kranträgem  und  Transport- 
brücken in  voUwandiger  und  in  Ffiwjhwerl&onstruktion. 

c)  Beispiele  von  Eisenbahn-  und  Straßenbrücken. 

Eisenbahnvorschriften.  Vorschriften  für  Straßenbrücken. 
Ausgeführte  Berechnungen  von  Eisenbahn-und  Straßenbrücken 
in  Eisen  und  Eisenbeton. 

Beinerkiing:  Diese  Sammlung  von  Berechnungen  ausgeführter  Kon- 
struktionen soll  den  Abschluß  der  in  Band  I — IV  durch- 
fenommenen  Theorie  bilden.  Sie  wird  dem  Leser  die  nötige 
l^bung  in  der  gesamten  Aufstellung  luid  Anordnung  einer 
statischen  Berechnung  geben  und  ihm  gleichzeitig" als  fertige 
Vorlagen  für  seine  späteren  eigenen  Arbeiten  dienen. 


Band  I  und  II  liegen  m  4.  Auflage  fertig  vor. 
Band  III  und  IV  sind  im  Winter  1919/20  zu  erwarten. 
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Vorwort. 

Der  Torliegende  Band  der  ^^Statik  und  Festigkeitslelure^' 
enthält  die  Berechnung  der  statisch  bestimmten  Fachwerk- 
konstmktionen  nebst  einigen  weitergehenden  Untersuchungen  über 
die  Theorie  der  Tragwerke  im  allgemeinen. 

Die  leitenden  Gesichtspunkte  hinsichtlich  des  Umfanges  und 
der  Darstellung  des  gebrachten  Stoffes  sind  natürlich  die  gleichen 
geblieben  wie  beim  I.  Bande:  Das  Buch  soll  dem  Lernenden  er- 
möglichen  y  ein  wirkliches  Selbststudium  der  Statik  zu  betreiben. 
In  Anwendung  auf  den  vorliegenden  Band  heißt  dies:  Wer  den 
ernsthaften  Willen  hat,  sich  in  die  Theorie  der  Fach  werke  ein- 
zuarbeiten,  soll  durch  das  Buch  so  weit  gefördert  werden,  daß  er 
jede  in  der  Praxis  vorkommende*  statisch  bestimmte  Fachwerk- 
konstruktion  selbständig  und  mit  vollem  Verständnis  berechnen  kann* 

Um  dieses  Ziel  zu  erreichen,  habe  ich  auch  bei  diesem  Bande 
besondere  Sorgfalt  auf  eine  elementare,  leichtfaßliche  Darstellung 
gelegt.  Die  Untersuchungen  sind  sämtlich  mit  niederer  Mathe- 
matik dorchgeführt.  Hierdurch  ist  das  Buch  allen  technischen 
Kreisen  zugänglich  gemacht,  während  andererseits  der  Nachteil 
der  elementaren  Methode,  nämlich  eine  gewisse  Umständlichkeit 
gegenüber  den  Methoden  der  Infinitesimalrechnung,  gerade  bei  der 
'  Facbwerktheorie  am  wenigsten  in  Erscheinung  tritt.  Aber  nod) 
in  einer  anderen  Hinsicht  möcht'C  ich  den  elementaren  Charakter 
des  Buches  betonen.  Ich  habe  mich  nicht  damit  begnügt,  die 
einzelnen  Untersuchungen  ^gewissermaßen  nur  mathematisch  durch- 
zuführen. Im  Gegenteil:  ich  lege  besonderen  Wert  darauf,  daß 
der  Leser  auch  ohne  die  mathematische  Formel  den  Gedanken- 
gang einer  Entwicklung  verstehen  lernt.  Deshalb  erläutere  ich 
bei  jeder  neuen  Aufgabe  vor  allen  Dingen  den  Zweck  der  ganzen 
Untersuchung,  bespreche  die  verschiedenen  Wege,  die  zur  Lösung 
der  Aufgabe  führen  könnten,  wiederhole  die  Hilfsmittel  aus  der 
Mathematik  und  Mechanik  und  gehe  dann  erst  zur  eigentlichen 
mathematischen  Entwicklung  über.  Auf  diese  Weise  hoffe  ich, 
den  Lernenden  zur  wirklichen  Beherrschung  der  abgeleiteten 
mathematischen  Formeln  zu  führen. 


»■V 
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VI  Vorwort 

Natürlich  ist  eine  solche  Unterrichtsmethode  umständlicher 
als  eine  rein  mathematische.  Jedoch  habe  ich  durch  stetige 
„Wiederholungen^*  und  „Zusammänfassungen**  gesorgt,  daß  der 
Lernende  niemals  den  Überblick  verlieren  wird. 


Bevor  der  Leser  an  das  eigentliche  Studium  des  Bandes 
herantritt,  werde  ihm  im  folgenden  eine  kurze  Übersicht  über  den 
gesamten  Stoff  gegeben:  Abschnitt  I  enthält  die  allgemein  gültigen 
Berechnungsmethoden.  In  diesem  Abschnitte  wird  der  Lernende 
so  weit  gefördert,  daß  er  jede  Fachwerlckonstruktion,  sofern  die 
Belastung  feststeht,  berechnen  kann.  Die  eigentliche  mathematische 
Theorie  des  Fachwerkes  ist  also  bereits  mit  diesem  Abschnitte 
erledigt.  Einige  Fragen  der  Praxis  erfordern  aber  noch  eine  be- 
sondere Untersuchung,  die  in  den  Abschnitten  II,  III  und  IV 
durchgeführt  ist.  Und  zwar  behandelt  Abschnitt  II  den  Träger 
zwischen  zwei  Stützen  mit  beweglicher  Belastung,  Abschnitt  III 
den  Gerberschen  Träger  und  Abschnitt  IV  den  Dreigelenkbogen. 
Diese  Abschnitte  II,  III  und  IV  bilden  also  eine  Weiterfährung 
der  in  Abschnitt  I  enthaltenen  allgemeinen  Theorie,  um  für 
einige  besondere  Belastungs-  bzw.  Eonstruktionsarten  auch  be^ 
sonders  geeignete  Berechnungsmethoden  zur  Verfügung  zu  haben. 
Der  Abschnitt  V  schließlich  weicht  insofern  von  dem  Vorher- 
gegangenen ab,  als  er  einen  neuen  Lehrsatz  der  Mechanik,  nämlich 
den  Satz  von  den  virtuellen  Verrückungen,  zur  Orundlage  der 
technischen  Statik  macht.  Es  wird  gezeigt,  daß  dieser  Satz  sich 
ebenfalls  zam  Aufstellen  von  Untersuchungsmethoden  eignet,  die 
sich  sogar  durch  besondere  Übersichtlichkeit  und  Umfassenheit 
auszeichnen. 

Berlin,  Mai  1913. 

Der  Verfasser. 

BemerJcung  zur  dritten  Auflage. 

Die  vorliegende  dritte  Auflage  ist  inhaltlich  wenig  verändert  gegen 
die  zweite  Auflage.  Dagegen  sind  in  der  Darstellung  mehrfache  Ver- 
besserungen vorgenommen,  um  den  Stoff  noch  übersichtlicher  zu  gruppieren. 
Diese  Änderungen  geschahen  durch  Teilung  und  Umarbeitung  mehrerer 
Paragraphen  des  1. — 4.  Vortrages.  Infolge  dieser  Umarbeitungen  wurde 
aus  drucktechnischen  Gründen  die  Überspringung  einiger  Seitenzahlen 
(S.  375 — 378)  und  die  Numerierung  einiger  Figuren  außerhalb  der  Reihen- 
folge (Fig.  84'— lOO'O  notwendig. 

Der  Verfasser. 
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Abschnitt  I. 

Allgemeine  Berechnungs- 
methoden  flir  Fachwerksysteme. 

1.  Vortrag: 
Bereehnungsmethoden  für  einfache  Dreieekfachwerke. 

§1. 

Aufbau  eines  einfaeben  Faebwerkes« 

L  Gegensati  xwisoben  YoUwand-  and  Faehwerkkonstruktion, 

Der  erste  Band  dieses  Buches  brachte  hauptsächlich  die  Be- 
rechnung voUwandiger  Konstruktionen;  d.  h.  solcher  Tragwerke, 
die  gewissermaßen  aus  einem  Stücke  bestehen.  Tatsächlich  sind 
ja  auch  diese  Konstruktionen  die  einfachsten.  Sie  haben  aber 
u.  a.  den  Nachteil,  daß  sie  bei  größeren  Abmessungen  ungeschickt 
und  schwer  ausführbar  werden.  Dieser  Nachteil  wird  vermieden 
bei  den  j,gegUederten^^  oder  j^FachwerTcTconstrukiionen^^.  Letztere 
bestehen  nicht  aus  einem  vollwandigen  Stücke,  sondern  sie  sind 
aus  einer  Anzahl  von  Teilen  („Stäben^')  so  zusammengesetzt,  daß 
sidi  schließlich  eine  tragfähige  Konstruktion  ergibt.  Zum  Ver- 
ständnis dieser  Tragwerke  wollen  wir  den  Aufbau  des  in  Fig.  1 
gezeichneten  einfachen  Fachwerkes  genauer  untersuchen. 

IL  Aulbaa  eines  einfaehen  Fach  Werkes. 

Aufgabe.  In  einer  Ebene  liege  zereirevi  eine  Anzahl  von  Punkten 
0,lj2, ..  .yn.  Diese  Punkte  sollen  so  miteinander  verbunden  werden, 
daß  sie  eine  starre,  d.  h.  in  sich  unverschiebliche  Figunbilden  (Fig.  1). 

Wir  beginnen  mit  zwei  beliebigen  Punkten  0  und  i.    Um 

den  yerbindenden  Konst^uktionsteil  8^  an  die  Punkte  anschließe^ 

zu  können,  wollen  wir  sie  uns  durch  zwei  Bolzen  dargestellt  denken. 

Sie  sind  dann  also  nicht  mehr  „Punkte^'  im  mathematischen  Sinne. 
Da  aber  der  Umfang  der  Bolzen  stets  sehr  gering  ist  im  Verhältnis 

Piieher,  SUtik.    II^X  1 


2  Abschnitt  L    1.  Vortrag. 

zu  dem  Umfange  der  Gesamtkonstruktion,  können  wir  die  Berech- 
nung so  durchführen,  als  ob  wir  es  mit  mathematischen  Punkten 
zu  tun  hätten.  Die  Verbindung  zwischen  0  und  1  möge  in  der 
Weise  geschehen,  daß  der  stab förmige  Körper  S^  als  ein  so- 
genannter „Augenstab"  ausgebüdet  ist,  dessen  beide  Augen  sich 
um  die  beiden  Bolzen  0  und  1  legen.  Hierdurch  ist  die  gegenseitige 
Lage  der  beiden  Punkte  0  und  1  festgelegt. 

Nun  gehen  wir  zu  Punkt  2.  Um  diesen  festzuhalten,  ver- 
binden wir  ihn  durch  den  Augenstab  8^  mit  0  und  durch  S^ 
mit  1.  Auf  diese  Weise  ist  ein  Dreieck  0,1^2  hergestellt,  dessen 
Eckpunkte  in  unveränderlicher  Lage  zueinander  gehalten  werden. 

Um  nun  den  Punkt  3  anzuschließen,  müssen  wir  ihn  mit 
zweien  von  den  drei  Eckpunkten  des  vorhiQ  aufgebauten  Drei- 
eckes verbinden.     Am  übersichtlichsten  wird  die  Figur,  wenn  wir 


Fig.  1. 

ihn  an  die  beiden  Punkte  1  und  2  anschließen,  wozu  zwei  neue 
Stäbe,  S4  und  Ä5,  erforderlich  sind. 

In  derselben  Weise  ist  jeder  der  übrigbleibenden  Punkte, 
<  . . .  n ,  an  die  bereits  verbundenen  Punkte  angeschlossen,  so  daß 
schließlich  eine  Figur  entsteht,  die  nur  noch  als  Ganzeüä  zu  be- 
wegen ist,  deren  einzelne  Teile  sich  aber  nicht  mehr  gegenseitig 
verschieben  können.  Diese  aus  einzelnen  Stäben  zusammengesetzte 
Konstruktion  kann  also  ebenso  benutzt  werden  wie  ein  aus  einem 
Stücke  bestehender  Balken.  Lagern  wir  sie  z.  B,  in  zwei  Punkten 
auf,  so  stellt  sie  einen  biegungsfesten  Körper  dar,  der  ebenso 
wirkt,  wie  ein  voUwandiger  Träger.  Wir  nennen  eine  solche  aus 
einzelnen  Stücken  (Gliedern)  aufgebaute  Konstruktion  ein  „Fach- 
werk" oder  ein  „gegliedertes  System".  Die  Punkte  1  ...n  heißen 
j,Knotenpunkte^^  und  die  zur  Verbindung  dieser  Knotenpunkte 
dienenden  Konstruktionsteile  Ä^ ,  8^  . ..  die„Äia6e**  des  Fach  Werkes. 
Insbesondere  heißen  die  am  Umfange  des  Fachwerkes  liegenden 
Stäbe  die  „Ourtsiabe^^  (Obergurt,  Untergurt)  und  die  dazwischen 
liegenden  die  ffFiUlungsstähe^^  („Vertikalen",  wenn  sie  senkrecht 
stehen;  „Diagonalen",  wenn  sie  geneigt  sind). 


§  2.    Allgemeine  Untersuchung  der  Kräfte.  3 

m.  Das  einfache.  Dreieckfach  werk. 

Das  in  Fig.  1  gezeichnete  Fachwerk  ist  besonders  einfach  auf- 
gebaut. Die  Stäbe  smd  derart  angeordnet,  daß  sie  lauter  Drei- 
ecke bilden.  Und  zwar  liegen  diese  Dreiecke  so,  daß  je  zwei  auf- 
einanderfolgende eine  Seite  gemeinsam  haben.  Man  nennt  eine 
solche  Konstruktion  ein  „einfaches  Dreieckfach werk'^ 

Diese  „einfachen  Dreieckfachwerke"  sind  für  die  Praxis  die 
weitaus  wichtigsten  Fachwerkkonstraktionen.  Sie  sind  einfach  zu 
berechnen,  einfach  im  Aufbau  und  sparsam  im  Materialverbrauch. 
Deshalb  wollen  wir  uns  in  diesem  Vortrage  ausschließlich  mit  den 
„einfachen  Dreieckfachwerken"  beschäftigen  und  die  verschiedenen 
Methoden  zur  Berechnung  dieser  wichtigen  Konstruktionen  ent- 
wickeln (§  3—9). 

Die  Untersuchung  solcher  Fachwerke,  bei  denen  die  Stäbe 
unregelmäßig  durcheinander  laufen  (sich  überkreuzen),  wird  im 
2.  Vortrage  erfolgen. 

§2. 

Allgemeine  Untersuehimg  der  von  den  einzelnen  Faehwerkstäben 

aasgefibten  Kräfte. 

L  Die  Richtung  der  Stabkräfte. 

Die  Aufgabe  der  Stäbe  eines  Fachwerkes  besteht  darin,  den 
Zusammenhang  der  einzelnen  Knotenpunkte  zu  wahren.  Betrachten 
wir  nun  den  Knotenpunkt  0  der  Fachwerkfigur  Fig.  2  a.  An  ihm 
greifen  drei  Kräfte  an :  1)  der  Auflagerdruck  A ,  2)  die  Kraft,  die 
der  Stab  8^  auf  den  Knotenpunkt  0  ausübt,  3)  die  Kraft,  die 
vom  Stabe  8^  auf  0  ausgeübt  wird.  Die  erste  Kraft  ist  bekannt 
nach  Größe  und  Bichtnng,  denn  die  Auflagerkräfte  des  durch 
Fig.  2a  dargestellten  Körpers  können  wir  mit  Leichtigkeit  be- 
rechnen. [Vgl.  Band  I,  3.  Vortrag.  Es  ist  4  «-  B  =  |(2000  -f  2000 
+  2000)  «  3000  kg.]  Die  Kräfte,  die  die  Stäbe  8^  und  8^  auf  den 
Knotenpunkte  ausüben,  sind  jedoch  unbekannt,  und  zwar  kennen 
wir  von  ihnen  zunächst  weder  die  Größen  noch  die  Richtungen. 

Mit  der  Ermittelung  der  Größe  der  einzelnen  Stabkräfte 
werden  wir  uns  in  §  3 — 9  beschäftigen.  Zunächst  wollen  wir  die 
Richtungen  untersuchen.  Diese  ergeben  sich  nämlich  sehr  einfach, 
wenn  wir  die  Wirkungsweise  einer  solchen  Konstruktion  etwas  ge- 
nauer betrachten: 

Sobald  das  Fachwerk  belastet  wird,  wird  es  infolge  der  Elasti- 
zität der  einzelnen  Stäbe  eine  kleine  GestaJtänderung  durchmachen 
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es  „setzt^'  sich.  Bei  dieser  Formänderung  ändern  die  Knoten- 
punkte  ihre  gegenseitige  Lage.  Bei  zwei  Punkten,  z.  B.  bei  0 
und  Ij  wird  sich  im  allgemeinen  erstens  die  Entfernung  der 
beiden  Punkte  ändern,  und  zweitens  wird  die  Verbindungslinie 
der  beiden  Punkte  nach  der  Formänderung  einen  anderen  Winkel 
mit  der  Horizontalen  (oder  einer  anderen  feststehenden  Eiohtung) 
einschließen,  als  vor  der  Formänderung  (Fig.  2b).  Mit  anderen 
Worten:  Der  die  beiden  Punkte  verbindende  Stab  fahrt  infolge 
der  Durchbiegung  des  Trägers  erstens  eine  Längenänderung  (Ver- 
längerung oder  Verkürzung)  und  zweitens  eine  Drehung  aus.  Wenn 
wir  nun  annehmen,  daß  die  Stäbe  als  Augenstäbe  ausgebildet  sind, 
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die  sich  um  die  als  Bolzen  gedachten  Knotenpunkte  legen,  so 
können  sie  die  Drehung  ausführen,  ohne  daß  hierdurch  eine  Be- 
anspruchung entsteht.  Denn  ein  an  seinen  beiden  Enden  ge- 
lenkig angeschlossener  Stab  kann  sich  um  seine  Anschlußpunkte 
frei  drehen.  Eine  Beanspruchung  des  Stabes  kommt  nur  dadurch 
zustande,  daß  er  bei  der  Formänderung  des  Fachwerkes  eine 
Läfn^qmÄnäefung  erleidet.  Hierdurch  wird  der  Stab  auf  Normal- 
festigkeit beansprucht.  Er  erleidet  Zugspannungen,  wenn  seine 
Endpunkte  sich  voneinander  entfernt  haben,  und  Druckspannungen, 
wenn  sich  die  Endpunkte  genähert  haben. 

Wir  sehen  also,  daß  bei  einem  derartig  zusammengesetzten 
Fachwerke  die  einzelnen  Konstruktionsteile  nur  auf  Zug  oder  Druck, 
nicht  aber  auf  Biegung,  beansprucht  werden.  Und  zwar  wirken 
diese  Zug-  bzw.  Druckkräfte  in  den  Sichtungen,  die  die  einzelnen 
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Stäbe  nach  der  Formänderung  innehaben.  Nun  ist  aber  die  Lage 
eines  Stabes  nach  der  Durchbiegung  des  Trägers  nur  sehr  wenig 
verschieden  von  der  Lage,  die  der  Stab  vor  der  Formänderung 
(solange  das  Fachwerk  unbelastet  ist)  hat.  Wir  können  also  ohne 
nennenswerten  Fehler  die  Bechnung  so  durchführen,  als  ob  die 
von  den  einzelnen  Stäben  ausgeübten  Zug-  bzw.  Druckkräfte  in 
den  Bichtungen  wirken,  die  die  Stäbe  in  der  „Systemfigur^' 
^es  Fachwerkes  (Fig.  2a)  einnehmen.  Somit  haben  wir  die  Bich- 
tungen der  Stabkräfte  allein  aus  der  Betrachtung  der  Konstruktion, 
ohne  Zuhilfenahme  der  Bechnung,  bestimmt. 

In  dem  selten  vorkommenden  Falle,  daß  der  Stab  gekrümmt 
ist,  wirkt  die  Stabkraft  in  der  Linie  der  Bogensehne,  d.  h.  der 
Verbindungslinie  der  beiden  Endpunkte  des  Stabes.  Denn  ein  an 
seinen  Enden  gelenkig  gelagerter  Stab  kann  immer  nur  eine  Kraft 
ausüben,  die  in  Bichtung  der  Verbindungslinie  der  beiden  Gelenke 
wirkt.  Jede  anders  gerichtete  Kraft  würde  eine  Drehung  des 
Stabes  zur  Folge  haben. 

IL  Die  vergehiedene  Wlrknnggweiae  der  Zug*  und  Druckgtäbe  auf  die 

Knotettpunkte« 

Kachdem  wir  somit  die  Lage  einer  jeden  Stabkraft  bestimmt 
haben,  wollen  wir  auch  noch  deren  Pfeilrichtung  untersuchen. 
Wir  wollen  also  die  Pfeilrichtung  einzeichnen,  mit  der  ein  Zug- 
bzw. Druckstab  auf  die  an  seinen  Enden  befindlichen  Knoten- 
punkte (Bolzen)  einwirkt.  Denken  wir  uns  eine  elastische  Feder 
(Fig.  2  c),  die  um  eine  bestimmte  Strecke  auseinandergezogen  sein 
möge  (Fig.  2d).  Die  Feder  ist  jetzt  also  auf  Zug  beansprucht 
.  und  hat  das  Bestreben,  sich  auf  ihre  ursprüngliche  Länge  zusammen- 
zuziehen. Die  Kraft  8,  die  die  Feder  auf  jeden  ihrer  Befestigungs- 
punkte 0  und  1  ausübt,  ist  demnach  von  den  Endpunkten  nach 
dem  Mittelpunkte  der  Feder  gerichtet.  Wir  wollen  dieses  so  aus- 
drücken: Eine  auf  Zug  beanspruchte  Feder  wirkt  auf  ihre  Be- 
festigungspunkte jjziehend^^  {von  den  Befestigungspunkten  nach 
dem  Mittelpunkte)  ein. 

Haben  wir  nun  umgekehrt  eine  Feder,  die  um  eine  Strecke 
zusammengedrückt  wurde  (Fig.  2e),  so  hat  sie  das  Bestreben,  sich 
auf  ihre  ursprüngliche  Länge  auszudehnen.  Das  heißt:  Eine  auf 
Druck  beanspruchte  Feder  wirkt  auf  ihre  Befestigungspunkte 
fjdrüchend^^  {vom  Mittelpunkte  der  Feder  nach  den  Befestigungs- 
punkten) ein. 

.  Nun  verhalten  sich  aber  die  Stäbe  eines  Fachwerkos  genau 
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80  wie  die  soeben  untersuchte  Feder.  Ein  Teil  von  ihnen  wird 
infolge  der  Belastung  auseinandergezogen  (verlängert),  die  anderen 
werden  zusammengedrückt  (verkürzt).  Durch  diese  Längenände- 
rungen werden  die  in  den  Stäben  wirkenden  Spannkräfte  hervor- 
gerufen. Ergibt  sich  nun  im  Laufe  der  weiteren  Rechnung,  daß 
ein  Stab,  z.  B.  8i  in  Fig.  2  a,  auf  Zug  beansprucht  ist,  so  wissen 
wir  jetzt,  daß  er  auf  seine  Befestigungspunkte,  d.  h.  auf  die  an 
seinen  Enden  befindlichen  Knotenpunkte  „j^feAcnd"  einwirkt.  Die 
Kräfte,  die  dieser  Stab  auf  die  Punkte  r  und  2'  ausübt,  müssen 
also  so  eingezeichnet  werden,  wie  es  in  Fig.  2  a  geschehen  ist. 
Haben  wir  aber  einen  Stab,  der  auf  Druck  beansprucht  ist,  z.  B.  Äj, 
so  wirkt  dieser  Stab  ,,drücJcend^^  auf  seine  Befestigungspunkte  ein. 
Die  Pfeile  müssen  dann  also  vom  Stabmittelpunkte  nach  den  Knoten- 
punkten gerichtet  sein.  Umgekehrt  haben  wir:  Zeigt  sich  bei  der 
Untersuchung  eines  Knotenpunktes,  daß  ein  an  ihm  angreifender 
Stab  auf  den  Knotenpunkt  „ziehend'^  einwirkt,  so  ist  dieser  Stab 
ein  Zugstab;  und  ergibt  sich,  daß  ein  Stab  auf  einen  Knotenpunkt 
„drückend^'  einwirkt,  so  haben  wir  es  mit  einem  Druckstab  zu 
tun.  Durch  diese  Überlegungen  können  wir  also  feststellen,  wie 
die  verschiedenen  Stäbe  auf  die  Knotenpunkte  einwirken;  und 
umgekehrt,  können  wir  aus  der  Einwirkung  eines  Stabes  auf  die 
Knotenpunkte  schließen,  ob  er  ein  Zug-  oder  ein  Druckstab  ist. 

Es  sei  besonders  darauf  hingewiesen,  daß  zu  jedem  Stab  zwei 
Pfeilrichtungen  gehören.  Ist  ein  Stab  z.  B.  .auf  Zug  beansprucht, 
so  hat  er  das  Bestreben,  sich  wieder  zusammenzuziehen,  d.  h.  so- 
wohl den  einen  Endpunkt  als  aucli  den  anderen  nach  der  Stab- 
mitte hin  zu  bewegen  (Fig.  2d).  Daher  kommt  es,  daß  die  beiden 
Pfeile  dieses  Stabes  verschiedene  Richtungen  haben.  Und  zwar 
laufen  sie  beide  aufeinander  zu  (Fig.  2d,  ferner  Stab  A4  in  Fig.  2a). 
Beim  gedrückten  Stabe  dagegen  laufen  die  beiden  Pfeilrichtungen 
voneinander  fort  (Fig.  2e,  Stab  Äj). 

Man  lasse  sich  also  nicht  dadurch  täuschen,  daß  bei  einem 
Druckstab,  z.  B.  8q  in  Fig.  2a,  die  beiden  Pfeile  so  gerichtet  sind, 
als  ob  sie  den  Stab  auscinanderziehen  wollen;  und  umgekehrt  bei 
einem  Zugstab.  Denn  die  beiden  Pfeile  von  Si  sollen  ja  nicht 
die  Kraft  angeben,  die  auf  den  Stab  einwirkt,  sondern  umgekehrt 
die  Kraft,  die  vom  Stabe  ausgeht,  d.  h.  mit  der  er  auf  seine  End- 
punkte wirkt.  Bin  Druckstab  bringt  sich  augenscheinlich  in  der- 
selben Weise  zur  Geltung  wie  irgendein  anderes  Wesen,  das  durch 
die  angrenzenden  „Konstruktionsteile^'  zuzammengedrückt  wird 
und  das  sich  nun  nach  beiden  Seiten  hin  Luft  machen  will.  Viel- 
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leicht  ist  dieses  letztere  Bild  ganz  anschaulich  gewählt,  um  diese 
für  den  Anfänger  immer  etwas  schwierige  Entscheidung  zwisclien 
Zug-  und  Drnckstab  zu  erleichtern. 


Zusammenfassung. 

I.  Die  von  den  einzelnen  Stäben  eines  Fachwerkes  auf  die 
Knotenpunkte  ausgeübten  Kräfte  wirken  stets  in  der  Verbindungs- 
linie der  beiden  Endpunkte  des  Stabes.  Bei  geraden  Stäben  dem- 
nach innerhalb  der  Stabachse.  Die  gesamte  Fachwerkkonstruktion 
kann  natürlich  in  beliebiger  Weise,  z.  B.  auf  Biegung,  belastet 
werden;  ihre  einzelnen  Bestandteile  (Stäbe)  erfahren  aber  immer 
nur  Zug-  bzw.  Druckspannungen.  [Darin  liegt  eben  die  Ökonomie 
der  Fachwerkbauten.]  Voraussetzung  ist  hierbei,  daß  die  Lasten 
des  Fachwerkes  nur  in  dessen  Knotenpunkten,  nicht  dazwischen, 
angreifen. 

II.  Hinsichtlich  der  Beanspruchung  eines  Stabes  (ob  Zug  oder 
Druck)  ergibt  sich  folgender  unterschied:  Ein  Zugstab  wirkt  auf 
die  beiden  an  seinen  Endpunkten  befindlichen  Knotenpunkte 
ziehend  ein;  seine  Pfeilrichtungen  zeigen  also  von  den  Knoten- 
punkten nach  der  Stabmitte.  Ein  Druckstab  dagegen  wirkt  schie- 
bend auf  seine  beiden  Knotenpunkte  ein;  die  entsprechenden  Pfeile 
zeigen  also  vom  Stab  aus  gegen  die  Endpunkte. 

Kach  dieser  allgemeinen  Orientierung  wollen  wir  in  den  folgen- 
den §  3 — 9  verschiedene  Methoden  zur  Bestimmung  der  Größe  der 
Stabkräfte  durchnehmen. 

§3. 

!•  Methode:  Beehneriseh^  durch  Anwendung  der  Gleichgewichts- 
bedingungen auf  die  einzelnen  Knotenpunkte. 

I.  Wiederholung  der  mechanischen  Grundlagen. 

In  §  5  des  ersten  Bandes  haben  wir  uns  mit  dem  wichtigen 
Falle  beschäftigt,  daß  auf  einen  Punkt  eine  Gruppe  von  Kräften 
angreift,  die  sich  gegenseitig  im  Gleichgewicht  halten.  Das  Ee- 
sultat  dieser  Untersuchung  war  folgender  Satz:  Greifen  an  einem 
Punkte  mehrere  Kräfte  an,  und  bleibt  der  Punkt  trotz  der  Ein- 
wirkung dieser  Kräfte  im  Buhezustand,  so  ist  dieses  ein  Zeichen, 
daß  die  Kräfte  in  ganz  bestimmten  mathematischen  Beziehungen 
zueinander  stehen.  Es  bestehen  dann  nämlich  zwischen  den  Kräf- 
ten die  Gleichungen: 

(I)  Pj  •  cosÄj  +  Pg  •  cosäj  +  .  • .  =  0  (Ä,  =  0) , 

(II)  Pi-sinai±P,-sina8±,.  •  «0  (By  =  0) . 
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Hierin  sind  P^  ,  Pj  usw.  die  betreffenden  Kräfte  and  a^ ,  (k^ 
usw.  ihre  Neigungswinkel  gegen  eine  (beliebig  anzunehmende)  feste 
Richtung.  Also  nur  wenn  diese  beiden  Bedingungen  erfüllt  sind, 
halten  die  Kräfte  den  Punkt  im  Buhestand;  und  umgekehrt ,  ist 
der  Punkt  im  Buhezustand,  so  können  wir  die  beiden  Gleichungen 
zwischen  den  Kräften  anschreiben. 

Im  folgenden  werden  wir  nun  die  einzelnen  Knotenpunkte 
eines  Fach  Werkes  betrachten.  Da  haben  wir  nämlich  solch  einen 
Fall,  daß  auf  einen  Punkt  mehrere  Kräfte  wirken,  während  der 
Punkt  im  Buhestand  bleibt.  Wir  können  also  für  die  angreifen- 
den Kräfte  die  entsprechenden  Gleichungen  (I)  und  (II)  anschreiben 
und  werden  hierdurch  auf  die  einfachste  Weise  zur  Berechnung 
der  Stabkräfte  des  betreffenden  Fachwerkes  gelangen. 


n,  Ansehreibung  der  Qleichgewichtgbedingnngen« 

1.  Knotenpunkt  O* 

Auf  den  Punkt  0  des  Fachwerkes  Fig.  2  a  wirken  die  drei 
Kräfte  Ä ,  Bi  und  8^ .  Die  Kraft  A  ist  bekannt  nach  Größe  und 
Bichtung.  Von  8^  und  8^  sind  nach  §  2  die  Wirkungslinien  be- 
kannt, nämlich  zusammenfallend  mit  den  Systemlinien  Ol  und  W2  . 
Als  unbekannt  am  Punkte  0  bleiben  also  noch  übrig  die  Größen 
der  beiden  Kräfte  8i  und  8^  und  die  Art  ihrer  Einwirkung  auf 
den  Punkt  (ob  als  Zug-  oder  Druckkraft). 

Zunächst  zeichnen  wir  die  am  Punkte  0  wirkenden  Kräfte  in 
ihren  Wirkungslinien  ein.  Da  wir  noch  nicht  wissen,  ob  8^  und 
8^  Zug'  oder  Druckkräfte  sein  werden,  nehmen  wir  vorläufig  ganz 
willkürlich  an,  sie  seien  beide  auf  Zug  beansprucht.  Dement- 
sprechend stellen  wir  sie  auf  den  Punkt  0  „ziehend' '  wirkend  dar 
(Fig.  2f).  Ob  diese  Annahme  richtig  war,  wird  sich  später  er- 
weisen. Zunächst  muß  man  aber  etwas  annehmen,  um  überhaupt 
mit  der  Bechnung  beginnen  zu  können. 

Nun  folgt  die  Berechnung  von  8^  und  82  durch  folgenden 
grundlegenden  Gedankengang:  „Wir  sehen,  daß  der  Punkt  0  unter 
der  Einwirkung  der  an  ihm  angreifenden  Kräfte  im  Buhezustand 
bleibt.  Wenn  aber  ein  Punkt  unter  solchen  Umständen  im  Buhe- 
zustand bleibt,  können  wir  hinsichtlich  der  angreifenden  Kräfte  ge- 
wisse Gleichungen  anschreiben.  Wir  wollen  dies  also  auch  im  vor- 
liegenden Falle  tun  und  erhalten  hierdurch  zwei  mathematische 
Beziehungen,  aus  denen  wir  nach  der  Lehre  von  den  Gleichungen 
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die  Unbekannten  ausrechnen  können/'   Die  beiden  Uleicfagewichts- 
bedingangen  lanten  in  diesem  Falle: 

(I)  «i  +  Äg-cosa,  =0, 

(n)  ^  +  Ä, -sinöCj  =0. 

[In  Gleichung  (I)  gibt  die  Kraft  Ä ,  da  sie  vertikal  verläuft, 
keine  Horizontalprojektion  ab;  Si  dagegen  hat  eine  Horizontal- 
projektion gleich  der  Kraft  selbst.  In  Gleichung  (II)  liefert  8^ 
die  Vertikalprojektion  KuU;  A  dagegen  erscheint  in  natärlicher 
Größe.  Vgl.  Band  I,  S.  16.]  Diese  Gleichungen  schreiben  wir 
zunächst  so,  daß  rechts  nur  bekannte  und  links  die  unbekannten 
Glieder  stehen: 

(la)  Äi  +  5,  •  cosäj  =  0  , 

(IIa)  82  •  siuÄji  =  — il . 

Nun  setzen  wir  für  A ,  cos^i  und  sin^x^  die  Zahlenwerte  ein 
(Fig.  2  a),  nämlich 

-A=8000kg;     cos«!  =x-==?^=  «0,832;    sin «,  =  -7=^==- 0,555  , 

V3,00«+2,00«  y3,00«  +  2,00« 

und  erhalten  die  Besultate: 

(IIb)  8, ^ 5400  kg, 

(Ib)  S,  -  -(-  5400)  0,832  «  +4500  kg. 

Hiermit  sind  die  Größen  von  81  und  8^  ermittelt. 

Besondere  Beachtung  erfordern  aber  noch  die  herausgekom* 
menen  Vorzeichen.  Für  die  Kraft  8^  ergibt  sich  ein  positives  Vor- 
zeichen. Dieses  bedeutet,  daß  die  Kraft  tatsächlich  so  wirkt,  wie 
sie  von  vornherein  in  die  Bechnung  eingeführt  worden  ist,  näm- 
lich mit  dem  Pfeil  nach  rechts  am  Punkte  Oy  als  Zugkraft.  Die 
Kraft  8^  dagegen  erscheint  mit  negativem  Vorzeichen.  Dieses  be- 
deutet, daß  die  ursprüngliche  Annahme,  unter  der  8^  in  die  Bech- 
nung eingeführt  wurde,  nicht  zutrifft.  D.  h.  der  Pfeil  von  Ä, 
zeigt  am  Punkt  0  nicht  von  dem  Punkte  fort,  sondern  gegen  den 
Punkt  zu;  oder  mit  anderen  Worten:  8^  ist  nicht  eine  Zugkraft, 
sondern  eine  Druckkraft.  [Man  beachte,  daß  beim  Auflösen  von 
Gleichungen  ein  bei  einem  Besultate  auftretendes  negatives  Vor« 
zeichen  anzeigt,  daß  die  ursprüngliche  Annahme  gerade  umgekehrt 
richtig  ist.  Beispielsweise  würde  ein  angenommenes  Vermögen  von 
fpMark,  falls  schließlich  o?»— 10000  herauskommt,  eine  Schuld- 
summe von  10000  Mark  bedeuten.] 

Nun  zeichnen  wir  die  richtigen  Pfeile  in  Fig.  2a  unmittelbar 
beim  Punkte  0  ein  und  kennzeichnen  den  Zugstab  8^  durch  ein 
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beigeschriebenes  Pluszeichen  und  den  Druckstab  8^  durch  ein  bei- 
geschriebenes Minuszeichen.  Hiermit  sind  aus  der  Tatsache  des 
Ruhezustandes  des  Punktes  0  die  Kräfte  8i  und  8^  nach  Größe  und 
Art  ihrer  Beanspruchung  (ob  Zug  oder  Druck)  bestimmt. 

2.  Knotenpunkt  JU 

Da  zur  Berechnung  der  Stabkräfte  an  jedem  Punkte  nur  zwei 
Gleichgewichtsbedingungen  zur  Verfügung  stehen,  suchen  wir  uns 
einen  folgenden  Knotenpunkt  auf,  an  dem  nur  zwei  unbekannte 
Stabkräfte  vorkommen.  Dieses  ist  Punkt  1  (Fig.  2a).  Hier  sind 
bekannt:  1)  die  Last  P  =  2000  kg;  2)  die  Kraft,  die  der  Stab  S, 
auf  den  Punkt  ausübt.  Denn  die  Spannkraft  dieses  Stabes  ist 
bereits  zu  4500  kg  ermittelt.  Außerdem  haben  wir  gefunden,  daß 
8^  ein  Zugstab  ist;  er  wirkt  also  auf  die  an  seinen  Enden  be- 
findlichen Knotenpunkte  ziehend  ein.  Punkt  1  wird  also  durch 
den  Stab  8i  nach  links  gezogen  j  wie  in  Fig.  2  h  dargestellt  ist. 
Der  Pfeil  bei  8^  ist  hier  als  j^geschlossener^^  Pfeil  gezeichnet,  um 
anzudeuten,  daß  diese  Pfeilrichtung  nicht  aus  den  Gleichgewichts- 
bedingungen des  Punktes  i,  sondern  bereits  aus  der  Eigenschaft 
des  betreffenden  Stabes,  ob  Zug-  oder  Druckstab,  gefunden  ist. 
Als  unbekannte,  auf  Punkt  1  einwirkende  Kräfte  bleiben  8^  und  8^ . 

Diese  unbekannten  Kräfte  können  entweder  Zug-  oder  Druck- 
kräfte sein.  Wir  wollen  sie  zunächst  als  Zugkräfte  annehmen  und 
zeichnen  demgemäß  die  Pfeile  ein  (Fig.  2  h).  Dann  lauten  die 
Gleichgewichtsbedingungen : 

(I)  Ä3-Äi  =  0, 

(II)  Ä^  -  P  =  0  . 

Di&se  Gleichungen  schreiben  wir  wieder  so,  daß  die  unbekann- 
ten Glieder  links  allein  stehen: 

(la)  8,  = +8,, 

(IIa)  «4  =  +?. 

Nnn  setzen  wir  für  8i  und  P  die  betreffenden  Zahlen  ein, 

Äj  =  4500  ,     P  =  2000  , 

und  erhalten  die  Eesultate: 

Ä8  =  +4500  kg  ,     A4  =  +2000  kg. 

Da  beide  Werte  mit  positivem  Vorzeichen  erscheinen,  ist  unsere 
ursprüngliche  Annahme  richtig,  d.  h.  die  Pfeile  von  8^  und  8^ 
bleiben  so,  wie  sie  von  vornherein  eingeführt  sind;  8^  und  8^  sind 
tatsächlich  Zugkräfte.  Dementsprechend  werden  in  Fig.  2  a  am 
Punkte  1  die  Pfeile  eingezeichnet  und  zu  den  Stäben  A3  und  8^ 
die  Vorzeichen  hinzugeschrieben. 
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S.  Knotenpunkt  9. 

Der  n&chste  Enotenpunkt,  an  dem  nur  zwei  unbekannte  Stab- 
kräfte auftreten,  ist  der  Punkt  2 .  Die  Stabkraft  8^  war  gUuoh 
5400  kg.  Da  der  Stab  S^  sich  als  Druckstab  ergeben  hatte,  wirkt 
die  Kraft  „drückend"  auf  Punkt  2  ein  (Fig.  2i).  Der  Stab  S^ 
wirkt  mit  2000  kg  „ziehend"  auf  Punkt  2  ein.  Die  unbekannten 
Kräfte  S^  und  8^  nehmen  wir  zunächst  als  Zugkräfte  an.  Somit 
lauten  die  Qleichungen  (Fig.  2i): 

(I)  iS5-oo8ai+ Äe-cos«j  +  Sj-cos«i  "^  0 , 

(II)  8^  •  sin«!  —  Sq  •  sin«,  +  5^  —  S,  •  sin«|  «  0  » 

(la)  8^  cos«!  +  ^6  cos«,  ==  — S,  cos«! , 

(Ila^  iSft  sin«!  —  Ä«  sin«,  «■  +  S,  sin«!  —  jS^  • 


r^>  ^ 


'.  ^^.x:  /-rp-  f '  " 


^^j   ^  JrvWA/VWWtJ  < 


/zWä^t  ^'^^  iLö« 


T,2(fooK^^ 


Fig.  2. 


tcoo 


K0 


Nun  setzen  wir  för  /5,  und  iS^,  und  ferner  für  cos«],  sin«!  usw. 
die  Zahlenwerte  (cos«,  =  0,995,  sin«,  ^  0,100)  ein  und  erhalten 
die  beiden  Gleichungen: 

(Ib)  0,832  Ä5  +  0,995  Ä« 4500  , 

(IIb)  0,555  8^  -  0,100  Ä«  «  + 1000  . 

[Man  beachte,  daß  hierin  für  die  bekannten  Stabkräfte  8^  und  8^ 
nur  die  Zahlenwerte,  ohne  Vorzeichen,  einzusetzen  sind.  Der  Ein- 
fluß der  Vorzeichen  ist  dadurch  berücksichtigt,  daß  die  bekannten 
Kräfte  bereits  mit  ihrem  richtigen  Pfeile  eingezeichnet  sind.  Ebenso 
werden  natürlich  die  äußeren  Kräfte,  Auflagerdrücke  und  Lasten, 
nur  mit  ihrem  Zahlenwerte  eingesetzt.]  Die  Auflösung  dieser 
Gleichungen  liefert  für  die  Unbekannten  die  Werte: 

8^  -  +860  kg;     Ä« 5240  kg. 
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Der  Pfeil  von  8^  war  also  bereits  in  Fig.  2i  richtig  angenommen 
Der  Stab  8^  dagegen  war  falsch  angenommen.  Der  Pfeil  muß 
umgekehrt  eingezeichnet  werden;  es  ist  nicht  ein  Zug-,  sondern 
ein  Druckstab.  Die  richtigen  Pfeile  von  8^  und  8^  werden  nun 
in  Pig.  2  a  bei  Punkt  2  eingetragen  und  die  Vorzeichen  der  Stäbe 
hinzugeschrieben. 

4.  Knotenpunkt  3, 

Bekannt  ist  die  Stabkraft  8^.  Unbekannt  sind  8^  und  fif^. 
Letztere  E[räfte  werden  zunächst  wieder  als  Zugkräfte  angenommen 
und  die  Oleichgewichtsbedingungen  angeschrieben: 

(I)  8i  COS^Xg  -f  Äß  cos<X2  =  0  , 

(II)  Ä7  +  8i  sin  ^2  — .  8^  sin  a^  =  0  . 

Die  Trennung  der  Bekannten  und  Unbekannten  liefert  die  Form : 

(la)  8q  cos^Xg  =  —Äg  cos^s  >     ^z^«  ^i  =  — ^e  > 

(Ha)  8^  +  ÄeSinÄj  =  +i8eSinÄ2  . 

Werden   jetzt  für  die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  ihre 

Zahlenwerte  (ohne  Vorzeichen)  eingesetzt,  so  entstehen  die  Glei- 
chungen 

(Ib)  Äe'- -5240  kg, 

(IIb)  8^  +  0,100  8i  «  +5240  •  0,100  , 

und  aus  diesen  ergeben  sich  die  Eesultate: 

8i 5240  kg ;     8^  =  + 1050  kg. 

Die  richtigen  Pfeile   und  Vorzeichen   der  Stäbe  8i  und  8^   sind 
hiernach  in  Fig.  2  a  eingetragen. 

Da  der  Träger  symmetrisch  gebaut  und  belastet  ist,  sind  die 
Stabkräfte  der  rechten  Seite  entsprechend  gleich  in  der  linken 
Seite.    Somit  ist  die  Berechnung  des  ganzen  Fachwerkes  erledigt. 


Zusammenfassung. 

Die  soeben  entwickelte  Methode  beruht  auf  der  Betrachtung 
des  Oleichgewichtes  der  einzelnen  Knotenpunkte.  Der  sehr  ein- 
fache, aber  auch  sehr  wichtige  Gedankengang  ist  folgender:  „Wir 
sehen,  daß  der  betreffende  Knotenpunkt  im  Buhezustande  ist. 
FolgUch  können  wir  für  die  an  ihm  angreifenden  Kräfte  die 
Gleichgewichtsbedingungen  ansetzen: 

(I)      -B,=  0,  (II)      i?y  =  0. 

Hierdurch  haben  wir  zwei  mathematische  Gleichungen  erhalten, 
durch  deren  Auflösung  sich  die  Unbekannten  ergeben.'' 
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Bekaniitlich  können  nach  den  Lehren  der  Mathematik  aus 
zwei  Gleichungen  immer  nur  zwei  Unbekannte  ermittelt  werden. 
Deshalb  haben  wir  bei  Berechnung  von  Fig.  2  a  die  Knotenpunkte 
in  derartiger  Boihenfolge  genommen,  daß  bei  jedem  neuen  Punkte 
außer  den  bereits  bekannten  Kräften  (Lasten  P,  Auflagerkräfte, 
bereits  vorher  bestimmte  Stabkräfte)  immer  nur  zwei  neue  un- 
bekannte Stabkcäfte  vorhanden  sind.  Letztere  werden  dann  durch 
Auflösung  der  Gleichungen  bestimmt. 

Hinsichtlich  des  Beehensehemas  empfiehlt  sich  folgendes:  Die 
bereits  bekannten  Kräfte  werden  an  dem  betreffenden  Punkte 
mit  der  Pfeilricbtung  eingetragen,  in  der  sie  tatsächlich  wirken. 
Die  unbekannten  Btabkr&fte  dagegen  haben  wir  zunächst  immer 
als  Zugkräfte  eingezeichnet.  Dann  werden  die  Gleichgewichts- 
bedingungen so  geschrieben,  daß  links  die  unbekannten  und  rechts 
die  bekannten  Kräfte  stehen,  für  letztere  ihre  Zahlenwerte  (ohne 
weitere  Vorzeichen)  eingesetzt  und  die  Gleichungen  aufgelöst.  Je 
nachdem  hierbei  für  die  gesuchten  Stabkräfte  ein  positives  oder 
ein  negatives  Vorzeichen  herauskommt,  ist  sie  tatsächlich  —  wie 
von  vornherein  angenommen  war  —  eine  Zugkraft  oder  aber  eine 
Druckkraft.  Die  richtigen  PfeUe  der  gefundenen  Stabkräfte  werden 
dann  in  die  Systemfigur  eingetragen  und  das  Vorzeichen  des  Stabes 
hinzugeschrieben. 

Man  beachte  hierbei,  daß  zu  jedem  Stabe  zwei  Pfeile  ge- 
hören, um  seine  Wirkung  auf  die  anschließenden  Knotenpunkte 
zu  kennzeichnen.  Diese  Pleile  laufen  aufeinander  zu  bei  Zug- 
itäbenf  voneinander  fort  bei  Druckstaben. 

Man  kann  die  unbekannten  Stäbe  natürlich  auch  als  Druck- 
stäbe in  die  Bechnung  einführen.  Namentlich  wird  man  dies  tun, 
wenn  einem  schon  das  statische  Gefühl  sagt,  daß  der  betreffende 
Stab  wahrscheinlich  ein  Druckstab  sein  wird.  Immer  ist  aber 
daran  zu  denken,  daß  ein  schließliches  positives  Besultat  bedeutet: 
die  ursprüngliche  Annahme  war  richtig;  ein  negatives  Vorzeichen 
sagt:  die  Annahme  war  falsch. 

§4- 
Beispiele  zu  §  3* 

Die  im  vorigen  Paragraphen  erläuterte  Methode  zur  Be- 
stimmung der  Stabkräfte  ist  die  dementarste,  da  sie  nichts  weiter 
als  die  fortwährende  Anwendung  der  Anfangsgründe  der  Mechanik, 
nämlich  der  Qleichgewichtsbedingungen  des  Punktes,  ist.    Sie  hat 
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aber  den  Nachteil,  daß  sie  etwas  viel  Zahlearechnung  erfordert. 
Aus  diesem  Orunde  wird  sie  als  selbständige  Methode  selten  ver- 
wendet. Doch  werden  wir  sehen,  daß  sie  in  Verbindung  mit 
anderen  Verfahren  sehr  gute  Dienste  leistet.  Außerdem  lassen 
sich  aus  dieser  BerechnuDgsmethode  Folgerungen  von  grundlegen- 
der Bedeutung  für  die  Fachwerktheorie  ziehen. 

Erste  Anlgabe«  * 

Bei  dem  in  Fig.  3  gezeichneten  FachwerMräger  mit  den  Lasten 
Pi  ..  P^^  sind  die  in  den  Stäben  8^  Ä, ,  8^  und  A4  auftretenden 
Spannkräfte  zu  ermitteint 

1)  Stab  81  •  Aus  dem  Gleichgewicht  des  Knotenpunktes  1 
(Fig.  3  b)  ergibt  sich  durch  Anwendung  der  Bedingung  (II)  (Äy  =  0): 

(II)  Äi  —  Pi  =  0  ;        hieraus: 

(IIa)  8,  =  +P, . 

Die  Stabkraft  S^  ist  also  ebenso  groß  wie  die  Last  P,  und  zwar 
ist  sie  eine  Zugkraft.  Ein  Eesultat,  das  daa  statische  Gefühl 
ohne  weiteres  aus  Fig.  3  b  ableitet. 

2)  Stab  82*  Aus  dem  Gleichgewicht  von  Punkt  2  folgt  (Fig.  3  c), 
wenn  8^  zunächst  als  Zugkraft  angenommen  wird: 

(II)  Ä, +  P2=0;        also: 

(IIa)  8^  ==  -Pa . 

Der  Stab  8^  wird  also  auf  Druck  beansprucht  und  zwar  mit  einer 
Kraft  gleich  der  Last  P.  Auch  dieses  Eesultat  folgt  ohne  be- 
sondere Rechnung  aus  dem  Gleichgewichtsgefühl. 

3)  Stab  8b*  Durch  Anwendung  der  Gleichgewichtsbedingung 
ßy  =»  0  folgt  aus  dem  Gleichgewicht  des  Punktes  3 : 

(II)  Ä8«0. 

Der  Stab  8^  in  Fig.  3  a  ist  also  spannungslos.  Ein  Besultat,  das 
stutzig  machen  kann.  Doch  ist  es  sicher  richtig.  Natürlich 
müssen  die  Stäbe  81^  und  8^^  wirkliche  Fachwerkstäbe  sein,  d.  h. 
Punkt  3  muß  ein  wirkliches  Gelenk  sein. 

4)  Stab  8^9  Ebenso  ist  bei  der  in  Fig.  3  a  angenommenen 
Lastanordnung  der  Stab  8^  ohne  Spannung.  (Folgt  aus  dem 
Gleichgewicht  des  Punktes  4\) 

Zweite  Aufgabe. 

Beweise  den  Satz  I  (Fig.  3e):  Wirken  an  einem  Knotenpunkte 
vier  Kräfte,  die  paarwets  in  zwei  Creraden  liegen,  so  sind  je  zwei 
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in  einer  Geraden  liegende  Kräfte  gleich  groß  und  von  entgegen- 
gesetzter Richtung. 

In  Fig.  3  e  sind  also  die  beiden  Kräfte  S  und  S  und  S'  und  S' 
je  einander  gleich.  pDenn  es  ist  z.  B.  +Ä'cosa-- Ä'cosä  =  0,  da- 
her 8^^  8\  Entsprechend  ergibt  sich,  wenn  man  die  Linie  Ä' — 8' 
als  a?-Ächse  nimmt,  sofort  die  Gleichheit  der  beiden  Kräfte  8.] 

Ist  eine  Kraft,  z.  B,  ein  8\  gleich  Null,  so  folgt,  daß  auch 
die  andere  Kraft  8^  gleich  Null  sein  muß.     Also  der  Satz  II: 

Wirken  an  einem  Knotenpunkte  drei  Kräfte^  von  denen  zwei 
in  einer  Geraden  liegen^  so  erfordert  das  Gleichgewicht  des  Punktes^ 
daß  die  dritte  Kraft  gleich  Null  ist. 


i0     C^ 


4 


Fig.  3. 


Aus  diesen  beiden  Sätzen  kann  man  in  Fig.  3  sofort  die 
Spannkräfte 

hinschreiben.  Auch  die  Vorzeichen  lassen  sich  sofort  angeben, 
wenn  man  bedenkt,  daß  äußere  Last  und  Stabkraft  sich  gegen- 
seitig aufheben  müssen.  Man  erkennt  dann  folgendes:  Läuft  die 
Last  auf  den  Knotenpunkt  zu,  so  muß  es  auch  die  Stabkraft  tun 
(J>rKc&);  läuft  die  Last  fort,  so  muß  auch  die  Stabkraft  fort- 
gerichtet sein.  Das  E[räftespiel  ist  ja  in  solchen. einfachen  Fällen 
Tollständig  klar. 

Dritte  Aufgabe, 

Beweise,  daß  in  Fig.  3a  die  8pannkräfte  8^  und  8^  einander 
gUichf  und  zwar  entweder  beide  Zug  oder  beide  Druck,  sind,  enU 
sprechend  Ä,  =  Äg ,  Ä^  ==  S^o ,  »n  «  fif^ ,  Äjj  =  »14  / 

[Folgt  sofort  aus  Satz  I  der  vorigen  Aufgabe.] 
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Vierte  Anfgabe. 


Bei  dem   in  Fig.  4  gezeichneten  Fachwerk   seien  die   Spann 
kräfte  8^  und  8^  bereits  ermittdt    Die  Spannkraft  8^  ist  zu  finden! 
In  Zahlen:  Spannkräfte  /Sj  =  Äj  =  -- 10000  kg 

Neigungswinkel  äj  =  «g  =»  2®. 

Wird  8^  zunächst  als  Zug  angenommen  (Fig.  4  b),  so  liefert 
die  Betrachtung  von  Knotenpunkt  1  die  Gleichung  {Ry  =  0): 
(II)  ^3  +  p  -  ÄiSiuÄi  -  8^  siUÄa  =  0  , 

(IIa)  8^  =  +8^  sin^i  +  8^  sinöCj  —  P . 

Hieraus,  da  Ä|  =  8^  und  a^  =  «,  angegeben,  war, 

Ä,  =  +2ÄiSinai  — P. 


pA^ifO(?£^ 


Setzt  man  nun  die  Zahlen  werte  ein  (sin^^  =  0,035),  so  ergibt  sich: 

(Hb)  «3  =  +2 .  10000  •  0,035  -  1000. 

[Die  bekannten  Kräfte  8i  und  P  werden  nur  in  ihrem  Zahlen - 
werte,  ohne  nochmaliges  Vorzeichen,  eingesetzt;  s.  §  3.] 

«3  =  +700  -  1000  =  -300  kg. 

Somit  ist  aus  dem  Gleichgewicht  des  Knotens  1  bewiesen,  daß 
der  Stab  8^  einen  Druck  von  300'  kg  aufzunehmen  hat. 

Fünfte  Aulgabe» 

Dieselbe  Aufgabe  me  vorhin,  nur  daß  ä^  =  äj  =  4°  (8in4°= 0,070), 
Es  ergibt  sich 

Ä,« +400  kg. 

Aus  dem  Vergleich  dieser  mit  der  vorigen  Aufgabe  erkennt  man,  daß 
es  von  der  Neigung  der  Stäbe  8^  und  8^  abhängt,  ob  der  Stab  8^ 
Druck  oder  Zug  bekommt.  [Der  Stab  8^  hat  die  Differenz  zwischen 
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der  Last  P  und  der  Summe  der  Vertikalprojektionen  der  Stäbe  Si 
und  8f  aufzunehmen.] 

Sechste  Aufgabe. 
In  Fig,  4  sei 

S^  =  - 12000  leg,     S^  =-  -11940  hg;     a^  =  iö° ,     «5  =  <S° . 

Welche  Spannkraft  hat  der  Stab  S^f 

Lösung:  S^  =  +430  kg. 

Gelegentlich  dieser  Aufgabe  sei  auf  folgendes  aufmerksam  ge- 
macht: Mit  den  Werten  sin,  cos  usw.  rechnet  es  sich  bekanntlich 
nicht  sehr  bequem.  Will  man  sie  vermeiden,  so  schreibe  man  in 
die  Systemskizze  die  Horizontal-  und  die  Vertikalprojektion  der 
einzelnen  Stäbe  ein.     So  hat  man  in  Fig.  4  a 

a.       Ilorizontalprojektion 
cosa4  -  " 


Hinoc^  = 


s^  Stablänge 

64       Vertikalprojektion 
8^  Stablänge 

usw. 


Die  Gleichung  zur  Berechnung  von  Stab  8q  würde  in  dieser  Schreib- 
weise lauten: 


8i 

»4 

-'%• 

«5 



80- 

Se- 

"4 



St 

Hat  man  eine  maßstäblich  gezeichnete  Figur,  so  können  die 
Längen  b^,  «4 ,  b^  und  «5  abgegriffen  werden,  wodurch  die  Bechen- 
arbeit  erheblich  vereinfacht  wird. 

Siebente  Aufgabe. 

In  Fig.  4  hatte  sich  bei  einer  anderen,  aber  ebenfalls  vertikalen 
Belastung  ergeben:  S^  =  —16000  Jcg,  8^  =  —17000  leg.  Ist  dieses 
Resultat  möglicht 

Lösung:  Nein,  es  muß  ein  Bechenfehler  vorhanden  sein.  Denn 
beim  Ansetzen  der  Oleichgewichtsbedingung  J?x  =  0  (man  tue 
dieses!)  ergibt  sich,  daß  die  Bedingung  durch  diese  Spannkräfte 
nicht  erfüllt  wird.     (Wichtige  KontroDe!) 

Fiaeber.  SIaUI     HJ.  2 
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§5. 

n.  Methode :  Zeichnerisch,  durch  Anwendung'  der  Gleichgewichts- 
bedingungen auf  die  einzelnen  Knotenpunkte. 
(Cremonasche  Erältepläne.) 

h  Wiederholung  der  mechantgehen  Grundlagen, 

Das  folgende  graphische  Verfahren  geht  ebenfalls  von  der  Be- 
trachtung des  Gleichgewichtes  der  einzelnen  Knotenpunkte  aus. 
Nur  werden  jetzt  die  Gleichgewichtsbedingungen  nicht  in  ihrer 
rechnerischen,  sondern  in  der  zeichnerischen  Form  verwendet.  Die 
graphische  Form  der  Gleichgewichtsbedingungen  lautet  bekanntlich 
folgendermaßen:  „Halten  sich  an  einem  Punkte  mehrere  Kräfte 
das  Gleichgewicht,  so  haben  sie  die  Eigenschaft,  daß  sie  ein  ge- 
schlossenes Kräftepolygon  ergeben.  Das  heißt:  Beim  Aneinander- 
reihen der  Kräfte  fällt  der  Endpunkt  der  zuletzt  gezeichneten 
Kraft  zurück  in  den  Anfangspunkt  der  zuerst  gezeichneten  Kraft/^ 
(Wiederhole  Band  I,  §  5.) 

Diese  Gleichgewichtsbedingungen  können  wir  nun  zur  Lösung 
der  folgenden  grundlegenden  Aufgabe  benutzen:  Auf  einen  Punkt, 
der  sich  im  Euhezustande  präsentiert,  wirkt  eine  Gruppe  von  Kräften 
innerhalb  bestimmter  Wirkungslinien  ein.  Diese  Kräfte  seien  be- 
kannt bis  auf  zwei.  Wie  können  auch  diese  zwei  unbekannten 
Kräfte  aus  der  Tatsache  des  Gleichgewichtes  zeichnerisch  ermittelt 
werden? 

In  Fig.  5  a  ist  diese  Aufgabe  dargestellt.  Die  Kräftegruppe 
ist  Pi ,  Pg ,  8i  und  82 .  Die  ersten  seien  bekannt  nach  Größe 
und  Eichtung.  Von  den  letzten  beiden  kenne  man  nur  die  Wir- 
kungslinien, während  ihre  Größen  unbekannt  sind.  Dafür  sei  uns 
aber  die  Tatsache  bekannt,  daß  der  Angriffspunkt  dieser  Kräfte- 
gruppe im  Euhezustand  verharrt.  Wie  lassen  sich  nun  die  Größen 
von  81  und  82  zeichnerisch  bestimmen? 

Wir  reihen  zunächst  die  beiden  vollständig  bekannten  Kräfte  Pj 
und  Pg  nach  Größe  und  Eichtung  aneinander  (Fig.  5  b,  Linien- 
zug a — 1> — c).  Dann  ziehen  wir  durch  den  Endpunkt  der  zuletzt 
gezeichneten  Kraft  (Punkt  c)  und  durch  den  Anfangspunkt  der 
zuerst  gezeichneten  Kraft  (Punkt  a)  Parallele  zu  den  Wirkungs- 
linien der  Kräfte  8^  und  82 .  Diese  beiden  Parallelen  schneiden 
sich  in  einem  Punkte  d.  Zeichnen  wir  dann  schließlich  in  dem 
Kräftepolygon  a — h — 0— d  die  Pfeile  so  ein,  daß  man,  von  a  be- 
ginnend und  den  Pfeilen  nachgehend,  wieder  zu  a  zurückkommt, 
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so  stellt  die  Strecke  ed  die  Kraft  8i   und  die  Strecke  da  die 
Kraft  8^  dar. 

Beweis:  Die  so  gefandenen  Kräfte  Si  und  jS^^  liegen  erstens 
in  den  yorgeschriebenen  Wirkungslinien;  zweitens  ist  ihre  Größe 
derart,  daß  sie  zusammen  mit  P|  und  P^  ein  geschlossenes  Kräfte- 
polygon ergeben.  Sie  erfüllen  also  die  Bedingung  der  Aufgabe, 
im  Verein  mit  den  gegebenen  Kräften  P^  und  Pg  eine  derartige 
Rräftegruppe  zu  bilden,  die  ihren  Angriffspunkt  im  Buhezustand 
hält.  Nur  wenn  diese  Kräfte  8i  und  8^  die  in  Fig.  5  b  dargestellten 
Größen  haben,  kann  der  Angriffspunkt  der  Kräftegruppe  im  Buhe- 
zustande  bleiben.  Und  umgekehrt,  ist  der  Angriffspunkt  im  Buhe- 


Fig.  5. 


zustande,  so  können  wir  aus  dieser  Tatsache  die  Größe  von  8^ 
und  8^  aus  Fig.  5  b  abmessen. 

.  Mehr  als  zwei  unbekannte  Kräfte.  lassen  sich  aber  auf  diese 
Weise  nicht  bestimmen  I  Wäre  z.  B.  in  Fig.  5  noch  eine  dritte 
Kraft,  8^ ,  unbekannt,  so  könnte  man  diese  ganz  beliebig  annehmen, 
an  Pg  anreihen  und  dann  durch  Ziehen  von  Parallelen  die  beiden 
anderen  Unbekannten  8i  und  82  finden.  Bei  mehr  als  zwei  Un- 
bekannten gibt  es  also  unendlich  viele  Lösungen  der  Aufgabe, 
denn  wir  könnten  für  8^  unendlich  viele  beliebige  Werte  annehmen 
und  würden  trotzdem  jedesmal  ein  81  und  8^  erhalten.  Nur  bei  zwei 
Unbekannten,  ist  die  Lösung  eindeutig;  d.  b.  dann  gibt  es  für 
jede  Unbekannte  einen  und  nur  einen  Wert,  der  die  Aufgabe 
befriedigt.  Bei  drei  Unbekannten  dagegen  ist  die  Aufgabe  un- 
bestimmt. 

Die  im  folgenden  entwickelte  Methode  der  Stabkraftbestimmung 

2* 


20  Abschnitt  L     1.  Vortrag. 

ist  nun  nichts  anderes  als  die  fortwährende  Anwendung  der  so- 
eben erledigten  Aufgabe  auf  die  einzelnen  Knotenpunkte  eines 
Pachwerkos. 

II.  Anwendung  auf  die  einzelnen  Knotenpunkte. 


1.  Knotenpunkt  0. 

Auf  den  Punkt  0  in  Fig.  6  a  wirken  die  drei  Kräfte  A ,  Ä^ 
und  8^ .  Die  Kraft  A  ist  bekannt  nach  Größe  und  Eichtung 
{A  =  3000  kg).  Von  den  Kräften  Äj  und  8^  sind  die  Wirkungs- 
linien bekannt,  die  Größen  dagegen  unbekannt.  Sie  jetzt  auf 
zeichnerischem  Wege  aufzufinden,  sei  unsere  nächste  Arbeit. 

Entsprechend  der  vorhin  durchgenommenen  Aufgabe,  stellen 
wir  zunächst  die  bereits  bekannte  Kraft  A  in  einem  beliebig  zu 
wählenden  Kräftemaßstab  durch  eine  Strecke  ah  dar  (Fig.  6b). 
Hierauf  ziehen  wir  durch  den  Anfangs-  und  den  Endpunkt  dieser 
Strecke  die  Parallelen  zu  den  Eichtungon  von  8^  und  8^.  Diese 
Parallelen  schneiden  sich  in  Fig.  6  b  in  einem  Punkte  c.  Dann 
ist  1)0  =  8i  und  ca  =  82*  Denn  die  beiden  bisher  unbekannten 
Kräfte  81  und  82  sind  jetzt  so  bestimmt,  daß  sie  erstens  die  vor- 
geschriebenen Wirkungslinien  haben,  und  zweitens  zusammen  mit 
der  dritten  Kraft  A  ein  Gleichgewichtssystem  abgeben. 

Hinsichtlich  der  Eichtungen  ist  zu  ersehen:  A  ist  von  a  nach 
b  gezeichnet.  /S|  schließt  sich  daran  an  und  reicht  also  von  h  nach 
c.  82  schließt  sich  weiter  an  und  geht  also  von  c  nach  a  (nach 
dem  Anfangspunkt  des  Polygons  zurück).  Diese  Eichtungen  von 
81  und  82  werden  in  Fig.  6  b  durch  die  (offenen)  Pfeile  markiert, 
und  zwar  werden  diese  Pfeile  natürlich  an  den  Endpunkten  der- 
jenigen Strecken  eingetragen,  die  die  betreffenden  Kräfte  dar- 
stellen. 

Sobald  dann  in  Fig.  6  b  die  Pfeile  von  8^  und  82  eingezeichnet 
sind,  tragen  wir  diese  Pfeile  auch  in  Fig.  6  a  ein.  Und  zwar  un- 
mittelbar am  Punkte  0,  dessen  Gleichgewicht  wir  ja  betrachtet 
haben.  8^  ging  im  Kräftepolygon  von  links  nach  rechts.  Diese 
Pfeilrichtung  wird  also  auch  in  Fig.  6  a  am  Punkte  0  auf  Ä^  ein- 
gezeichnet. Wir  sehen  jetzt,  daß  8^  auf  seinen  Endpunkt  0  zie- 
hend einwirkt.  Er  ist  also  ein  Zugstab  und  bekommt  ein  Plus- 
zeichen. Hiermit  ist  8^  bestimmt.  82  ging  in  Fig.  6  b  von  rechts 
oben  nach  links  unten.  Diese  Pfeilrichtung  wird  also  auch  in 
Fig.  6a  unmittelbar  am  Punkte  0  eingezeichnet.  Wir  sehen:  Stab  82 
wirkt  drückend  auf  Punkt  0\  er  ist  ein  Druckstab  und  bekommt 
ein  Minuszeichen. 
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Zum  Schlnsse  zeichnen  wir  dann  noch  die  Kräfte  ein,  mit 
denen  die  Stäbe  8^  und  8^  auf  die  an  ihren  anderen  Enden  be- 
findlichen Knotenpunkte,  1  und  2 ,  einwirken.  Stab  Ä^  wirkt  als 
Zugstab  ziehend  auf  jeden  seiner  Endpunkte.  Auf  Punkt  1  also 
nach  links  (vgl,  das  Schema  mit  der  gespannten  Feder  in  Fig  2d). 
^2  wirkt  als  Druckstab  drückend  auf  seine  Endpunkte;  also  auf 
Punkt  2  in  der  Eichtung  nach  rechts  oben.  Diese  Pfeile  zeichnen 
wir  „geschlossen'^  sowohl  in  Fig.  6a,  als  auch  in  Fig.  6b.    Sie 
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I 
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Fig.  6. 

bezeichnen  also  die  Wirkung  der  am  Punkte  0  gefundenen  Kräfte  8y^ 
und  8^  auf  ihre  anitr&a  Endpunkte  1  und  2. 

Somit  sind  aus  dem  Kräftepolygon  a — & — o  von  Fig.  6  b  die 
Stabkräfte  /Sj  und  8^  ermittelt,  und  ferner  ist  die  Wirkung  dieser 
beiden  Kräfte  sowohl  auf  den  Punkt  0  (offene  Pfeile)  als  auch  auf 
die  Punkte  1  und  2  (geschlossene  Pfeile)  eingezeichnet.  Jetzt  erst 
können  wir  8^  und  8^  als  vollständig  erledigt  betrachten. 

2.  Knotenpunkt  1. 

Am  Punkte  1  haben  wir  die  Kräfte  8^ ,  2000  kg,  8^  und  184 . 
Bekannt  sind  hi^von  die  Last  2000  kg  und  die  Stabkraft  8^  (letz- 
tere soeben  gefunden).     Unbekannt  sind  8^  und  8^. 
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Genau  wie  vorhin  reihen  wir  zunächst  die  bekannten  Kräfte 
aneinander  und  ziehen  dann  durch  den  End-  und  den  Anfangs- 
punkt derselben  die  Parallelen  zu  den  unbekannten  Kräften.  Die 
bekannte  (nämlich  vorhin  gefundene)  Kraft  8^  ist  in  Fig.  6  b  durch 
die  Strecke  c  h  dargestellt.  Die  Eichtung  der  Kraft,  die  der  Stab 
Si  auf  seinen  rechten  Endpunkt  1  ausübt,  ist  von  rechts  nach  links, 
wie  der  geschlossene  Pfeil  angibt.  Wir  haben  also  jetzt  c  als  An- 
fangspunkt und  h  als  Endpunkt  der  Kraft  Ä^ .  Nun  setzen  wir 
an  b  die  folgende  Kraft,  2000  kg,  an.  Sie  reiche  in  dem  betreffen- 
den Kraftmaßstab  von  b  bis  d.  Durch  d  ziehen  wir  dann  die 
Parallele  zu  8^  und  durch  c  die  Parallele  zu  S^  und  erhalten: 
8^  =  de  {von  d  nach  e),  ä^  =  ec  {von  e  nach  dem  Anfangspunkte  o 
des  Kräftepolygons  c—h — d — e — c  zurück).  Die  hiermit  gefundenen 
Eichtungen  markieren  wir  in  Fig.  6b  durch  offene  Pfeile,  über- 
tragen diese  sofort  auf  den  Punkt  1  in  Fig.  6a  und  ersehen  hier- 
aus, daß  8^  und  8^  beides  Zugatöibe  sind.  Somit  sind  8^  und  8^ 
gefunden.  Wegen  des  Folgenden  markieren  wir  aber  auch  sogleich, 
wie  diese  Stäbe  auf  die  an  ihren  anderen  Enden  befindUchen 
Knotenpunkte  4  und  2  einwirken  (geschlossene  Pfeile).  [Es  sei 
hierbei  immer  wieder  darauf  hingewiesen,  daß  die  Kraft,  die  ein 
Stab  auf  den  einen  Befestigungspunkt  ausübt,  stets  entgegengesetzt 
ist  der  Kraft,  die  er  auf  den  anderen  Endpunkt  ausübt.]  Jetzt 
erst  können  wir  8^  und  S^  als  vollständig  erledigt  betrachten. 

8.  Knotenpunkt  2  • 

Auf  den  Punkt  2  wirken  die  bekannten  Kräfte  82  und  84^ 
und  die  unbekannten  Kräfte  8^  und  8^ .  8^  wirkt  drückend  auf 
2  ein,  also  nach  rechts  oben.  Im  Kräftepolygon  ist  diese  Kraft 
dargestellt  durch  die  Strecke  oTc ,  und  zwar  ist  die  Richtung  von 
a  nach  c  (geschlossener  Pfeil).  Der  nächste  bekannte  Stab  am 
Punkte  2  ist  /S4 .  Dieser  wirkt  (wie  der  geschlossene  Pfeil  angibt) 
abwärts.  Die  Kraft  84^  muß  im  Kräftepolygon  also  von  0,  dem 
Endpunkte  der  Kraft  8^ ,  aus  nach  unten  abgetragen  werden. 
Sit  ist  in  dieser  Lage  aber  bereits  vorhanden  und  braucht  also 
nicht  mehr  besonders  aufgezeichnet  zu  werden.  Durch  den  Bnd- 
punkt von  84 ,  Punkt  e ,  ziehen  wir  dann  die  Parallele  zu  8^  und 
durch  den  Anfangspunkt  a  der  ersten  Kraft  {82)  die  Parallele  zu 
8q  .  Wir  finden  hiermit :  8^  =  ef,  8Q  =  fä.  Stab  Ä5  ergibt  sich 
als  Zugstab;  8^  als  Druckstab.  Zum  Schlüsse  werden  noch  die 
geschlossenen  Pfeile  eingezeichnet,  um  auch  zu  zeigen,  wie  die 
Stäbe  8^  und  Sq  auf  die  an  ihren  anderen  Enden  befindlichen 
Knotenpunkte  einwirken. 
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4.  Knotenpunkt  S  • 

Am  Punkt  3  ist  die  Stabkraft  8^  bekannt.  Sie  ist  in  Fig.  6  b 
dargestellt  durch  die  Strecke  von  a  nach  /  (in  Bichtung  des  ge- 
schlossenen Pfeiles).  Durch  Anfangs-  und  Endpunkt  dieser  Strecke 
ziehen  wir  Parallele  zu  den  unbekannten  Stäben  8^  und  8i  und 
finden  diese  nach  Größe  und  Vorzeichen.    8i  ergibt  sich  natürlich 

gleich  8q  . 

5.  Knotenpunkt  4,  2%  1%  0\ 

Wenn  man  die  Kräftepolygone  noch  weiterzeichnet ,  wie  in 
Fig.  6b  geschehen  ist,  so  bekommt  man  8i^  8^  ^  Si  =  8^  usw. 
Somit  sind  sämtliche  Stabkräfte  des  Fachwerkes  bestimmt. 

m,  Zusammenstellung  der  Spannkräfte. 

Nachdem  somit  die  Eräftepolygone  aufgezeichnet  sind,  können 
wir  aus  Fig.  6  b  die  Stabkräfte  abgreifen.  Der  Eräftemaßstab  war 
so  gewählt,  daß  1  cm  1000  kg  bedeutet.  Hiernach  ergeben  sich 
für  die  einzelnen  Stäbe  folgende  Werte: 


Stab 

Stabkraft 
(kg) 

^1  -S^i' 

+4450 

8^    8i 

-5350 

St    8i 

+4450 

S,    8i 

+2000 

St    8i 

+  850 

St    8i 

—  5160 

^7 

+  1050 

Somit  ist  die  Fachwerkfigur  6  a  berechnet. 

IV,  Bezeichnung  und  Vorteil  der  Methode» 

Jede  Stabkraft  in  Fig.  6  a  ist  also  in  Fig.  6  b  durch  eine  Strecke 
dargestellt.  Wir  nennen  Fig.  6  b  einen  ^^Cremonaschen  Kräf teplan^'. . 
Cremona,  gest.  als  Professor  in  Bom,  hat  besonders  die  geometri- 
schen Eigenschaften  dieser  E[räftepläne  untersucht.  Der  Gedanke, 
das  Gleichgewicht  der  einzelnen  Knotenpunkte  auf  graphischem 
Wege  zu  untersuchen  und  hierdurch  die  Stabkräfte  zu  bestimmen, 
ergibt  sich  ja  ohne  weiteres  als  Ergänzung  zu  der  in  den  vorigen 
Paragraphen  gezeigten  analytischen  Methode. 

Man  könnte  auch  zu  jedem  Knotenpunkte  in  einer  beson- 
deren kleinen  Figur  das  zugehörige  Eräftepolygon  auftragen.  Dann 
mftßten  aber  dessen  sämtliche  Stabkräfte,  auch  die  bereits 
Torher  gefundenen,  neu  aufgezeichnet  werden.  Der  Vorzug  eines 
Oramonaschen  Eräfteplanes  besteht  nun  gerade  darin,  daß  die  zu 
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den  einzelnen  Knotenpunkten  gehörigen  Kräftepolygonc  (Polygon 
a — 6— c  zu  Knotenpunkt  0,  Polygon  o— 6 — d — e  zu  1 ,  usw.)  nicht 
getrennt  aufgezeichnet  werden,  sondern  daß  man  diese  zu  einer 
zusammenhängenden  Figur  zusammenschiebt,  so  daß  jede  Kraft 
nur  einmal  gezeichnet  zu  werden  braucht.  Hierdurch  spart  man 
nicht  nur  an  Arbeit,  sondern  die  Zeichnung  wird  auch  genauer 
als  bei  getrennt  aufgezeichneten  Kräftepolygonen  der  einzelnen 
Punkte. 

Im  folgenden  Paragraphen  wollen  wir  zunächst  ein  etwas  kom- 
pliziertes Beispiel  mittels  Kräfteplan  untersuchen  und  den  Arbeits- 
vorgang so,  wie  er  sich  für  die  Praxis  empfiehlt,  übersichtlich  und 
gewissermaßen  gebrauchsfertig  zusammenstellen  (s.  Aufgabe  1  und  2). 

§6. 
Beispiele  nnd  Erweiterungen  za  §  5. 

VorhemerJcung:  Vor  allen  Dingen  sei  darauf  hingewiesen,  daß 
der  Leser  unbedingt  die  folgenden  Zeichnungen  selber  mitzeichnen 
muß,  und  zwar  zeichnen,  nicht  nur  skizzieren!  Es  empfiehlt  sich 
hierzu  ein  kleines  Eeißbrett  (ca.  37  X  47  cm)  mit  entsprechendem 
handlichen  Zeichengerät.  Dieses  Eeißbrett  muß  beim  Studium 
neben  dem  Buche,  oder  vielmehr  das  Buch  neben  dem  Eeißbrett 
liegen,  wenn  aus  der  Arbeit  etwas  Brauchbares  herauskommen  soll. 
In  den  folgenden  Aufgaben  werden  wir  nicht  nur  den  §  5  wieder- 
hole];!, sondern  manche  praktische  Erweiterung  hinzunehmen. 

Erste  Aufgabe. 

Für  die  in  Fig.  7  a  dargestellte  DachJconsirulction  sind  die  Stab 
hräfte  mittels  Kräfteplan  zu  hestimmenl 

Die  Belastung  besteht  aus  den  drei  Kräften  W^,  W^,  W^ 
rechtwinklig  zur  Dachfläche  (Windlasten)  und  aus  den  vertikalen 
Lasten  Pj  und  Pg . 

Die  Stäbe  wollen  wir  jetzt  bezeichnen:  0 -=  Obergurtstab, 
U  ^  üntergurtstab,  Z>  =  Füllungsstab. 

Beim  Aufzeichnen  der  Kräftepolygone  empfiehlt  es  sich,  zu- 
nächst immer  sämtliche  äußeren  Kräfte  zu  einem  Polygon  zu- 
sammonzureihen  und  dann  erst  an  die  Polygone  der  einzelnen 
Knotenpunkte  zu  gehen. 

a)  Das  Polygon  der  äußeren  Kräfte. 
a)  Zunächst  bestimmen  wir  die  Auflagerkräfte.     Die 
beiden  Lasten  von  380  kg  verteilen  sich  gleichmäßig  auf  B  und  F . 
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Die  Auflagerkraft  B  infolge  der  Windlasten  ergibt  sich,  indem  wir 
von  diesen  Lasten  die  Summe  der  statischen  Momente  in  bezug 
auf  den  Punkt  0  bilden  [wobei  wir  die  Windlastcn  zu  ihrer  im 


W^^20ö6g 


K'^^ 


Fig.  7. 

Punkte  1  angreifenden  Besultierenden  (200  +  400  +  200)  zusammen- 
fassen].   Somit  wird: 

^  =  380  +  j~-  (200  +  400  +  200)  •  2,887 
-=380 +  231  «611  kg. 
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Die  Seitenkräfte  V  und  H  des  Auflagerdmckes  A  folgen  nun 
aus  den  Bedingungen,  daß  V  +  B  =  Summe  aller  Vertikalprojek* 
tionen  und  E  =  Summe  aller  Horizontalprojektionen  der  Lasten 
sein  mässen: 

7  =  [2 .  380  +  (200  +  400  +  200)  sin  60  °]  —  B 

=  [760  +  693]  -  611  =  842  kg, 

H  =  (200  +  400  +  200)  cos60°  -  400  kg. 

(Wiederhole  Band  I,  §  15  und  §  17!)  Durch  V  und  H  ist 
dann  auch  der  Auflagerdruck  A  bestimmt. 

ß)  um  nun  für  das  Weitere  die  äußeren  Elräfte  stets  zur 
Hand  zu  haben,  beginnen  wir  den  Kräfteplan  damit,  dafi  wir  zu- 
nächst sämtliche  äußeren  Kräfte  aufzeichnen.  Wir  reihen 
also  sämtliche  äußeren  Kräfte  zu  einem  Kräftepolygon  aneinander 
(Fig.  7  b).  Hierbei  ist  die  Reihenfolge  an  und  für  sich  beliebig. 
Will  man  aber  einfache  Kräftepläne  haben,  so  nehme  man  die 
äußeren  Kräfte  stets  in  derselben  Reihenfolge,  wie  sie  am 
umfange  des  Fachwerkes  aufeinanderfolgen:  Beginnen  wir 
z.  B.  mit  der  Kraft  A  und  gehen  am  Umfange  des  Fachwerkes 
rechtsherum,  so  stoßen  wir  in  Fig.  7  a  der  Reihe  nach  auf  folgende 

Elräfte: 

A—Wq—Wi—W^—B—P^—P^  . 

In  derselben  Reihenfolge  sind  nun  diese  Kräfte  im  Kräfte- 
polygon Fig.  7b  zusammengesetzt: 

a — h  =  A  , 

h-c  =  TTo  , 
c—d  ----  W^  , 
d—e  =--  W^ , 
e-f  =  B  , 

f-9  =  Pi  , 
g—li  =  Pg  . 

[Ä,  der  Endpunkt  des  Polygons,  fällt  zusammen  mit  a,  dem  Anfangs- 
punkte.] Bei  einer  anderen  Reihenfolge,  z.  B.  A — Wo — W^ — W^ — Pi 
usw.  hätten  wir  B  übersprungen.  Dann  bekämen  wir  Schwierig- 
keiten beim  Kräfteplan. 

Ferner  sei  noch  auf  folgende  Regel  zur  Brzielung  übersicht- 
licher Kräftepläne  aufmerksam  gemacht:  Man  soll  die  äußeren 
Kräfte  so  einzeichnen,  daß  sie  nicht  im  Innern  der  Systemfigur, 
sondern  außerhalb  derselben  erscheinen.  Die  Last  P^  z.  B.  muß 
also  am  Knotenpunkte  6  hängend  gezeichnet  werden;  nicht  auf 


dem  Punkte  stehend,  weil  sie  dann  im  Innern  der  PaohwoTkfi^iir 
wäre.  Diese  Kegel  ist  wichtig  für  die  Reihenfolge,  in  dor  i\\(^ 
Kr&fte  an  den  einzelnen  Punkten  gc^nomme^i  werden  (s.  nnt<  r  „b**). 

b)  Die  P«lyfroBe  der  «inteln«i  Rnotenpiinkte. 

Jetzt  gehen  wir  zu  den  Stabkräften  an  den  einzelnen  Knoton» 
punkten«  Der  erste  Punkt,  an  dem  nur  zwei  unbekannte  Kraft  o 
vorhanden  sind,  ist  der  Punkt  0  (oder  Punkt  6).  An  ersteron^ 
grdfen  an:  A^  W^j  0|  und  ü^.  Hiervon  sind  Ä  und  W^  bekannt; 
unbekannt  sind  die  Stabkräfte  0|  und  I7|, 

An  und  für  sich  könnten  wir  diese  Kräfte  in  beliebiger  Beihen* 
folge  zu  einem  Polygon  verbinden.  Es  zeigt  sich  aber  folgendes: 
Wenn  man  einen  geschlossenen  Kräfteplan  (in  dorn  jede  Kraft 
nur  einmal  gezeichnet  zu  werden  braucht)  haben  will,  so  nehme 
man  an  jedem  Knotenpunkte  die  Kräfte  in  derselben  Reihen- 
folge, in  der  man  die  äußeren  Kräfte  genommen  hat. 
Bei  den  äußeren  Kräften  sind  wir  am  Umfange  des  Fachwerkes 
yyrechiaherum^^  gegangen  (Fig.  7  b),  folglich  müssen  wir  auch  an 
jedem  Knotenpunkte  ^yrechtaherum^^  gehen.  Wir  wollen  uns  also 
am  Knotenpunkte  0  einen  yyteolUsherum'*^  zeigenden  Pfeil  einzeichnen, 
der  zuerst  die  bekannten  und  zum  Schlüsse  die  beiden  unbekannten 
Kräfte  schneidet.  Dieser  Pfeil  gibt  dann  an,  in  welcher  Reihen- 
folge die  am  Punkte  0  angreifenden  Kräfte  beim  Aufzeichnen  des 
zu  diesem  Punkte  gehörigen  Kräftepolygons  zu  nehmen  sind; 
nämlich  in  der  Reihenfolge: 

A—Wq—O^—Ui  • 
Das  Kräftepolygon  selber  ist  nun  sehr  einfach  gezeiolinet.. 
A  und  Wq  sind  bereits  in  Fig.  7b  aufgetragen  (Linienzug  a—b--c). 
Durch  den  Endpunkt  der  zuletzt  gezeichneten  Kraft  (Punkt  c) 
ziehen  wir  die  Parallele  zum  Stab  0^  und  durch  den  AnfangH- 
punkt  der  zuerst  gezeichneten  Kraft  (Punkt  a)  die  Parallele  zum 
Stab  U^.  Diese  beiden  Parallelen  schneiden  sich  in  einem  Punkte  <, 
Dann  ist  a — h — o — i — a  das  Polygon  der  Kräfte  A—Wq — 0^ — 17|, 
Die  Pfeile  sind  so  eingetragen,  daß  der  Umfahrungssinn  des  Poly- 
gons stetig  vom  Anfangspunkt  aus  wieder  zum  Anfangspunkt 
zurückläuft.  Diese  Pfeilrichtungen  werden  nun  in  die  Hystemfigur 
Fig.  7a  auf  O^  und  U^  unmittelbar  am  Punkte  0  eingetragen 
und  hierdurch  erkannt,  daß  Oj  ein  Druckstab  ist,  während  17|  eine 
Zu^^kraft  auf  den  Punkt  0  ausübt,  was  durch  die  hinzugeschriebencn 
Minus-  bzw.  Pluszeichen  festgelegt  wird.  Zum  Schlüsse  kenn- 
zeichnen wir  durch  die  geschlossenen  Pfeile  (in  Fig.  7a  und  7  b,) 
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in  welcher  Weise  die  soeben  aufgefundenen  Stäbe  Oi  und  Ui  auf 
ihre- anderen  Enden,  nämlich  Knotenpunkt  1  und  Knotenpunkt  2, 
wirken.  Dann  erst  sind  die  am  Punkte  0  wirkenden  Kräfte  voll- 
ständig  erledigt. 

Jetzt  zum  nächsten  Punkte,  an  dem  nur  zwei  unbekannte 
Kräfte  wirken.  Es  ist  dieses  Punkt  1.  Denn  von  den  vier  an 
ihm  angreifenden  Kräften  sind  0^  und  Wi  bekannt,  so  daß  nur 
O2  und  l>i  als  unbekannt  übrigbleiben.  Die  Eeihenfolge,  in  der 
die  Kräfte  zusammenzusetzen  sind,  erfahren  wir  wieder  dadurch, 
daß  wir  am  Punkte  1  einen  „rechtsherum^^  zeigenden  Pfeil  so  ein- 
zeichnen, daß  er  zuerst  die  bekannten  und  zuletzt  die  unbekannten 
Kräfte  schneidet.  („Eechtsherum" ,  da  wir  die  äußeren  Kräfte 
A — Wo — Wi  usw.  am  Umfange  des  Pachwerkes  in  der  Eeihenfolge 
„rechtsherum''  genommen  haben.)    Dieser  Pfeil  zeigt  uns,  daß  die 

Eeihenfolge  sein  muß: 

O.—W.—O^—D, . 

Die  ersteren  beiden  Kräfte  liegen  im  Kräftepolygon  Fig.  7  b  be- 
reits gezeichnet  vor:  Die  Kraft  Oj  wirkt  von  *  nach  c,  wie  der 
geschlossene  Pfeil  angibt.  Daran  ist  bereits  angesetzt  die  Kraft 
Wi  =  cd.  Durch  den  Endpunkt  der  letzteren  Kraft  ziehen  wir 
nun  die  Parallele  zu  0^  und  durch  den  Anfangspunkt  der  ersteren 
Kraft  die  Parallele  zu  D^ .  Insgesamt  entsteht  dann  das  ge- 
schlossene Polygon  * — c — Ä— fc — *.  Die  Pfeile  werden  so  einge- 
zeichnet, daß  man,  vom  Anfangspunkte  i  des  Polygons  beginnend 
und  den  Pfeilen  nachgehend,  wieder  zu  i  zurückgelangt.  Die 
hierdurch  bestimmten  Pfeilrichtungen  von  Og  und  D^  werden  nun 
in  die  Systemfigur  am  Punkt  1  eingetragen.  Wir  sehen,  daß  so- 
wohl 0,  wie  Dl  ein  Druckstab  ist.  Schließlich  werden  die  ge- 
schlossenen Pfeile  bei  O2  und  D^  eingezeichnet,  um  zu  zeigen, 
wie  wir  diese  Kräfte  bei  den  Knotenpunkten  2  und  3  zu  nehmen 
haben. 

Der  nächste  Punkt  mit  nur  zwei  unbekannten  Kräften  ist 
der  Punkt  2.  Von  seinen  fünf  Kräften  sind  gegeben  bzw.  bereits 
gefunden  P^ ,  Ui  und  D^ ;  unbekannt  sind  D^  und  U^ .  Die 
Eeihenfolge  für  diese  fünf  Kräfte  gibt  uns  wieder  ein  „recMsherum^'' 
zeigender  Pfeil,  der  so  eingetragen  wird,  daß  er  zuerst  durch  die 
bekannten  und  zum  Schlüsse  durch  die  unbekannten  Kräfte  geht. 
Sie  ist: 

Im  Krfiftepolygon  Fig.  7b  muß  also  Pj  die  erßte  Kraft  sein.  Sie 
liegt  bereits  gezeichnet  vor  (Anfangspunkt  g).     Ferner  schließen 
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sich  daran  in  richtiger  Eeihenfolge  bereits  U^  und  D^.  Durch 
den  Endpunkt  k  der  letzten  Kraft  ziehen  wir  nun  die  Parallele 
zu  i>3  und  durch  den  Anfangspunkt  g  der  ersten  Kraft  die 
Parallele  zu  U, .  Hierdurch  entsteht  das  Polygon  g — h—i — Ic — l — g. 
Dann  werden  die  Pfeüe  der  aufgefundenen  Kräfte  D^  und  17,  in 
Fig.  7  b  eingezeichnet,  in  Fig.  7  a  übertragen  und  die  Art  der  Be- 
anspruchung in  diesem  Falle  beidemal  durch  Pluszeichen  gekenn- 
zeichnet. 

Punkt  3  ist  der  nächste  Punkt  mit  nur  zwei  Unbekannten. 
Der  gebogene  Pfeil  zeigt  an,  daß  die  Kräfte  in  der  Beihenfolge 
aneinander  zu  setzen  sind: 

D2—02—W.2—Oi—D.i  . 
[Die  beiden  letzten  Kräfte  sind  natürlich  die  Unbekannten.]     Es 
ergibt  sich  das  Kräftepolygon  l — fe — d — e — m — {.     O^  stellt  sich 
als  Druck,  D^  als  Zug  heraus. 

Im  Punkte  4  ist  die  Eeihenfolge: 

O^-Oi—Di . 
Oi  ist  in  seiner  Wirkung  auf  den  Punkt  4  dargestellt  durch  die 
Strecke  von-  m  nach  e  (Fig.  7b).  Durch  e  ziehen  wir  also  die 
Parallele  zu  Oi  und  durch  m  die  Parallele  zu  D^.  Es  stellt  sich 
heraus,  daß  diese  letztere  Parallele  gleich  Null  wird  und  daß  Ol 
gleich  O2  wird.  p3ieses  Besultat  folgt  auch  sofort  aus  Satz  II, 
2.  Aufgabe  von  §  4.] 

Zum  Schlüsse  untersuchen  wir  Punkt  5.    Die  Beihenfolge  ist: 

CJnbekannt  haben  wir  nur  noch  die  eine  Kraft  Ul.  Das  Kräfte- 
polygon föngt  mit  Punkt  f  (Anfangspunkt  von  PJ  an  und  geht 
dann  weiter:  f—g — l — m — f.  [Die  Stabkraft  Di  ist  gleich  Null.] 
Am  letzten  Punkte,  bei  Punkt  (!,  sind  überhaupt  keine  un- 
bekannten Kräfte  mehr.  Denn  Ui  und  Oi  sind  bereits  aus  dem 
Gleichgewicht  der  Punkte  4  und  5  gefunden,  und  der  Auflager- 
druck B  wurde  schon  am  Anfange  bestimmt.  Wie  wir  jetzt  sehen, 
hätten  wir  aber  B  nicht  vorher  auszurechnen  brauchen,  sondern 
hätten  es  jetzt  aus  dem  Gleichgewicht  des  Punktes  6  bestimmen 
können.  Es  ist  aber  immer  besser,  die  Auflagerkräfte  von  vorn- 
herein zu  berechnen  und  dann  erst  den  Kräfteplan  zu  beginnen. 
Auf  diese  Weise  schafft  man  sich  angenehme  Kontrollen  für  die 
Bichtigkeit  der  Zeichnung.  So  haben  wir  z.  B.  die  Kontrolle, 
daß  am  Punkte  6  die  ermittelten  Kräfte  Ui  und  Oi  und  der  be- 
rechnete Auflagerdruck  B  ein  geschlossenes  Polygon  darstellen 
müssen.     In  der  Tat  ist  dieses  in  Fig.  7  b  der  Fall. 
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Zweite  Aufgabe. 

Das  Verfahren  beim  Aufzeichnen  von  Kräfteplän&n  ist  zu  wieder- 
holen. Ferner  sollen  die  geometrischen  Beziehungen  zwischen  System- 
figur  und  Kräfteplan  untersucht  werden/ 

L  Wiederholung« 

a)  Die  äußeren  Kräfte.  Zunächst  werden  die  äußeren  Kräfte 
zusammengestellt.  In  der  System  figur  werden  sie  so  eingezeichnet, 
daß  sie  am  Umfange  des  Fachwerkes,  aber  außerhalb  der  um- 
schließenden Stäbe  (Gurtstäbe)  erscheinen.  Um  dann  das  Polygon 
der  äußeren  Kräfte  zu  erhalten,  gehen  wir  am  Umfange  des 
Fach  Werkes  entlang  und  reihen  die  Kräfte  in  derselben  Beihen- 
folge  aneinander,  wie  wir  beim  Umfahren  des  Fachwerkes  auf  sie 
stoßen.  [Zu  den  äußeren  Kräften  gehören  natürlich  Lasten  und 
Auflagerkräfte.  Letztere  nicht  vergessen  und  nicht  außerhalb  der 
Beihenfolge  nehmen!]  Hiermit  sind  die  äußeren  Ejräfte  für  das 
Folgende  zusammengestellt. 

b)  Die  Stabkrätte.  Nun  werden  die  Knotenpunkte  des  Fach- 
werkes einzeln  betrachtet  und  die  betreffenden  Polygone  gezeichnet. 
Hierbei  ist  zu  beachten: 

Je  nachdem  wir  beim  Umfahren  des  Fachwerkes  (äußere 
Kräfte)  „rechts-"  oder  „linksherum"  gegangen  sind,  nehmen  wir 
auch  nachher  bei  den  einzelnen  Knotenpunkten  die  Kräfte  in  der 
Eeihenfolge  „rechts-"  oder  „linksherum".  Zur  Vermeidung  von 
Fehlern  empfiehlt  es  sich  also,  an  jedem  Knotenpunkte  einen 
rechts-  bzw.  linksherum  zeigenden  Pfeil  einzutragen,  der  zuerst 
die  gegebenen  bzw.  bereits  ermittelten,  und  zum  Schlüsse  die 
beiden  unbekannten  Kräfte  trifft.  Hierdurch  werden  Fehler  in 
der  Eeihenfolge  der  Kräfte  vermieden. 

Dann  werden,  von  Punkt  zu  Punkt  fortschreitend,  die  Kräfte- 
polygone gezeichnet.  Beim  Aufzeichnen  dieser  Kräftepolygone 
beginnt  man  stets  mit  den  bereits  bekannten  Kräften  und  reiht 
diese  nach  Größe  und  Bichtung  aneinander.  Dann  zieht  man 
durch  den  Endpunkt  der  zuletzt  gezeichneten  und  durch  den 
Anfangspunkt  der  zuerst  gezeichneten  Kraft  Parallele  zu  den 
beiden  unbekannten  Stabkräften  des  Knotenpunktes  und 
schließt  hierdurch  das  Polygon.  Auf  diese  Weise  werden  zunächst 
die  Größen  der  gesuchten  Stabkräfte  ermittelt. 

Nun  werden  an  die  Endpunkte  der  betreffenden  Polygon- 
seiten die  (offenen)  Pfeile  eingezeichnet,  und  zwar  so,  daß  man, 
vom  Anfangspunkt  der  zuerst  gezeichneten  Kraft  beginnend  und 
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den  Pfeilen  nachgehend ,  wieder  zum  Anfangspunkt  zurückkehrt. 
Diese  Pfeile  werden  hierauf  in  die  Systemfigur  unmittelbar  an 
dem  untersuchten  Knotenpunkt  übertragen  und  hierdurch  ent- 
schieden, ob  die  gefundenen  Stabkr&fte  Zug  oder  Druck  be- 
deuten. Auf  diese  Weise  sind  dann  auch  die  Vorzeichen  der  ge- 
suchten Stabkräfte  ermittelt. 

Zum  Schlüsse  werden  dann  die  PfeQe  umgekehrt  (geschlossene 
Pfeile)  und  in  die  Systemfigur  an  die  anderen  Enden  der  Stäbe 
und  in  das  Kräftepolygon  an  die  anderen  Enden  der  betreffenden 
Strecken  eingetragen^  um  zu  zeigen,  wie  die  soeben  gefundenen 
Kräfte  auf  die  an  ihren  anderen  Enden  befindlichen  Knoten- 
punkte einwirken. 

Auf  diesem  Wege  schreitet  man  von  Knotenpunkt  zu  Knoten- 
punkt weiter.  Mehr  als  zwei  Unbekannte  kann  man  an  keinem 
Knotenpunkt  bestimmen  (vgl.  die  in  Absatz  I  von  §  6  behandelte 
Aufgabe).  Man  muB  also  die  Beihenfolge  so  wählen,  daß  an 
jedem  neuen  Knotenpunkte  immer  nur  zwei  unbekannte  Stab- 
kräfte vorhanden  sind. 

Wie  man  sieht,  ist  die  Kräfteplan-Methode  ganz  elementar. 
Der  einzige  Kunstgriff  besteht  darin,  daß  man  die  zu  den  einzelnen 
Knotenpunkten  gehörigen  Kräftepolygone  nicht  einzeln  aufzeichnet, 
sondern  so  zusammenschiebt,  daß  sie  eine  zusammenhängende 
Figur  bilden.  Hierdurch  wird  erreicht,  daß  man  beim  Aufzeichnen 
des  zu  einem  Knotenpunkte  gehörigen  Kräftepolygons  die  be- 
kannten Kräfte  dieses  Punktes  bereits  in  der  richtigen  Lage 
vorfindet.  ISTeu  zu  zeichnen  sind  also  nur  die  Parallelen  zu  den 
beiden  unbekannten  Kräften  des  Punktes.  In  einem  solchen 
Kräfteplan  gehört  demnach  zu  jeder  Kraft  des  Fach  Werkes  eine 
bestimmte  Linie  des  Planes.     • 

n«  Geometrische  Beziehungen  zwischen  Fachwerktigor  und  Eräfteplan. 

Da  ein  Kräfteplan  in  ganz  bestimmter,  gesetzmäßiger  Weise 
aus  der  Systemfigur  abgeleitet  wird,  lassen  sich  zwischen  beiden 
gewisse  geometrische  Beziehungen  entdecken.  Von  Seiten  der 
Mathematiker  sind  diese  Beziehungen  mit  Vorliebe  behandelt. 
Für  die  Praxis  ist  jedoch  eine  derartige  mathematische  Unter- 
suchung entbehrlich.  Es  genügt,  wenn  wir  durch  Vergleich  von 
Fig.  7  a  und  7  b  einige  ins  Auge  fallende  Eigenschaften  erwähnen. 

a)  Hinsichtlich  der  äußeren  Kräfte.  Die  äußeren  Kräfte  dürfen 
im  Kräfteplan  nicht  vereinzelt  liegen,  sondern  müssen  sich  fort- 
laufend aneinander  reihen.    Um  dieses  zu  erreichen,  haben  wir 
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ja  auch  den  Kräfteplan  von  vornherein  damit  begonnen,  daß  zu- 
nächst die  äußeren  Kräfte  in  einem  zusammenhängenden  Polygon 
aufgetragen  wurden. 

b)  Hinsichtlich  der  Stdblcräfte,  Zu  jedem  Punkte  der  Facliwerk- 
figur  gehört  ein  Polygdn  im  Kräfteplan,  nämlich  das  zu  dem  be- 
treffenden Punkte  gehörige  Kräftepolygon.  Dieses  ist  ja  die  Ent- 
stehung des  Kräfteplanes.  Umgekehrt  zeigt  sich  aber,  daß  auch 
zu  jedem  Punkte  des  Kräfteplanes  ein  Polygon  in  der  Fachwerk- 
figur gehört.  So  schneiden  sich  z.  B.  im  Punkte  h  des  Kräfte- 
planes die  Stabkräfte  D^ ,  D^  und  0, .  Und  in  der  Tat  bilden 
diese  drei  Stäbe  in  der  Fachwerkfigur  ein  Polygon  (Dreieck  2 — 1 — 3). 
Ferner:  Im  Punkte  c  des  Kräfteplanes  schneiden  sich  die  Kräfte 
Wq,  Ol  und  Wi .  In  der  Tat  bilden  diese  drei  Kräfte  in  Fig.  7  a 
ein  Polygon  (das  allerdings  nach  der  einen  Seite  offen  erscheint, 
da  Wq  und  Wj  sich  erst  in  der  Unendlichkeit  schneiden).  Zu- 
sammenfassend können  wir  also  sagen:  Jedem  Eckpunkte  des 
Fachwerkes  entspricht  ein  Polygon  im  Kräfteplan,  und 
jedem  Eckpunkte  des  Kräfteplanes  entspricht  ein  Poly- 
gon im  Fachwerke.  Wegen  dieser  Gegenseitigkeit  spricht  man 
von  „reziproken"  Kräfteplänen. 

Eine  zweite  Eigenschaft  der^  Stabkräfte  ist  folgende:  Liegt 
ein  Gurtstab  im  Fachwerke  zwischen  zwei  äußeren  Kräften,  so 
geht  die  Spannkraft  dieses  Stabes  im  Kräfteplan  durch  den 
Schnittpunkt  dieser  beiden  äußeren  Kräfte.  So  liegt  z.  B.  der 
Gurtstab  U^  in  Fig.  7  a  zwischen  den  äußeren  Kräften  P^  und  Pg . 
In  der  Tat  geht  im  Kräfteplan  die  Kraft  U^  durch  den  Schnitt- 
punkt von  Pj  und  Pg . 

Zum  Schlüsse  sei  bemerkt,  daß  zu  einem  einfachen  Dreieck- 
fachwerke sich  stets  ein  einfacher  ^Kräfteplan  zeichnen  läßt.  Das 
heißt  ein  solcher,  bei  dem  zu  jeder  Kraft  des  Pachwerkes  nur 
eine  Linie  im  Kräfteplan  gezogen  zu  werden  braucht.  [Es  braucht 
also  niemals  eine  bereits  gefundene  Kraft  für  einen  späteren 
Knotenpunkt  noch  einmal  aufgetragen  zu  werden,]  Bei  anderen 
Pachwerken  lassen  sich  solche  einfache  Kräftepläne  nicht  immer 
erzielen.  Derartige  „nicht-einfache"  Konstruktionen,  die  übrigens 
viel  seltener  vorkommen  als  die- einfachen  Dreieckfachwerke,  werden 
wir  im  2.  Vortrage  noch  genauer  untersuchen. 

Dritte  Aufgabe. 

Bei  dem  in  Fig.  8  a  gezeichneten  Konsoldache  sind  die  Stdb- 
Jcräfie  mittels  Kräfteplan  zu  ermitteln! 
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Bei  Ä  ist  das  feste  Lager  des  Fachwerkes;    B  ist  eise  Ver- 
ankening, 

k)  Dkb  Polygon  d«r  iufleren  Kiiilt«. 
Die  Änflagerkräfte  sind: 

B  =  {300  +  600  +  600  +  300)-^  =  3375  kg, 
S-=B-  3375  kg, 
r  -  (300  +  600  +  600  +  300)  =  1800  kg. 


•ieoßq 


Nehmen  wir  die  änßeren  Kräfte  am  IJmfaDge  des  FachverkoB 
%.  B,  i^inkshemm",  so  haben  wir,  am  Pankte  1  anfangend,  die 
Reihenfolge: 

Nach  dieser  Reihenfolge  ist  auch  der  Kräfteplan  entworfen,  indem 
diese  Kräfte  xn.  einem  Polygon  o — 6 — c — d — e~f — a  aneinander 
gereiht  sind  (Fig.  8b). 

b)  Dl«  Polygone  der  Inneren  Krfttte. 
Beim  Aufzeichnen  des  Eräfteplanes  können  wir  am  Punkte  1 
anfangen,  da  hier  nur  zwei  Unbekannte  vorhanden  sind.  '  Da  die 
ftoDeren  Kräfte  ,4inkshemm"  genommen  sind,  gehen  wir  auch 

Fltcber,  Staük.    Uli.  S 
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an  jedem  Knotenpunkte  linksherum.  Der  demgemäß  eingezeich- 
nete Pfeil  ergibt  am  Punkte  1  die  Beihenfolge  der  Kräfte: 

In  dieser  Reihenfolge  zeichnen  wir  also  das  zu  Punkt  1  gehörige 
Kräftepolygon  (o — 6 — g,  Fig.  8  b)  und  finden  hierdurch  die  bisher 
unbekannten  Kräfte  0|  und  Z7|  nach  Größe  und  Vorzeichen 
(Fig.  8  b  und  8  a). 

In  derselben  Weise  sind  die  übrigen  Knotenpunkte  unter- 
sucht: Zunächst  wird  stets  festgestellt,  welche  Kräfte  bekannt 
und  welche  unbekannt  sind.  (Die  Zahl  der  unbekannten  darf 
nicht  größer  als  zwei  sein,  da  sich  sonst  kein  bestimmtes  Polygon 
zeichnen  läßt.)  Dann  wird  der  linksherum  zeigende  Pfeil  ein- 
getragen, der  angibt,  in  welcher  Beihenfolge  die  Kräfte  zu  nehmen 
sind.  Dann  wird  das  Polygon  wirklich  gezeichnet  und  hierdurch 
die  bisher  unbekannten  Kräfte  bestimmt.  In  der"  folgenden  Tabelle 
ist  die  Beihenfolge  der  Arbeiten  übersichtlich  zusammengestellt. 


Punkt 

Bekannt 

Unbekannt 

Reihenfolge 

Polygon 

1 

p. 

0,  d; 

P,-0,-Di 

a — b — g — a 

2 

0»P. 

0,7, 

0-1^,-0,-^Y, 

g    b    c    h—g 

3 

V,Y, 

AD, 

Ü-V,^D,-U, 

a — g—h — t — a 

4 

A  0.  P. 

0,7, 

A-O.-P3-O.~7, 

i — h—c—d—k — i 

5 

D.7. 

ad; 

Ü,^V,-D,-U, 

a — i — k—l—a 

6 

D,  0,  P,  (P) 

y^ 

D,-0,^F,-B -•V, 

l    k    d    e    f    l 

7 

aUe 

— 

U^     V^    H     V 

a—l—f—a 

In  den  Punkten  1 — 5  sind  zwei  Unbekannte.  Im  Punkt  6 
ist  nur  die  eine  Unbekannte  V^  (da  der  Auflagerdruck  B  ja  schon 
vorher  berechnet  worden  ist),  und  wenn  man  bis  zum  Punkt  7 
gekommen  ist,  so  sind  bereits  sämtliche  Ejräfte  bekannt.  Das 
Polygon  am  Punkte  7  gibt  also  eine  Kontrolle  ab,  indem  es  zeigt, 
ob  E  und  V  vorher  richtig  berechnet  worden  sind.  Somit  ist 
der  Kräfteplan  erledigt. 

Zusatz:  Im  vorliegenden  Falle  wäre  es  gar  nicht  nötig  ge- 
wesen, zunächst  die  Auflagerkräfte  zu  bestimmen,  sondern  wir 
hätten  sofort  mit  dem  Kräfteplan  beginnen  können.  Denn  wir 
hatten  ja  einen  Knotenpunkt  (Punkt  2),  an  dem  nur  zwei  un- 
bekannte Kräfte  vorhanden  sind.  An  diesem  Punkte  konnten  wir 
also  sofort  mit  dem  Kräfteplan  beginnen,  ohne  erst  die  Auflager- 
kräfte zu  kennen.  Dann  hätten  sich  weiterhin  am  Punkte  6  die 
beiden  Kräfte  V^  und  B  (nicht  nur  V^  allein)  ergeben,  und  aus 


§  6.    Beispiele  und  Erweiterungen  zu  §  5. 
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dem  zu  dem  Punkte  7  gehörigen  Polygon  die  Kräfte  fl"  und  V 
bzw.  die  Kraft  A.  In  der  Tat  läßt  sich  also  der  vollständige 
Kräfteplan  Fig.  8b  aufzeichnen,  ohne  daß  man  vorher  die  Auf- 
lagerkräfte A  und  B  ermittelt.  Besser  ist  es  jedoch,  man  bestimmt 
vorher  die  Auflagerdrücke  und  benutzt  die  an  den  Punkten  6  und  7 
sich  ergebenden  Polygone  als  Kontrollen  für  die  ganze  Zeichnung. 


4H00  ^d 


T » 

9000  (g  ' 


f  O  J         fkoa  ßg  1 


Yf .      A  u6JOOO^a 


-<M-t5J^ 


Fig.  9. 


Vierte  Autgabe« 

Für  dm  in  Fig.  9  a  gezeichneten  Faehwerilrägcr  mit  Ober- 
hragenden  Enden  sind  die  Stabkräfte  zu  bestimmen  I 

Der  Kräfteplan  ist  in  Fig.  9  b  gezeichnet.  Auf  jeden  Fall  zeichne 
man  ihn  aber  noch  einmal  selber  auf,  da  man  nur  auf  diese 
Weise  die  nötige  Übung  erlangen  kann!  Beim  Aufzeichnen  nehme 
man  einmal  die  Kräfte  „rechtsherum"  und  dann  „linksherum^', 
um  zu  sehen,  wie  der  Kräfteplan  je  nach  dieser  Anordnung  zu 
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Fig.  10. 


yerschiedenen  Seiten  der  äußeren  Kräfte  fällt.    Die  Spannkräfte 
reibe  man  in  einer  Tabelle  zusammen. 

Fünfte  Aufgabe. 

Folgender  Satz  ist  zu  beweisen:  Liegen  bei  einem  Knoten- 
punkte  mit  drei  Stäben  (Fig.  10  a)  zwei  derselben  in  einer  Geraden 
und  der  dritte  in  Richtung  der  Last,  so  ist  die  SpannJcraft  dieses 
dritten  Stabes  gleich  der  Last,  und  die  Spannkräfte  der  beiden 
anderen  Stäbe  sind  untereinander  gleich. 

.  In  Fig.  10  a  soll  also  die  Spannkraft  des  Stabes  V  gleich  der 
Last  P  sein,  während  Si  und  S^  gleich  große  Spannkräfte  haben 
sollen.    Der  Beweis  hierfür  ergibt  sich  sofort  durch  Aufzeichnen 

des  zu  dem  Knotenpunkte 
gehörigen  Kräftepolygons 
(Fig.  10  b).    Dieses  liefert 

V-^P;     Äi  -  S,  . 

Hierbei  ist  zu  beachten, 
daß  V  und  Äj,  S^  nicht 
rechtwinklig  zueinander 
stehen  brauchen.  Es  ist 
nur  nötig,  daß  einerseits  Si  und  S^  und  andererseits  V  und  P  je 
in  einer  geraden  Linie  liegen.  Wirkt  P  gegen  den  Knotenpunkt 
hin,  so  ist  V  eine  Druckkraft  (Fig.  10a);  wirkt  es  von  dem 
Knotenpunkte  fort,  so  ist  V  eine  Zugkraft. 

Sechste  Aufgabe. 

Es  ist  zu  beweisen:  Laufen  an  einem  Knotenpunkte,  der  un- 
belastet  ist,  drei  Stäbe  zusammen,  von  denen  zwei  in  einer  geraden 
Linie  liegen,  während  der  dritte  mit  ihnen  einen  Winkel  bildet,  so 
ist  die  Spannkraft  dieses  dritten  Stabes  gleich  Null  und  die  beiden 
anderen  Stäbe  haben  gleich  große  Spannkräfte. 

Dieser  Satz  folgt  ohne  weiteres  aus  Fig.  10,  wenn  man  P 
gleich  Null  setzt.  Man  beachte  auch  hier,  daß  es  nicht  nötig  ist, 
daß  F  rechtwinklig  zjjl  S^,  S^  steht.  Es  muß  auf  jeden  Fall  gleich 
Null  sein,  wenn  der  Knotenpunkt  unbelastet  ist  und  die  beiden 
anderen  Stäbe  Si  und  S^  in  einer  Geraden  liegen. 

Siebente  Aufgabe* 

Für  ein  einfaches,  aus  zwei  Stäben  Si  und  8^  bestehendes  Stab- 
gerüst  (Fig.  IIa)  sind  die  Stabkräfte  durch  die  Last  P  und  die  Stab- 
längen  auszudrucken! 


S  6.    Beiapiele  und  Erweiterungen  lu  $  K. 
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Wir  wollen  hierbei  zwei  Fälle  UDterscIieiden : 
a)  Die  Lagt  P  ist  parallel  der  Verbindungslinie  1 — 2  (Fig.  IIb). 
In  diesem  Falle  sind  das  Kräftepolygoii  und  die  Syetemfigui  zwei 
ähnliclie  Dreiecke  (Fig.  IIb),  da  die  Seiten  paarweis  parallel  sind. 
[Man  bann  also  die  STstemfigor  direkt  als  das  in  einem  bcstimmteu 
Ma&stabe  gezeichnete  Krftftepolygon  auffassen.]    Daraus  folgt: 

fi,  i  P  -  », :  2  , 

«i  :  P  -  s, :  «  . 


fcj 


Also  ergeben  sieh  die  Formeln; 


fi^-P.-^. 


Id  Worten:  Die  Spannkraft  einea  Stabes  ist  gleich  der 
Last  P  multipliziert  mit  der  Länge  des  Stabes  nnd  divi- 
diert  duroh  den  Abstände  der  Fußpnnkte  der  Stäbe. 

b)  Die  Laet  P  itt  ni(At  paraUel  der  Verbindungslinie  1 — 2  der 
Fußpunkte  (Fig.  11c).  In  diesem  Falle  ziehen  wir  durch  den  Fuß- 
punkt des  einen  Stabes,  z,  B.  8i,  die  Parallele  zu  der  Last  P. 
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Diese  Parallele  schneide  auf  dem  anderen  Stabe  eine  Strecke  «2  s^b. 
Dann  folgt  wieder  aus  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke: 


Sg  =  P 


Z 

Also  dieselben  Formeln  wie  vorhin,  nur  daß  jetzt  statt  der  wirk- 
lichen eine  gedachte  Stablänge  eingeführt  worden  muß.  [Man  ver- 
legt gewissermaßen  den  Pußpunkt  2  nach  2\  damit  die  Verbin- 
dungslinie 1 — 2'  der  Fußpunkte  parallel  der  Last  P  wird.] 

Hinsichtlich  der  Vorzeichen  gilt  stets  die  Eegel:  Liegt  die 
Last  innerhalb  des  Winkels  zwischen  den  beiden  Stäben,  so  haben 
diese  gleiche  Vorzeichen;  anderenfalls  ungleiche  Vorzeichen. 

Die  obigen  Formeln  sind  sehr  bequem,  um  bei  einem  durch 
eine  Kraft  P  belasteten  Knotenpunkte  schnell  die  Stabspannungen 
zu  bestimmen.  Überhaupt  empfiehlt  es  sich  öfter,  wenn  man 
einen  Knotenpunkt  zu  untersuchen  hat,  das  betreffende  Kräfte- 
polygon nur  zu  skizzieren  und  dann  mit  Hilfe  von  geometrischen 
oder  trigonometrischen  Formeln  die  einzelnen  Spannkräfte  rech- 
nerisch hinzuschreiben. 

§7. 

in.  Methode:  Rechneriscli,  durch  Anwendung  der  Gleichgewichts- 
bedingungen auf  zusammenhängende  Faehwerkteile. 

(ÜJffersche  Methode.) 

Bei  den  bisherigen  Methoden  haben  wir  stets  das  Gleich- 
gewicht der  einzelnen  Knotenpunkte  untersucht,  um  die  zur  Be- 
rechnung der  Stabkräfte  nötigen  Aussagen  zu  erhalten.  In  vielen 
Fällen  ist  es  aber  zweckmäßig,  die  Knotenpunkte  nicht  einzeln, 
sondern  gruppenweise  zu  betrachten,  d.  h.  direkt  größere  Teile  der 
betreffenden  Fachwerkfigur  hinsichtlich  ihres  Gleichgewichtes  zu 
untersuchen.  Diese  Bestimmungsmethoden  sind  besonders  des- 
wegen so  wertvoll,  weil  sie  gestatten,  einen  einzelnen  Stab  heraus- 
zugreifen und  ihn  allein  zu  ermitteln.  Als  Einleitung  zu  dieser 
Arbeit  mögen  zunächst  die  im  Band  I,  §  12 — 13  entwickelten 
Sätze  über  das  Gleichgewicht  eines  durch  Kräfte  beanspruchten 
Körpers  wiederholt  werden. 

L  Wiederholang  der  mechanischen  Grundlagen. 

Auf  einen  scheibenförmigen  Körper  mögen  die  Kräfte  P|, 
P,  usw.  einwirken  (Fig.  12).    Die  Neigungswinkel   dieser  Kräfte 
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gegen  eine  aDgenommeoe  «-BiditaDg  aeien  «,,  «,  nsw.  Im  all- 
gemeinen werden  diese  Kr&fte  den  Körper  natürlich  irgendwie  in 
Bewegung  setzen.  Eb  kann  aber  anch  Bein,  daß  sich  die  Kräfte 
an  dem  Körper  im  Gleichgewicht  halten,  nnd  dieses  iat  der  Fall, 
der  für  das  Folgende  von  Wichtigkeit  ist. 

In  Band  I,  §  12  nnd  §  13,  hatten  wir  för  diesen  besonderen 
Fall  gesehen:  Zeigt  es  sieb,  daß  ein  Körper  trotz  der  Einwirkung 
von  Kräften  in  der  Buhelage  bleibt,  so  ist  diee  ein  Zeichen,  daß 
die  Kräfte  nicht  beliebig  an  dem  Körper  angebracht  sind,  sondern 
dall   zwischen  ihnen  gewisse  Beziebnngen  besteben.     Ea 


Fig.  12. 

lassen  sich  nämlich  bezngUch  einer  solcher  Kräftegmppe  drei  Ans- 
agen machen.    Diese  Aassagen  lauten: 

Im  OUic^eunclttgfalle  einer  Kräftegmppe  tat: 

■^  <     I.  dit  Summe  der  Projektionen  der  Kräfte  auf  eine  x-Achse  ^  0  , 

I  I    U-    „         „         „  „  <,         „         ,.       -,     y-Adise  =  0 , 

l2  I III-   „         ,.         .,    ^atiatihtn Momente inhezug auf  einenhdititigen Punkt  =  Q  . 

Statt  diese  Form  der  Qleichgawichtsbedingnngen  anzuwenden,  kann 

man  anch  sagen: 

Im  Falle  des  Qleiehgewichta  ist: 
Oi  {     I.  die  Summe  der  Projektionen  der  Kräfte  auf  eine  beliebige  Achse         -^  Q  , 
§  I    n.    „        „  „    atatiechen  Momente  in  bezug  auf  einen  beliebigen  Punkt  =  0  , 

e2  l  lU.    „        „         „  „  „         „      „       „       „     zweiten  Funkt      =  0 . 

Oder  man  kann  die  Bedingungen  auch  so  anschreiben: 

Eine  Öleiekgewielüsgrwppe  von  Krähen  erfüllt  die  Bedingungen: 
<^  <     I.  Summe  der  gtatieeJten  MomerUe  in  hezug  auf  einen  belidngen  Punkt  =  0  . 
g  I    IL       „         „  „  „  „       „     ■  „        „      zweitm  Purikt      —  0 , 

£  l  III.       „  „  „  „  ,...»„      dritten  Punkt       -=  0 . 
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lü  welcher  dieser  drei  Formen  man  die  Gleichgewichtsbedingun- 
gen verwenden  wül,  ist  freigestellt,  da  ja  jede  Form  nichts  weiter 
als  eine  andere  Einkleidung  ein  nnd  desselben  Grundgedankens 
ist.  (Wiederhole  Band  I,  §  12  nnd  §  13!)  Wir  wollen  mit  der  Ver- 
wendung der  letzten  Form  —  2^ Mg  =  0 ,  2Mf  =  0 ,  2Mq  =  0  — 
beginnen.  Die  Benutzung  dieser  Gleichungen  zur  Berechnung  von 
Stabkraften  ist  zum  erstenmal  von  dem  verstorbenen  Professor 
A.  Ritter  (Aachen)  gelehrt  (1863). 


n.  Die  Bittersehc  Schnittmethode. 

Diese  Methode  besteht  darin,  daß  man  das  Fachwerk  durch 
einen  Schnitt  in  einen  linken  und  einen  rechten  Teil  zerlegt  und 
nun  das  Gleichgewicht  eines  dieser  beiden  Teile  betrachtet  (ähn- 
lich wie  bei  der  Berechnung  der  Spannungen  eines  auf  Biegung 
beanspruchten  vollwandigen  Balkens). 

a)  Berechnung  eines  Obergnrtstabee  O. 

a)  Ableitung  einer  Formel  für  0. 

Bei  diesem  Schnitte  ist  auf  folgendes  zu  achten.  Will  man  einen 
bestimmten  Stab  untersuchen,  z.  B.  den  Stab  0  in  Fig.  13,  so 
muß  der  Schnitt  so  gelegt  werden,  daß  er  diesen  Stab  schneidet, 
außerdem  aber  nur  noch  durch  zwei  unbekannte  andere  Kräfte 
geht.  In  Fig.  13  erfüllt  z.  B.  der  Schnitt  oc — a  diese  Bedingungen. 
Er  geht  durch  den  gesuchten  Stab  0  und  schneidet  außerdem 
aber  nur  noch  zwei  andere  Kräfte,  die  wir  noch  nicht  kennen 
(nämlich  D  und  U). 

Dieser  „Ritter&cYie  Schnitt'^  zerlegt  nun  das  Fachwerk  in  einen 
linken  und  einen  rechten  Teil.  Betrachten  wir  z.  B.  den  linken  Teil 
(Fig.  13  b).  Er  stellt  einen  Körper  dar,  an  dem  die  gegebenen 
Kräfte  A,  P^  und  P, ,  außerdem  aber  noch  die  Stabkräfte  0, 
D  und  U  wirken.  Letztere  dürfen  beim  Aufzählen  der  Kräfte 
natürlich  nicht  übergangen  werden.  Denn  wir  wollen  ja  gerade 
die  inneren  Kräfte  gemeinsam  mit  den  äußeren  Kräften  in  die 
Gleichgewichtsbcdingungen  hineinbringen. 

Die  Wirkung  dieser  sämtlichen  Kräfte  besteht  darin,  daß  der 
betrachtete  Fachwerkteil  im  Euhezustand  verharrt,  denn  das  ganze 
Fachwerk  ist  ja  im  Euhezustande.  Wir  können  also  für  diese 
Kräfte  die  Oleichgewichtsbedingungen  anschreiben.  Von  den  vorhin 
aufgeführten  drei  Formen  A,  B  und  0  wird  sich  besonders  die 
letztere  aJs  zweckmäßig  erweisen.     Wir  wollen  also  für  die  an- 
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greifenden  KrSIte  die  Bedingung  anschreiben,  daB  die  Summe  der 
statischen  Momente  in  beeng  auf  irgendeinen  Punkt  gleich  Null  ist. 

Bei  der  Wahl  de$  Bezugspunktes  für  die  Momente  muß  man 
aber  etwas  schlau  vorgehen.  Außer  der  Kraft  O ,  die  berechnet 
werden  soll,  sind  an  dem  betrachteten  Teile  noch  unbekannt  die 
Kräfte  JD  und  CT.  Wenn  wir  nun  den  Bezugspunkt  für  die  Mo- 
mente ganz  beliebig  wählen  wüiden,  erschienen  in  der  Momenten* 
g^eichung  natüiüch  auch  die  Elräfte  D  und  27,  die-,  da  sie  un> 
bekannt  sind,  die  Gleichung  unnötig  komplizieren  würden.  Wollen 
wir  aber  die  Gleichung  so  einrichten,  daß  das  statische  Moment 
einer  Kraft,  z.  B.  D,  gleich  Null  wird,  so  müssen  wir  den  Be- 
zugspunkt für  die  Momente  auf  dieser  Kraft  nelimen.  Denn 
dann  ist  das  Lot  vom  Bezugspunkte  auf  die  Kraft  D  gleich  Null 
und  folglich  auch  das  statische  Moment  Ton  D  gleich  Null.  Wenn 
wir  aber  sogar  erreichen  wollen,  daß  von  etoei  Kräften  D  und  U 
die  statischen  Momente  gleich  Null  werden,  so  müssen  wir  den 
Bezugspunkt  so  wählen,  daß  er  sowohl  auf  D  als  auch  auf  ü 
liegt;  d.  h.  wir  müssen  den  SchniUpunkt  von  D  und  ü 
als  Bezugspunkt  nehmen.  Durch  diese  nicht  mehr  will- 
kürliche, sondern  absichtliche  Wahl  des  Bezugspunktes 
wird  also  erreicht,  daß  von  den  drei  Stäben  0,  D  und  ü 
die  beiden  letzten  das  Moment  Null  ergeben  und  nur 
noch  0  in  der  Momentengleichung  yerbleibt.  Augenschein- 
lich haben  wir  hierdurch  eine  bedeutende  Vereinfachung  der  Rech- 
nung erreicht.  Diesö  Vereinfachung  ist  der  Kernpunkt  der  Methode. 

Nach  dieser  Überlegung  würde  man  in  Fig.  13  bei  Berechnung 
des  Stabes  0  den  Schnittpunkt  der  beiden  anderen  Stäbe,  2>und  17, 
zum  Bezugspunkte  für  die  Momente  wählen.  Dieser  Punkt  werde 
mit  0  bezeichnet,  um  anzudeuten,  daß  er  der  zu  dem  Stabe  0 
gehörige  Bezugspunkt  ist.  Nun  schreiben  wir  von  sämtlichen 
Kräften,  die  an  dem  betrachteten  Fachwerkteile  Fig.  13  b  an- 
greifen, die  Momentengleichung  für  diesen  Punkt  o  an  und  er- 
halten (die  rechtsherum  zeigenden  Momente  positiT  eingeführt; 
die  unbekannten  Stäbe  zunächst  als  Zug  angenommen): 

(I)  +A.a-P,-p, -.P,p,-fO  •r^  +  D«0+ 17-0=- 0. 

Wie  man  sieht,  fallen  die  beiden  letzten  Glieder  tatsächlich 
fort  und  0  bleibt  als  einzige  unbekannte  übrig. 

0  -fo  =  — (+A  •  a  -  Pi .  pi  —  P, . p,) , 


aa) 


^  _      +^ - g  —  Pj  j>i  —  Pfl >pa 
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Hiermit  ist  die  Stabkraft  O  gefandeD:  Wir  rechnen  die  Pro- 
dukte il-a,Pi- Pi  usw.  aas,  bilden  dieSnmme  +A*m  —  Pi'Pi  —  P^'p^ 
ond  dividierm  diese  Summe  durch  den  Abstand  r« .  Das  Besnltat 
ist  dann  die  Spannkraft  des  Stabes  O . 

ßj  Zwüekfakrung  der  obigen  Farmd  auf  hereüs  helannie  Äuedrücke, 

Der  Zähler  des  obigen  Bmehes  ist  die  Somme  der  statischen 
Momente  aller  seitlich  Tom  Schnitte  befindlichen  Kräfte  in  be- 
zog  anf  den  Pnnkt  o.  Mit  dieser  Summe  haben  wir  aber  be- 
rdts  dauernd  in  dec  Biegungslehre  zu  tun  gehabt  (Band  I, 
7,  10  u.  f.  Vortrag).  Man  stelle  sich  nämlich  einen  vollwandigen 
Balken  AB  Tor,  der  mit  densdben  Kräften  P|,  P,  usw.  bdastet 
ist  wie  das  Fachwerk  Fig.  13  a.  Wenn  wir  bei  diesem  Balken  die 
Normalspannungen  a  an  der  Stelle  o  berechnen  sollten,  müßten 
wir  zunächst  genau  dieselbe  Summe  +ji  * «  —  Pi  *  Pi  --  Pf  -  Pt 
bilden^  wie  sie  soeben  für  die  Spannkraft  O  aufgestellt  ist  (vgl. 
Band  I,  S.  193  u.  f.).  Der  einzige  Unterschied  ist  der,  daß  beim 
Balken  diese  Momentensumme  M  durch  das  Trägheitsmoment  J 
bzw.  Widerstandsmoment  W  dividiert  werden  muß,  während  sie 
jetzt  durch  den  Abstand  r«  zu  dividieren  ist. 

Damals,  in  der  Biegungslehre,  haben  wir  diesen  im  Zähler 
auftretenden  Summenausdruck  +^  •  a  —  Pi  •  Pi  —  - . .  y^Momenten- 
summe^^f  jjBiegungsmamefU^'^  oder  auch  kurz  j^Mament^*  der  äußeren 
Kräfte  in  bezug  auf  den  betreffenden  Punkt  o  genannt  und  mit 
M^  bezeichnet.  Dieselbe  Bezeichnung  wollen  wir  auch  jetzt  bei- 
behalten, so  daß  die  frühere  Formel  für  0  geschrieben  wird: 


(Ib) 


o  =  - 


ro 

Biegungsmoment  des  Punktes  o 
Abstand  r«   (von  o  bis  O) 


Diese  Formel  für  die  Spannkraft  des  Stabes  0  läßt  sich  ebenso 

M 
leicht  merken  wie  die  Formel  a  =  ^   für  die  Spannung  o  eines 

auf  Biegung  beanspruchten  Balkens.  In  der  Tat  sind  ja  die  Ourt- 
stäbe  eines  Fachwerkes  ungefähr  dasselbe  wie  die  äußersten  Fasern 
beim  vollwandigen  Träger. 

y)  Nutzen  aus  der  Einführung  von  Jf . 

Daß  in  der  Formel  für  O  unser  alter  Bekannter  .,Jlf' '  wieder 
auftaucht,  ist  weiter  gar  nicht  wunderbar;  denn  wir  haben  ja  zur 


3i«rc;!mimjp  -vkl  {■  äwwlta  t5h'i,'iij?)'Wii>hts.h(»<lTiK'iiiii.  »  1,  -    /    v.-- 

ii5mTy^  Ttn-  auf  bätoä^tsnir.  3l(äi»mn^M>f  >wTt>it»  ir.  i^i^r  1F!<^'>iiit<K 
mmp  WD  «ß  TwnfAMtanu  it«  4»  »i^  nj>  %tk  4<)ti  3t^f.  4mh>KjN4i  X>iv 


<> 


f3?'"  ■ 


•           /.-  '^    , 

<'*>y1> 

j 

"/^ 

^ 

n  - 

«  : 

lt.  IS, 

': 

den  Sammenauadruok  U  für  ir8«ndoin<t  Btollp  iu  hortwhnvi),  Hn< 
fach  mit  der  Formel  orboitou!  JV  —  *  o'd  ,i>],  k,  IIaihI  l,  |  hO, 
Überhaupt  kommt  una  Jotit  die  Arbnlti  dlt>  wir  fittlmr  Aiif  iIIa 
Zas&mmeDBtellung  und  Unti'muoliiinii  dor  Hmiimfhwprl«  M  vur* 
wendet  haben,  viedcr  reiolilloh  miuntt), 

Von  den  vleloii  Folgorunsun,  dl»  ntoh  aiw  dur  Jltiltitiirit<iiilmfh 
mit  Jlf  ergeben,  iat  boiondnn  olos  wlohllKi  In  ||  M,  HhihI  I,  M. 
bewiesen,  daß  bei  einem  Tr&ger  cwiHolinn  hwaI  HtAlljfiiithlfli,  oliim 
überkragende  Enden,  dio  Momontonmimmhii  für  lillit  NKlitilllo 
positiv  Bind.  [In  der  flumm«  \  A  -a  -'  Pi-p,  . ,,  Int  ttlnu  dtut 
Prodnkt  A  ■  a  stet«  ^0er  all  die  Froiliiklo  l\-p, . . .  iiiNHmmxfiJ 
Id  dem  AuidiDoke  für  die  StftbkrHfl  0  utolit  »In»  Im  /.ttlilur  nInI« 
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eine  positive  Zahl.  Da  nun  yor  dem  Bruchstrich  ein  Minus- 
seichen steht,  so  folgt,  daB  für  0  stets  ein  negatives  Resultat 
herauskommt.  Dieses  bedeutet  aber,  dafi  die  Kraft  0  nicht,  wie 
in  Fig.  13b  zunächst  eingeführt  wurde,  eine  Zugkraft,  sondern 
das  Gegenteil,  also  eine  Druckkraft,  ist.  Wir  haben  also  aus 
dem,  was  früher  über  die  Homentensumme  M  bewiesen  ist,  und 
aus  der  jetzt  für  0  aufgestellten  Formel  den  wichtigen  Satz: 

Bei  einem  Fachwerkträger  ohne  überhragenäe  Enden  iet  hei 
vertikaler  Belastung  der  Obergwrt  stete  auf  I>ruA  heans'pruckt^ 
Torausgesetzt,  daß  es  sich,  wie  in  Fig.  13^  um  ein  einfaches  Drei- 
eckfachwerk handelt. 

b)  Bereehnuiif  dnes  Untergnrtstabes  CT* 
ix)  Aufstellung  eirur  Formel  für  U. 

Crenau  entsprechend  ist  die  Berechnung  eines  XJntergurt- 
stabes  U:  Zunächst  wird  durch  das  Fach  werk  der  Schnitt  oc — a 
gelegt,  der  diesen  Stab  trifft^  außerdem  aber  nur  noch  zwei 
andere  Stabe  schneidet.  Dann  wird  der  dne  Fachwerkteil  seit- 
lich Ton  diesem  Schnitte  als  selbständiger  Körper  hinsichtlich 
seines  Gleichgewichtszustandes  betrachtet  (Fig.  13  c).  Die  Tor- 
handenen  Kräfte  sind  ÄjPuP^jUjD  und  O .  U  soll  bestimmt 
werden;  D  und  0  wollen  wir  jetzt  nicht  haben.  Damit  nun  diese 
beiden  letzteren  Kräfte  aus  der  Momentengleichung  herausfallen, 
wählen  wir  den  Bezugspunkt  für  die  Momente  so,  daß  er  sowohl 
auf  D  als  auch  auf  0  liegt;  d.  h.  den  Schnittpunkt  dieser 
beiden  Stäbe  (Punkt  u  in  Fig.  13  c).  Die  zu  bestimmende  Kraft  U 
wird  zunächst,  da  sie  ja  noch  unbekannt  ist,  als  Zugkraft  ein- 
geführt.    Dann  lautet  die  Bestimmungsgleichung  2'JKf«  =  0 : 

(II)       -fil  •  a'-  Pj. p(  -  P,  .  0  -  P  .r,  +  2> -0  +  0 . 0  -=  0 . 
Hieraus  folgt: 

(Ha)         i7=+±£i^:=-?l:^, 

f)  Vereinfachung  der  Formel  durch  Einführung  von  M. 

Die  Summe  -{-A  •  a'—  P|  •  pi  ist  aber  wieder  nichts  anderes,  als 
das,  was  wir  in  der  Biegungslehre  als  die  „Momentensumme*^  öder 
das  „Jtfomenl'^  eines  Balkens  AB  für  den  Punkt  u  bezeichnet 
hatten.  [Man  stelle  sich  einen  yollwandigen  auf  A  und  B  gelagerten 
Balken  vor,  der  genau  so  belastet  ist  wie  der  vorliegende  Fachwerk- 


17.  HL 

tiiger.    Die  MomeoleBBiiiDnie 


diese  Sonuiie  demgeBiU  eis 
deA  die  Frarmel  för  die 
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Bcdeben  Balkens  an  der  Stelle  u 
+ji-«'— Pj-Pi\]     Wir  ivoUen 

If  «^  der  Stelle  «  beMichneii, 

V  lautet: 


(Ok) 


7^)  Fol§€rum^em  muM  der  Finmd  für  17. 

Uwehiem  aomit  der  Aasdm^  für  die  Spaankraft  17  angestellt 
ist,  werden  wir  uns  natailicii  wieder  öta  umstand  cnnntxe  macfa^i^ 
daß  wir  die  ChanktereigeDsduiftai  des  Snmnienwertes  Jf  bereits 
froher  ^  der  Biegnngridire)  grnndlidi  nntersndit  haboi.  Z«  B. 
den  Satz,  ä^ü  bei  einem  Balken,  der  sidi  nnr  awischen  iwet  Stntc- 
pnnkten  erstreckt,  for  jede  SteOe  die  Momoitensnmme  +A*m 
—  Pi  •  Px  —  • . .  eine  positive  Zaüü  ist.  Da  nimlieh  in  der  Fimnel 
▼or  dem  Werte  M  ein  Plnsceiclien  stebt,  so  ist  ersichtlicfa,  daß 
ans  der  Formel  fnr  U  stets  ein  poiüiveM  Resultat  beranskommen 
muß.  Die  SjNinnkraft  TT  wirkt  demnach  so,  wie  sie  von  Tomherein 
in  die  Bechnung  eingeführt  wurde  (Fig.  13c),  n&mlich  Bis  Zug.  Also: 

Bei  einem  DreiedifaditDerk  ohne  überkragende  Enden  iet  hei 
verükdler  BeUaiung  der  JJneergwrt  elets  nuf  Zug  beanepmetL 

e)  BereAnwiK  eines  FaDaagisfabce  (Dlag<»ale  o4er  Yerttkale). 
a)  Äufetdlnng  einer  Formel  für  2>. 

D  sei  jetzt  der  gesuchte  Stab.  Im  übrigen  gilt  dasselbe 
Schema  wie  bei  O  und  Uz  Der  Schnitt  a — a,  der  durch  den 
gesuchten  Stab  D  geht  und  außerdem  nur  noch  swei  andere 
St&be  trifft,  ist  bereits  in  Fig.  13a  gezeichnet.  Nun  kommt  es 
wieder  darauf  an,  den  Bezugspunkt  für  die  Momente  so  zu  w&hlen, 
daß  die  beiden  anderen  vom  Schnitte  getroffenen  Stabkrftfte  0 
und  U  aus  der  Momentengleichung  herausfallen.  Diese  Eigen- 
Schaft  hat  der  Punkt  d  (Fig.  13  a),  der  Schnittpunkt  von  0  und  17 . 
In  bezng  auf  d  lautet  die  Momentengleichung  (rechtsherum  positiv 
eingeführt*,  D  als  Zug  angenommen): 

(in)  -A  . a''+P^'pi'+  P, . p{'+  D.fg  -  0  . 

Hieraus  folgt: 

+A . a"- Pi  i^f- Pi  pS 


(ffla) 


l>s 


r* 
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ßi  Bezeichnung  des  Zäklerauedruekes  äle  Moment  M. 

Im  Zähler  des  obigen  Braches  steht  die  Samme  der  statischen 
Momente  aller  seitlich  vom  Schnitte  a — x  befindlichen  Kräfte  in 
bezug  auf  den  außerhalb  der  Stützweite  liegenden  Punkt  d .  Wir 
wollen  diesen  Summenausdruck  die  Momentensumme  des  Schnittes 
a — a  in  bezug  auf  den  Punkt  d  nennen  und  mit  Jf«  bezeichnen. 
Somit  lautet  die  Formd  für  D: 


(mb) 


Momentensumme  des  Punktes  d 
Abstand  Vd 


y)  Dae  Moment  M4  ist  zu  unterscheiden  von  den  ^^Momenten^^ 

der  Biegungsiehret 

In  der  obigen  Formel  für  D  ist  aber  auf  eins  zu  achten: 
Zwischen  dem  Summenausdrucke  M4  und  den  Torhin  gefundenen 
Ausdrücken  Jf«  und  If»  besteht  ein  gewisser  Unterschied.  Bei 
dem  Werte  M^  z.  B.  werden  yon  allen  Kräften,  die  seitlich  (links 
oder  rechts)  von  dem  Punkte  o  sind,  die  statischen  Momente  in 
bezug  auf  diesen  selben  Punkt  o  genommen.  Das  gleiche  ist 
bei  dem  Momente  M^  der  Fall  oder  überhaupt  bei  jeder  Momenten- 
summe, die  in  der  Festigkeitslehre  auftaucht.  Immer  ist  der 
Bezugspunkt  der  Momente  gleichzeitig  die  Trennungsstelle,  die  die 
Kräfte  in  eine  linke  und  eine  rechte  Gruppe  zerlegt,  tou  denen 
dann  die  eine  oder  die  andere  betrachtet  wird.  Bei  dem  Summen- 
ausdrucke M4  dagegen  ist  es  anders.  Hier  liejgt  der  Bezugspunkt 
(Punkt  d)  vollständig  getrennt  von  der  Schnittstelle  ((x — a).  Binen 
derartigen  Fäll  —  Momente  der  seitlich  von  einem  Schnitte  a — a 
befindlichen  Kräfte,  aber  in  bezug  auf  einen  Punkt,  der  irgendwo 
fern  vom  Schnitte  zwischen  anderen  Kräften  liegt  —  haben  wir 
in  der  Festigkeitslehre  noch  nie  behandelt,  da  er  bisher  nicht  ge- 
braucht wurde.  Jetzt  ist  also  in  dem  Ausdrucke  M^  «  A  •  a" 
—  Pj-pC...  ein  neuer  Begriff  aufgetaucht.  Zur  Unterscheid ang 
wollen  wir  solche  Momentensummen  wie  Mo  und  if«  als  „Biegungs- 
momente'' bezeichnen  (da  sie  mit  den  in  der  Biegungslehre  ge- 
brauchten übereinstimmen);  dagegen  M^  schlechthin  als  „Momenten- 
summe'' (des  Schnittes  « — a  für  den  Punkt  d). 

Um  M4  zu  berechnen,  kann  man  also  nicht  auf  frühere 
Untersuchungen   zurückgreifen.     Man  muß  vielmehr  die  Summe 


HMUhi^ftf-  'tec*»m*»>«i>»»  « •" 


xniiii:aii^  aar  JtenMv  rir  J  ^hm^ss^ft^iuu^   J^w.    f"ui*w.^);>i.  %'iv. 


NN 


* ,  -—  _^ -       "**  ^^  ^       *^  —    '^  >  * 

•  «  •  "»  % 

f*f  mifr  <ia  »Br.1mrihf>T  yBi<^yianpj«>f«>^r<».i  Jf^s  <i^  wmh»  !r^  ^^<«  W4^^.'^)^'«^ 

_  d«r  JT-^iMt«»  «ip^lir  AtV«<  «mkI^  k^v^v^ 4^1(1  «h^'^li  t^v^v^^^ 
wir  jetxt  ab«r  4i*  Sf^^iinkr&fi«  4^«  ^♦«rik^Vft^l^v^  l^w^^i^^Vtf^^^^^ 
Werks  dureli  eimfa^li«  F^rm^ln  4üt^tf  ^^««v'Kt^ii^^^^ 

S  8  (mit  AuawUiii  toa  T^  dawK. 

EiiSiiiimif  n  §  7:  B«sxMi4«nk  IVmafln  tttr  IUii|NMi«i)m 

Hui  \<Nrtikiiktt% 

Die  DiirehftrbeituQg  (aii«r  Auf||!»b<ft  unc^  l^«tlfT  t<^\^  t)»0 
dieses  Beohenvertiüireii  t^i  den  QttrUtJU>eii  »ehr  Wiiu^m,  M  \\^\\ 
Füllungsst&beu  recht  unbequem  i^it  (s«  §  8»  er^t^  Auflebe).  Wir 
wollen  deshalb  für  D  und  V  not^h  ander^^  Ft>ri)\«4n  auf^tt^lt^ui 
namentlich^  indem  wir  die  bisher  noeh  nieht  c^liraucvhtt^u  V'tirm^n  A 
und  B  der  Oleieh^^wichtsbedingunsen  ebti'utMUti  vt^rwt^iuWu,  AU^r« 
dings  gelten  diese  neuen  Formeln  lUUftohvHt  nur  tArv«krtiktvlt»LAiittiU« 
pie  Erweiterung  für  schräge  Lasten  s«  I  H,  slt»h«int«^  Auftfab^O 

Je  nach  der  Form  des  Faohwerks  tunpMUon  sli^h  yt^r^ 
schiedene  Wege. 

l.  Für  den  ParaH»lir&ir»r  (Flg.  H). 

Beim  Träger  mit  goradlinigon,  parullolen  Ourton,  dit)  r^ohl« 
winklig  zu  den  äußeren  Erätten  verlaufen,  ergibt  iImU  ftlr  /> 
und  V  folgender  einfache  Bechnungngang.  Wir  legitn  den  Huhnttt 
a—(x  (Fig.  14a)  und  betrachten  entweder  den  tlukt^n  otUr  tUn 
rechten  Teil.  Auf  den  linken  Toll  k.  0.  wend«^»  wir  dann  die 
Oleichgewichtsbodlngung  an:  8umm$  dar  VerUkalproj0MUm0n  alUr 
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Kräfte  gleich  Null.  Dann  erhalten  wir  die  Gl^chung  (Fig.  14a 
und  14  b): 

[0  und  U  geben,  da  sie  horizontal  Terlanfen,  keine  Vertikalprojektion.] 

Hieraus  folgt: 

(la)  l>.8iny  =  +(^  — Pi  — Pi). 

Der  Klammeransdrack  ist  aber  wieder  ein  alter  Bekannter. 
Denken  wir  uns  nämlich  einen  vollwandigen  Balken  AB  nnd  be- 
rechnen fnr  die  Stelle  a — a  dieses  Balkens  die  ,,Kraftsunime'' 
(,,Qnerkraft'0  Q  y  so  erhalten  wir: 

also  genan  dasselbe  wie  die  rechte  Seite  der  obigen  Formel 
(Band  I,  §  41,  §§  56—76).  Wir  werden  also  auch  die  Formel  für 
D  in  der  abgekürzten  Weise  schreiben: 


(Ib) 


D  =  +- 


Q 


mnip 


[für  link 8 steigende  Diagonalen]. 


Bei  der  Ableitung  der  obigen  Formel  ist  eine  ItnÄc^steigende 
Diagonale  zugrunde  gelegt.  Ist  die  Diagonale  r^oAtosteigend,  wie 
auf  der  rechten  Seite  (Fig.  14),  so  ergibt  sich,  wie  man  selber 
untersuchen  möge,  die  Formel: 


(Ib) 


D-- 


Q 


üng> 


[für  rechtssteigende  Diagonalen]. 


In  Fig.  14a  und  14c  ist  noch  der  Fall  gezeichnet,  daß  eine 
Veriilcale  bestimmt  werden  soll.  Dann  müssen  wir  einen  Schnitt 
legen,  der  durch  diesen  Stab  geht.  Es  ist  dieses  Schnitt  ß — ß. 
Schreiben  wir  dann  wieder  die  Oleichgewich tsbedingung  an:  Summe 
der  Vertilcälprojektionen  gleich  Null,  so  wird  (Fig.  14c): 

(2a)  F--(^-Pi-P2). 

Für  den  Summenausdruck  {A  —  P^  —  P,)  schreiben  wir  wieder  ab- 
gekürzt „Kraftsumme  Q  des  Schnittes  /?—/?",  so  daß  die  Formel 
lautet :       

[falls  V  zwischen  zwei  linkssteigenden 
Diagonalen  liegt]. 


(2b) 


r^-Q 


Bei  dieser  Formel  ist  eine  Vertilcale  angenommen,  die  zwischen 
swei  linkBSteigenden  Diagonalen  liegt.  Li^  die  Vertikale  cwisohen 


4» 


direkt  mis  dem  GI«ci^^icht  rioes  üirtr  K::d«.::otenv\:uk?>i>  *.v^ 
slimmt.  In  Fi^.  14a  vurdi»  stdi  hiereaob  für  die  miiUl^te  Wrul.;iile 
die  Spannknit  XuU  eifeben.  Für  «die  ühri^a  Verükalen  ^^Uen 
nber  die  obigen  Fwmela  (2o). 

In  Worten  sagen  die  Formaa  ilbM!^*^^  *»*•  '^•*  i\ini:.\.^ 


fri^er  sind  4ie  FüHmmguUhs  gMitk  der  Sftmm^  ««V<t  Kr^jtff  iftitiUk 


Pii?.  U. 


von  dem  maßgebenden  Schnitte  a — «,  bzio.  ß—ß^  dividiert  durvh 
den  Sifiiis  des  Neigungswinkels  des  betreffenden  Stabes, 

Dieses  Besultat  ist  ja  auch  ohne  weiteres  einlouolitond :  Die  Stab« 
kräfte  haben  die  Aufgabe,  den  äußeren  Kräften  dtis  ()leiel)^(^^vieht  KU 
halten.  Wenn  also  die  äußeren  Kräfte  mit  einem  beHtliumten  Ib«. 
trage  Q  =  J.  —  Pj  —  .  • .  z.  B.  nach  oben  sehleben,  muß  illo  DIiik'o- 
nale  bzw,  Vertikale  mit  demselben  lietrago  nach  unten  Hehlobtui. 
[Die  Gurtstäbe  wirken  in  vertikaler  Richtung  überhaupt  nieht, 
da  sie  horizontal  verlaufen.]  Daher  entstehen  die  obigen  Olel« 
chungen. 

Zusammenstellung  der  Formoln  von  Absatz  Ii 


(1) 


Q 


8m  9?  ' 


bzw.     ••  — 


Q  ^ 

HXU'f*   ' 

(2)  7  =  — Q,  bzw.      «^  lü. 

Beispiele  zu  Absatz  I  s.  §  8,  vierte  und  fünfte  Aufgabe, 


Fiicher,  SUtik.   IlyL 
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II.  Für  den  Träger  mit  gekrümmter  Gnrtmig. 

!•  Bereehnimg  der  DiAgonftleii.  (Fig.  15.) 
Zur  BestimmuDg  einer  Diagonale  D  benatzt  man  in  diesem 
Falle  zweckmäßig  die  Oleichgewich tsbedingoog:  Summe  aller 
Horizontalprojelciionen  gleich  NuU.  Dann  fallen  die  äußeren  Kräfte 
aus  der  betreffenden  Gleichung  heraus,  da  sie  vertikal  verlaufen, 
und  wir  erhalten  2>  ausgedruckt  nur  durch  0  und  17: 

+  0'Cos/J  +  D-cos97  +  ZZ-cosy  =  0, 

D  •  cosq?  =  —O  •  cos/?  —  ü  •  cosy , 

(3a)  D  = [—  O  -  cos^J  —  V'  cosy]  . 

eQ%ip  ^ 

[ß,  tp  und  y  sind  die  Neigungswinkel  der  StAbe  0,  D  und  27.  0  ibt  zu- 
nächst als  Zug  eingeführt;  dafür  setzen  wir  nachher  für  0  das  Minus- 
zeichen ein.]  In  Worten  sagt  diese  Gleichung  aus:  Die  Horizontal- 
Projektion  der  Diagonale  muß  zum  Zwecke  des  Oleichgewichtes  ent- 
gegengesetzt gleich  sein  der  Summe  der  Horizontalprojektionen  von 
Ober-  und  Untergurt, 

Diese  HorizontalprojektioneQ  O'CO&ß  des  Obergurtes  und 
17  •  cos/  des  Untergurtes  lassen  sich  aber  sehr  leicht  direkt  aus 
den  Momenten  bestimmen.  Ziehen  wir  nämlich  in  Fig.  15a  die 
vertikalen  Linien  oo^  und  uu'j  und  nennen  diese  h^  imd  h^y  so 
ist  der  Winkel  zwischen  r^  und  h^  gleich  ^ß  (da  die  Schenkel 
dieser  beiden  Winkel  senkrecht  zueinander  stehen),  und  der  Winkel 
zwischen  r^  und  hu  ist  gleich  -^y.    Folglich  ist 

rc'=  ho'  cos^  ,     fu^hu' cosy  . 

Setzen  wir  diese  Werte  in  die  ursprünglich  für  0  und  U  auf- 
gestellten Formeln 


(1) 


ein,  so  gehen  diese  über  in 


(la) 


p 

0- 

f 

1 

+ 

Jl/, 

i 

in 

0- 

— 

3Io 

Äo 

■  C03/J  ' 

y  = 

+ 

Mu 

K 

•  cosy 

Somit  haben  wir  zunächst  die  Spannkraft  0  durch  das  Bicgungs- 
moment  dos  gegenüberliegenden  Punktes  o,  die  vertikale  Träger- 


I:  Ta.    I.r|riiii7.inif  ri   ^  1, 


iL  ja  dMMT  Sjrf«'  UDO  OBu  Xr.u:tii*r$^  M  vK  /  Ä«i  $^?4,h/^s 


ab) 


r- 


SlJiblErift*^  O  mid  T  >*?5=T;.iritK    Dics^  W*n<*  ^»c^^-^it 


Fig  16. 

wir  nxm  in  die  vorhiu  tür  i>  aufgostellto  Formel  ('U)  du  \\n^ 
erhalten: 


COSf'L      \        Ao/  Am  J 


(8b) 


Die  Spannkraft  D  einer  Diagonalen  ist  glcivk  rfrr  MomriihHHumm$ 
an  ihrem  Fußpunhte  dividiert  durch  die  vertikale  Trägerhdhe  an 
dieser  Btelle^  vermindert  um  das  Afoment  an  ihrvm  oberen  lindpunkie 
dividiert  durch  die  Höhe  an  dieser  Stelle,  das  Gänse  dividiert  durvh 
den  Cosinus  des  Neigungswinkels  der  Diagonale, 
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&  Berccbmm^  ier  TcftikaleB.    (Fig.  16»  161) 
Bei  den  Vertikalen  mausen  wir  anterseheiden: 

a)  ZwiächeiiTertikalen  (Fig.  16a,  160, 

b)  HaoptTertikalen  (Fig.  16b,  16''a  uad  b). 


^ 


;^L=«- 

|*jfj 

• 

1 

f' 

'  ^^^^^3 

\^ 

"^ 

^•^••^Hj                               1 

\ 

/ 

\ 

7 

\ 

/ 

[y 

a        , 

1--^ 

^ 

Fig.  16. 


a)  Berechnung  der  Zwischenvertikalen.    (Fig.  16a,  16'.) 

Eine  Zwiscbenvertikale  wird  zweckmäßig  ans  dem  Gleich- 
gewicht eines  ihrer  beiden  Bndknotenpunkte  bestimmt  (Methode  I 
und  II,  §  3 — 6).  Denn  ein  Schnitt,  der  außer  der  Vertikale  nur 
noch  zwei  andere  Stäbe  treffen  soll,  führt  von  selber  rund  um 
den  Knotenpunkt  herum  (Fig.  16').  Natürlich  sucht  man  sich 
denjenigen  Knotenpunkt  der  betreffenden  Vertikale  heraus,  an 
dem  am  wenigsten  Kräfte  zu  berücksichtigen  sind. 

Beispielsweise  ergibt  sich  für  Fig.  16  a  (nach  den  in  §  4, 
zweite  Aufgabe,  und  in  §  6,  fünfte  Aufgabe  entwickelten  Sätzen): 


f^*- 


Äu:n^  ri  >i  . 


x* 


V       "♦ 


.c» 


S5«  ^j  5iir;  «JJ  Fx:il5  ?   v  ^i::c  V  it^^r^^-i^  3ii^  r^^^  «fi\.^v^v>'  ^' 


»    » 


0-- 


JT. 


0»ssaA  -   - 


lf»^*i\^,\ 


V. 


'5W  ^  \ 


&•  dk3  die  Forsiel  für  F,  ikb>er$^hl  i:*.: 
bietet  n^.  16  \    Hmt  kjum  man  dimll  nbV^s^u.^ 


Für  r,  liofert  dio  Gleiobg^wiohUbodin^jun»?  0'»i   ^K  ^****^   ^^  »\iuÄoh«f  nU 
Ziigkr&fte  eingeführt): 

F,  ■[  0, .  »in/t,  --  (\  »  Hln/kV  -*  0, 

V,  ^  •    0,  •»in/J,  I  0,  »niu/*,. 
(Dh  0,  und  0,  in  Wirklichkoit  Druukkrnfto  atiul,  ntOtnit^n  nli»  imo)ümr  bui 
der  Ausrechnung  in  die  obiifo  FurmM  nlit  nt^K^^^ivt»  ^Khli^n  ^ihiioool^t 
werden.)    Statt  dessen  kann  nmn  noch  \uuftM*mtMu 


•«/♦, 


entsprechend 
mithin 


0,  •sin/?,  — 


IT    —  J     ^» 


♦h/»»! 


«B/»i        *J  lK/»i  -  JJ  «K/',       <K/»,) . 


Hiermit  ist  F,  ausAf,,  h^  und  dnn  NHlKiihK«)wlhkt<lii  d»ir  (liirlMlHliii  lititiljnitiil. 
Genau  entspreuhnnd  \tiHH^m  shth  F,  und   V\  auAilrOnktMii 


Hiermit  sind  die  Zwischf^nvortikalun  ^irMl^(U  Diu  a)lK<'MM«iM<i  Vnrmul  (ntll 
Berücksichtigung  der  verschiedenen  Ourtn<iigiinK»n)  s  )n  fh^'  /nafMMMMMi' 
Stellung  §  7  b,  Abs.  L 


■ 
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b)  Berechnung  der  Hauptvertikalen.     (Fig.  16b,  16"a  und  b.) 

Die  Berechnung'  der  Hauptvertikalen  bei  einem  Träger  mit 
gebogener  Gurtung  ist  etwaa  umst^indlicher.  Wir  wollen  hierbei 
drei  verschiedene  Wege  verfolgen: 

(x)  durch  Anwendung  der  Oleichgewichtsbedingung  2'lf  =  0, 

y)  aus  dem  Gleichgewicht  einzelner  Knotenpunkte. 

Die  letzte  Methode  ist  jedoch  nur  für  den  Spezialfall  abgeleitet 
und  anwendbar,  daß  bei  dem  betreffenden  Fach  werk  jiur  eine 
Gurtung  gekrümmt  ist,  während  die  andere  horizontal  verläuft. 
»)  Mittels  £  üf  BS  0«  Um  hiernach  die  Vertikale  V  in  Fig.  16  b, 
linke  Seite,  zu  bestimmen,  legen  wir  den  Schnitt  (X— (X  und  stellen 
am  linken  Teile  die  Oleichgewichtsbedingung  UM  =  0  in  bezug 
auf  den  Punkt  m  —  1  auf.     Diese  lautet  (Fig.  16b,  linke  Seite): 

A-a  —  P^'P^'-V' ^(«-D-«  —  IT . n  ==  0  . 

[^(M-i)-m  soll  die  Feldweite  vom  Knoten  m  —  1  bis  zum  Knoten  m  be- 
zeichnen und  ist  gleichzeitig  das  Lot  vom  Bezugspunkte  m  —  1  auf* die 
Kraft  V;  n  ist  das  entsprechende  Lot  auf  die  Kraft  ü  bzw.  deren  Ver- 
längerung.] 

Hieraus  folgt: 
(4a)  F«  - — l [(^ .  a  -  Pi  pi)  -  U-  n] . 

Diese  Formel  läßt  sich  nun  weiter  vereinfachen:  Der  Ausdruck 
A'a  —  P^-p^  bedeutet  die  Summe  der  statischen  Momente  aller 
Kräfte,  die  seitlich  vom  Punkte  m  —  1  sind,  in  bczug  auf  diesen 
Punkt.  Er  ist  also  das  gewöhnliche  „Biegungsmoment  if«-i  des 
Punktes  m  —  1**  (oder  auch  des  Punktes  m  —  1 ;  beide  Momenten- 
summen sind  einander  gleich,  da  die  Punkte  vertikal  übereinander 
liegen).  Für  die  Kraft  TJ  setzen  wir  nach  der  kürzlich  entwickelten 
Formel: 


17  =  +  T ^^  =  + 


[Das  Moment  für  den  Punkt  m  ist  gleich  dem  Moment  des  darunter- 
liegenden Punktes  m .  Es  ist  also  gleichgültig,  ob  wir  Jf«  oder  M^ 
schreiben.]     Schließlich  drücken  wir  noch  n  aus: 

n  =  hin-i'  cosy  , 

worin  ^i,.i  die  Strecke  bedeutet,  die  die  Verlängerung  von  V  auf 
der  durch  m  —  1  gehenden  Vertikalen  abschneidet.    [Der  Winkel 
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zwischen  n  und  ^.i   ist  gleich   dem  Winkel  y   des  Stabes  U,] 
Dann  geht  die  Formel  (4a)  über  in: 


^(m-l)-«   ■ 


-^«-l  — 


M 


m 


K • cosy 


Wi-icosy 


(4b) 


A(m-l)-fM    . 


-Wm-1  — 


J/ 


-tMm 


/l 


"  Äm-1 


tn 


Lasten  am 
Obergurt 


Somit  ist  auch  7  durch  die  Biegungsmoment«  M^  und  ifm-i  des 
einfachen  Balkens  und  einige  Hilfsgrößen  ausgedrückt. 

Die  obige  Formel  gilt  aber  nur  dann,  wenn  sich  im  Punkte  m 
der  unteren  Gurtung  keine  Last  befindet.  Wäre  hier  nämlich 
etwa  eine  Last  Pm»  bo  würde  das  statische  Moment  dieser  Last 
in  Gleichung  (4a)  noch  hinzukommen,  so  daß  diese  lauten  würde: 

An  und  für  sich  kann  man  ja  diese  Formel  ebenso  ausrechnen, 
wie  die  Formel  (4a).  Nur  vereinfachen  kann  man  sie  nicht.  Denn 
der  Summenausdruck  A  •  a  —  P^  •  p,  +  -Pm  •  ^(m-i)-m  ist  weder  das, 
was  wir  als  „Biegungsmoment**  des  Punktes  m  —  1 ,  noch  irgend- 
eines anderen  Punktes,  definiert  haben.  Diese  Summe  ist  vielmehr 
ein  neuer  Begriff,  der  jedesmal  neu  ausgerechnet  werden  müßte 
(vgl.  die  ähnliche  Bemerkung  in  Absatz  II,  c,  y  von  §  7). 

Um  nun  aber  die  Formel  für  V  stets  so  zu  haben,  daß  nur  die 
regulären,  aus  der  BieguDgslehre  bekannten  „Biegungsmomente*' 
der  einzelnen  Knotenpunkte  auftreten,  führt  man,  falls  die  Lasten 
am  Untergurt  angreifen,  die  Untersuchung  etwas  anders  durch. 
Man  verlängert  dann  nämlich  nicht  den  Untergurt,  sondern  den 
Obergurt  (Fig.  16  b,  rechte  Seite)  und  stellt  die  Momentengleichung 
für  den  Punkt  m  +  1  auf.  Bei  Betrachtung  des  rechten  Teiles, 
als  des  einfacheren  in  Fig.  16  b,  lautet  dann  die  Gleichung  (am 
rechten  Teile  haben  wir  beim  Aufstellen  von  Momentensummen 
„linksherum"  positiv  genommen,  s.  Band  I,  §  56  Schluß): 

(4a')  F=:-5 ' [-0-n-(J?.&-P,.i>l -..)]. 

Xm~(m+1) 

Setzen  wir  nun,  wie  früher,  für  0,  n  usw.  ihre  Werte  ein  (Fig.  16b, 
rechte  Seite):  -_ 

0  =  -      ^^«^ 


h„ .  cos/?  * 
n  =  Äi+i.cos)S, 

B »b  —  Pj •  Pi  —  . . .  »  il/m+i  j     [Biegungsmoment  von  m  -f  1] 
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80  folgt  für  V  der  Ausdruck: 

M. 


^m--(m  +  l) 


Ä^«  C0S)5 


•Äm+lCOS/S—  Jf« 


«], 


(4b') 


F= 


^tn— (wi  +  1) 


iif. 


7n 


Ä 


/i«j.i  —  M, 


^m  +  l 


w+l 


m 


1 


Lasten  am 
Untergurt. 


ß)  Mittels  Ry  =  0 .  Da  die  obigen  Formeln  nicht  gerade  be- 
quem sind,  wollen  wir  noch  eine  andere  Formel  für  V  aufstellen, 
indem  wir  z.  B.  für  den  Schnitt  « — ot  die  Gleichung  i?y  =  0  an- 
schreiben.    Dann  ergibt  sich : 

A-P^-P^  +  y-\-0  sin)8  +  CTsiny  =  0 
und  hieraus  nach  einigen  einfachen  Umformungen: 


(4  c) 


F  =  -(2  + 


m 


"w 


{igß-igy). 


[Es  ist  A  —  P^—F^  gleich  der  „Kraftsumme"  Q  eines  einfachen  Balkens  für 

M  Ml 

den  Schnitt  oc—a  .    Ferner  ist  Oainß  =  —  j- — =^^  •  sin/?  =  —~^'igß'] 

y)  Spezialfall:  Fach  werk  mit  nur  einer  gekrümmten  Gurtung; 
die  andere  Gurtung  verläuft  horizontal  (Fig.  16'0-  In  diesßm  Falle 
läßt  sich  eine  Hauptvertikale  einfacher  dadurch  berechnen,  daß  man 
das  Gleichgewicht  eines  ihrer  beiden  Endknotenpunkte  betrachtet. 
Und  zwar  desjenigen  Knotenpunktes,  der  in  der  geraden  Gurtung 
liegt.  (Dann  fallen  nämlich  bei  JKy  =  0  die  beiden  anschließenden 
Gurtstäbe  fort.) 

Hiernach  ergibt  sich  z.  B.  für  Fig.  16''a  (D  und  V  zunächst 
als  Zug  eingeführt): 

Dsin<p+  V  -  P  =  0, 

(5)  V  ^-Dsincp  +  P. 

Entsprechend  ist  V  in  Fig.  16'''b  zu  finden. 

\P 


(^)       P  fr^^JJsin^^p 


Fig.  16 


y--I)sin<r-P 


ff 


Zusammenstellung  der  Formeln  von  Absatz  II: 


Diagonalen:      (3) 


D  = 


1 


cos  9?  L  h 


IL 


M^ 


Zwischen  vertikalen:  Aus  dem  Gleichgewicht  der  einzelnen  Knotenpunkte. 
Haupt  vertikalen:   Im  allgemeinen 


(4,      y^\\u-^.w 
für  Spezialfall  Fig.  W 


oder        F=  -Ö  +  -^  (tgi?  -  tgy) ; 
7=— Dsin^  +  P. 
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Znsammenstellaiig  der  Formeln  TOn  §  7  und  %  7a. 
Weitere  Betrachtimgeo.     Benennungen. 
In  diesem  Paragraphen  sollen  die  Torbin  abgeleiteten  Formeln 
noch    einmal    zusammengestellt    nnd    einige    weitergehende    Be- 
trachtungen, die  das  Verstäadnis  der  Formeln  erleichtern  können, 
daran  geknöpft  werden. 


1. 

Es  ist  (Fig.  17): 

Für  die  Gartitäbe. 

w 

-4- 

Fig.  17. 

Hierin  ist  o  der  dem  Stabe  0  gegenüberliegende  Knotenpunkt; 
jtfo  das  Biegungsmoment  in  bezng  auf  den  Punkt  o ;  r,  das  Lot 
von  o  auf  den  Stab  0.  Entsprechend  bei  Ü.  Häufig  werden 
wir  bei  der  Berechnung  der  Qurtstäbe  auch  so  vorgehen,  daß  wir 
statt  der  Lote  r  die  vertikalen  Höben  A  des  Fachwerkes  einführen, 
da  diese  Längen  bequemer  aus  der  Systemfigur  zu  entnehmen 
sind.  Dann  berechnen  wir  nicht  direkt  die  Gurtkräfte  0  und  ü , 
sondern  zunächst  deren  Horizontalprojektionen  (Horizontalkompo- 
nenten)  0-coaß  und  P-ccsj'.     Für  diese  lauten  die  Formeln: 


0  ■  cos^  =-  — 

P  •  C03>'  =  -\- 
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[ß  und  y  sind  die  Neigungswinkel  der  Stäbe  O  und  Z7,  ho  und  h^ 
sind  die  vei  tikalen  Höhen  des  Fach  Werkes  an  den  Stellen  o  und  u .] 
Sobald  dann  diese  Horizontalprojektionen  berechnet  sind,  ergeben 
sich  die  Stabkräfte  selber  durch  Division  mit  cos^  bzw.  cosy: 


da) 


Spezialfall:  Parallelträger.     Hierfür  ist  (s.  Fig.  14) 

ro  =  ru  =  h  (Trägerhöhe), 
Folglich  gehen  die  Formeln  für  0  und  17  über  in: 


(le) 


"  h  ' 


U=  + 


h 


2.  Für  die  Füllungsstäbe. 

a)  Für  den  Parallelträger. 
Wir  berechnen  zunächst  die  Summe  (Querkraft)  Q  aller  Kräfte, 
die  seitlich  von  dem  zu  D  bzw.  7  gehörigen  Schnitte  liegen.    (Hier- 
bei ist  zu  beachten,  daß  zu  zwei  aneinanderstoßenden  Stäben  J)  und  F 
verschiedene  Schnitte  gehören;  vgl.  Fig.  14.)     Dann  ist  (Fig.  18): 


(U) 


(in) 


-"-  sin  <p 


[+  bei  linkssteigt^nder  Diagonale, 
—    „    rechlssteigender        „       ], 


[ — >  falls  Y  zwischen  zwei  linkasteigenden  Diagonalen, 
+,     „      I,         I,  ,,      rechtssteigenden        ,  ]. 

P 


i?,=-^ 


A—jnr?%\ 


^=^^^.J 


[^=-^] 


Fii'.  18. 

In  diesen  Formeln  bedeutet  Q  die  Kraftsumme  von  der  ersten 
Kraft  an  bis  zu  dem  Schnitte  a — a  bzw.  ß — ß,  der  zu  der  unter- 
suchten Diagonale  D  bzw.  Vertikale  V  gehört. 


§  7  b.    Zusammenstellung  der  Formeln  von  §  7  und  §  7  a. 
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Ausnahme  (Zwischenyertikalen):  Für  die  Zwischenvertikalen 
(Eüjsveriihalen)  —  die  mit  den  Diagonalen  nicht  einen  fort- 
laufenden Linienzug  bilden  —  gilt  die  obige  Formel  für  V  nicht. 
Denn  bei  diesen  Stäben  führt  der  betreffende  Schnitt,  der  außer 
dem  gesuchten  Stabe  nur  noch  zwei  andere  Stäbe  trifft,  rund 
um  einen  Knotvisnpunkt  herum.  (Er  zerlecrt  also  das  Fach  werk 
gar  nicht  in  einen  linken  und  rechten  Teil.)  Deshalb  wird  eine 
Hilfsvertikale  auch  direkt  aus  dem  Gleichgewicht  eines  ihrer 
Eudknotenpunkte  bestimmt  (Methode  I  oder  II,  §  3 — 6).  So 
ergibt  sich  z.  B.  für  Vertikale  F,  von  Fig.  18  direkt: 

Fs  =  -P. 


h)  Für  den  Träger  mit  gebogener  Ouriung. 
a)  Diagonalen.     Die  Formel  zur  Berechnung  von  D  lautet: 


(IV) 


eos9>  \Uo        hu  ) 


Fig.  19. 


Hierin  ist  tp  der  Neigungswinkel  der  Diagonale  gegen  die  Hori- 
zontalrichtung. Um  in  die  Klammer  die  richtigen  Momente  ein- 
zusetzen, denke  man  sich  stets  den  zu  der  Diagonale  gehörigen 
Schnitt  gelegt.  Dann  steht  im  ersten  Gliede  das  Moment  des- 
jenigen Punktes,  der  dem  vom  Schnitte  getroffenen  Ohergurt8tB,b 
gegenüberliegt;  und  an  zweiter  Stelle  steht  das  Moment  des  dem 
Untergurtstabe  gegenüberliegenden  Knotenpunktes.  Die  Momente 
Mo  und  Jf«  sind  natürlich  mit  ihren  Vorzeichen  einzusetzen.  Die 
&öhen  ho  und  h^  sind  einfache  Längen  ohne  Vorzeichen.  Beim 
Ausrechnen  der  Klammer  ergibt  sich  dann  von  selber,  ob  die 
Stabkraft  D  positiv  (Zug)  oder  negativ  (Druck)  ist. 
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ß)  HanptvertikaleD.    Für  die  (Haupt-)Vertikalen  haben  wir  drei 
verschiedene  Formeln  abgeleitet.    Die  erste  lautet  im  Prinzip: 


(T) 


ib) 


F4(K-f.*'). 


tasten  am  OSerigfuri 


J 

Äh 

K--i 

' 

\^^^ 

2/ 

^ 

2 

Äy 

'/K 

\ 

( 

oiTn 

Cc^ 

^-31! 

's«.!-«- 


yn\ 


K 


.11 


(W 


K.= 


'M- 


M. 


^m.l\      l     h 


(O) 


Tasten  am  Vnfergitrl' 


(C) 


Fig.  20. 


Bei  Anwendung  muß  jedoch  unterschieden  werden,  ob  die  Be- 
lastung am  Obergurt  oder  am  Untergurt  angreift.  Ferner  ändert 
sich  die  Formel  etwas,  je  nachdem  die  betreffende  Vertikale  F 
zwischen  zwei  linkssteigonden  oder  zwischen  rechtssteigenden 
Diagonalen  liegt.  In  Fig.  20  sind  für  alle  vier  Fälle  die  Formeln 
für  F  eingeschrieben: 

_  ,  ,        f  7  zwischen  linkssteigenden  Diagonalen, 

Belastung  oben  s_  i.x^.      ^ 

^  1 7        „         rechtssteigenden        „ 


Belastung  unten 


f  F  zwis( 


zwischen  linkssteigenden  Diagonalen, 
rechtssteigenden 


>> 
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Abgeleitet  sind  diese  Formeln  in  Abschnitt  II  des  vorigen 
Paragraphen  nur  für  den  1.  und  4.  Fall  (vgl.  Fig.  16).  Für  die 
beiden  anderen  Fälle  sind  sie  natürlich  entsprechend  zu  entwickeln. 
(Die  Bezeichnungen  sind  jetzt  etwas  anders  gewählt  als  vorhin). 

Die  Bedeutung  der  vorkommenden  Größen  behält  man  am 
besten,  wenn  man  sich  die  Entstehung  der  Formeln  vergegen- 
wärtigt: Zunächst  wird  der  Schnitt  gelegt,  der  außer  der  zu 
untersuchenden  Vertikale  nur  noch  zwei  andere  Stäbe,  einen 
Ober-  und  einen  Untergurtstab,  trifft.  Dieser  Schnitt  durchbricht 
die  belastete  Gurtung  zwischen  dem  Knoten  m  (an  der  be- 
treffenden Vertikale  selbst)  und  einem  Knoten  l  (links)  bzw.  r 
(rechts)  von  der  Vertikale.  Für  diesen  Punkt  l  bzw.  r  wird  nun 
die  Momentengleichung  aufgestellt.  Deshalb  kommt  vor  der 
Klammer  zunächst  der  Abstand  der  Vertikale  von  dem  Punkte  l 
bzw.  r  vor.  In  der  Klammer  steht  zuerst  das  Biegungsmoment 
für  den  Punkt  l  bzw.  r.  Dann  das  Moment  M^n  am  Punkte  m 
selbst,  die  vertikale  Trägerhöhe  hm  an  dieser  Stelle  und  ein  Hilfs- 
wert hl  bzw.  hr.  Letzterer  wird  erhalten,  indem  man  den  von 
dem  Schnitte  getroffenen  unbelasteten  Gurtstab  nach  der  Eich- 
tung  von  l  bzw.  r  verlängert  bis  zum  Schnitte  mit  der  Vertikalen 
bei  {  bzw.  r.  Dann  ist  ä/  bzw.  ä^  der  Abstand  dieses  Schnitt- 
punktes bis  zum  Punkte  l  bzw.  r .  (Die  Formeln  entstammen 
'  den  Vorlesungen  von  Professor  Müller-Breslau.) 

Die  zweite  Formel  für  eine  Hauptvertikale  F„  lautet: 

IM 
F,.  «» —  Q  +  -r^(igß  —  tgy) ,  falls  V  zwischen  linkssteigenden  Diagonalen, 
M 
Vm==+Q+'jf-{igß'-igY),     n     y        n        rechtssteigenden         , 

Diese  Formel  ist  dadurch  entstanden,  daß  wir  den  zu  der  Verti- 
kalen gehörenden  Schnitt  legten  und  auf  den  abgetrennten  Teil 
die  Gleichgewichtsbedingung  „Summe  aller  Vertikalprojektionen 
gleich  Null"  anwendeten.  Aus  dieser  Entstehung  folgt  die  Be- 
deutung der  einzelnen  Glieder:  Q  ist  die  Kraftsumme  von  der 
äußersten  Kraft  bis  zum  Schnitte.  M^  und  ä«  sind  Moment  und 
vertikale  Fachwefkhöhe  an  der  Stelle  der  Vertikale,  ß  und  y 
sind  die  Neigungswinkel  des  außerdem  noch  vom  Schnitte  ge- 
troffenen Ober-  und  Untergurtstabes,  und  zwar  müssen  diese 
Winel  positiv  oder  negativ  eingeführt  werden,  je  nachdem  der 
betreffende  Gurtstab  von  links  nach  rechts  steigt  oder  fällt. 
Natürlich  müssen  Q  und  M  ebenfalls  mit  ihren  Vorzeichen  ein- 
gesetzt werden. 
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Als  dritte  Formel  für  eine  Hauptvcrtikale  ist  folgende  zu 
merken,  die  aber  nnr  dann  gilt,  wenn  wenigstens  eine  Gurtung 
des  Fachwerkes  geradlinig,  und  zwar  rechtwinklig  zu  der 
Vertikale  verläuft.  Dann  ergibt  sich  aus  dem  Gleichgewicht  des 
Punktes,  in  dem  V  und  die  geradlinige  Gurtung  zusammenlaufen, 
für  V  der  Ausdruck: 


(Vb) 


F=a— I>8lny±P. 


/rr  \     In 


(^)      P  y^  ^JJsm^^-P 


y:=:-l)sin<f^p 


Fig.  21. 


Hierin  ist  D  die  Diagonale,  die  an  der  geradlinigen  Gnrtung  mit 
7  zusammenkommt;  q>  ist  ihr  Neigungswinkel.  P  ist  die  Knoten - 
punktslast  in  dem  betrachteten  Knotenpunkte.  Das  Pluszeichen 
ist  zn  nehmen,  wenn  die  (abwärts  gerichtete)  Last  am  Untergurt 
angreift;  das  Minuszeichen,  wenn  P  am  Obergurt  angreift.  Auch 
für  D  ist  die  Spannkraft  natürlich  mit  Berücksichtigung  ihres 
Vorzeichens  einzusetzen. 

In  der  obigen  Formel  für  Fig.  21  ist  vorausgesetzt,  daß 
zunächst  die  Diagonalen  berechnet  sind  und  dann  erst  zu  den 
Vertikalen  übergegangen  wird.  Man  kann  jedoch  die  F- Kräfte 
auch  direkt  durch  die  Momente  ausdrücken,  indem  man  für  B 
noch  seinen  Wert  einsetzt: 


COS9?  L  Äo  Ä„  J* 


Dann  geht  die  obige  Formel  über  in: 


cos  99  L  "ho 


'tt  j 


sin  9?  +  P, 


(Vc) 


±P' 


Für  die  Hauptvertikalen  haben  wir  somit  die  drei  verschiedenen 
Formeln  V,  Va  und  Vb,  c.  Für  den  standigen  Gebrauch  braucht  man 
sich  aber  nur  Formel  Vb,  c  zu  merken,  da  die  in  der  Praxis  vorkommenden 
Fachwerke  (sofern  sie  nicht  Parallelträger  sind)  fast  stets  nach  dem  Schema 
der  Fig.  21  gebaut  sind:  ein  Gurt  geradlinig,  der  andere  gekrümmt.  Systeme 
mit  beiderseitig  gekrümmter  Gurtung  kommen  seltener  vor. 


§  7b.    Zusammenstellung  der  Formein  von  §  7  und  §  7a. 
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y)  Zwisehenvertikaieii.  Die  Zwischenvertikalen  haben  wir  aus 
dem  Gleichgewicht  der  einzelnen  Knotenpunkte  bestimmt.  Aus 
den  durchgearbeiteten  Beispielen  Fig.  16  a  nnd  16'  (§  7a,  Absatz  II) 
und  aus  Fig.  22  findet  man  leicht  folgende  allgemeine  Eegel  zur 
Berechnung  von  Zwischenvertikalen:  Stoßen  in  einem  Knoten- 
punkte x  die  Vertikale  F,  die  vertikal  abwärts  gerichtete  Last  P 
und  zwei  Qurtstäbe  zusammen,  so  ist  (Fig.  22): 


(VI) 


r«+P +  -^(tgy«  +  tgy.), 


falls  Punkt  x  im  Obergurt, 


»> 


>> 


„    „    Untergurt. 


Irvischenuerfi^ale 


m 


m. 


n  n 


m  'n 


Fig.  22. 


n 


Hierin  ist  P  die  betreffende  Knotenpunktslast.  Jf  und  &  sind 
Biegungsmoment  und  vertikale  Fachwerkhöhe  an  der  Stelle  der 
Vertikale,  ßi  und  ßf  bzw.  yi  und  y,  si^d  die  Neigungswinkel  des 
anstoßenden  linken  und  rechten  Gurtstabes  gegen  die  Horizontal- 
richtung, und  zwar  müssen  diese  Winkel  positiv  oder  negativ 
eingesetzt  werden,  je  nachdem  sie  unterhalb  oder  oberhalb  der 
Horizontalen  liegen. 

Spezialfall:    Gehen   an   dem   betreffenden  Knotenpunkte  die 
Ourtstäbe  geradlinig  durch,  so  ist  in  die  obigen  Formeln 

ßi^—ßrj     bzw.     yi^—Yr 
einzusetzen..  (Der  eine  von  de  nbeiden  Winkeln  liegt  dann  unter , 
der   andere   über   der   Horizontalen,   oder  es   sind   beide  gleich 
Null.)    Dann  folgt: 

(Via)  F=  TJP, 

worin  P  die  Last  ist,  die  sich  an  dem  betrachteten  Knotenpunkte  be- 
findet. Diese  Formel  ergibt  sich  ja  auch  direkt  aus  der  Anschauung. 
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n*  Einige  allgemeine  Betrachtungen  za  den  Formeln» 

1.  Allgemeines  über  Eigenschatten  und  Anwendung  der  Formeln. 

a)  Wenn  man  die  im  vorigen  Absätze  zusammengestellten  Formeln  in 
ihrer  Gesamtheit  überblickt,  erkennt  man,  daß  die  in  ihnen  enthaltene  Rechen- 
methode sich  durch  zwei  vorteilhafte  Eigenschaften  auszeichnet.  Erstens 
gestattet  sie,  jede  Stabkraft  für  sich  —  unabhängig  von  den  anderen  — 
durch  einen  geschlossenen  Ausdruck  zu  bestimmen;  zweitens  sind  die  hierbei 
vorwendeten  Formeln  selber  sehr  geeignet  für  den  praktischen  Gebrauch. 

In  diesen  Formeln  kommen  nämlich  nur  die  Begriffe  vor,  die  bereits 
aus  der  Festigkeitslehre  bekannt  sind:  das  Biegungsmoment  M  imd  die 
Querkraft  Q,  Wenn  man  nach  diesen  Formeln  arbeitet,  kann  man  also 
zunächst  von  der  Fach  werk  gestalt  des  betreffenden  Tragwerks  vollständig 
absehen.  Man  berechnet  vielmehr  die  gebrauchten  Hilfswerte  M,  bzw.  Q 
genau  so,  als  ob  es  sich  um  einen  vollwandigen  Balken  mit  der  betreffenden 
Belastung  handelte,  bei  dem  man  für  die  Stelle  o,  u,  m  usw.  das  Biegungs- 
moment üf,  bzw.  die  Querkraft  Q  auszurechnen  hätte.  Sobald  man  dann 
M  und  Q  hat,  ergeben  die  betreffenden  Formeln  die  Stabkräfte. 

Bei  den  Jlf -Werten  kommt  noch  als  günstig  in  Betracht,  daß  die  Bezugs- 
punkte 0,  u,  m  usw.,  für  die  die  Summenausdrücke  aufzustellen  sind,  stets 
mit  den  Knotenpunkten  des  Fachwerkes  zusammenfallen.  Deshalb  kann 
man  die  Hebelarme  der  Kräfte  direkt  aus  der  Systemfigur  entnehmen, 
wodurch  die  Ausrechnung  der  Produkte  ebenfalls  erleichtert  wird. . 

b)  Infolge  dieser  vorteilhaften  Eigenschaften  eignet  sich  die  Methode 
vorzüglich,  um  die  ganze  Ausrechnung  eines  Systems  tabellarisch  durch- 
zuführen. Hierbei  geht  man  so  vor:  Zunächst  entwickelt  man  für  sämt- 
liche Knotenpunkte  die  Biegungsmomente  M;  ev.,  namentlich  bei  Parallel- 

M 
trägem,  auch  die  Querkräfte  Q.  Dann  stellt  man  die  Quotienten  -r-  zu- 
sammen. Dieser  Wert  bildet  den  eigentlichen  Ausgangspunkt 
der  Berechnung;  denn  mit  seiner  Hilfe  kann  man  die  Spannkräfte  0, 
U,  D  und  Y  direkt  hinschreiben.  Da  wir  für  jede  Spannkraft  mehrere 
Formeln  zur  Verfügung  haben,  können  wir  femer  am  Schlüsse  der  Be- 
rechnung leicht  noch  Kontrollen  hinsichtlich  Bechenfehler  vornehmen, 
öfters  führt  man  diese  Kontrollen  auch  in  der  Weise  durch,  daß  man  einen 
neuen  Schnitt  legt,  die  bereits  gefundenen  Spannkräfte  in  eine  bisher  noch 
nicht  benutzte  Gleichgewichtsbedingung  einsetzt  und  nachsieht,  ob  diese  nun 
ebenfalls  erfüllt  ist.  Wenn  man  das  Kapitel  „Gleichgewichtsbedingungen^^ 
wirklich  verstanden  hat,  ergeben  sich  solche  Kontrollen  von  selber  (s.  §  8, 
sechste  Aufgabe). 

So  erkennt  man,  daß  unsere  III.  Methode  der  Stabkraftbestimmung 
sich  durch  besondere  Einfachheit,  Übersichtlichkeit  und  Kontrollfähigkeit 
auszeichnet.    Sie  ist  die  wichtigste  für  die  moderne  Statik. 

2.  Weitere  Betrachtung  über  Auftreten  und  Wirkung  der  Biegungsmomente. 

Hinsichtlieh  des  Hilfswertes  M  möge  noch  einiges  wiederholt  und 
weitergeführt  werden.  Das  Biegungsmoment  M^  eines  Punktes  m  ist  die 
Summe  der  statischen  Momente  aller  Kräfte,  die  seitlich  (links  oder  rechts) 
von  dem  Punkte  sind,  in  bezug  auf  den  Punkt.    EUerbei  ist  zu  beachten, 


§  7  b.    Zusammenstellung  der  Formeln  von  §  7  und  §  7  a. 
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l 


daß  bei  der  Summierung  die  rechts-  und  die  linksherum  zeigenden  Krilfte 
durch  verschiedene  Vorzeichen  zu  unterscheiden  sind. 

Um  nun  die  Wirkung  eines  solchen  Biegungsmomentes  etwas  hand- 
greiflicher zu  zeigen,  ist  in  Fig.  23  a  und  23  b  je  ein  Balken  dargestellt,  dessen 
linker  und  rechter  Teil  der  Deutlichkeit  wegen  etwas  auseinandergerückt 


l.m 


i 


Ca) 


(c) 


{7fM 


Fig.  23. 


(m-) 


(d) 


gezeichnet  sind.  Nun  wurde  für  eine  Stelle  m  dieses  TrRgers  die  Momenten- 
summe ACn  aufgestellt,  und  zwar  wurde  der  Summenausdruck  M^  sowohl 
am  linken  als  auch  am  rechten  Teile  berechnet.  Am  linken  Teile  werde 
das  Resultat  Mi^^,  am  rechten  Teile  ifr. «i  genannt.  Dann  muß  sich,  wo 
man  auch  den  Schnitt  m  nimmt  (Fig.  23  a  oder  23  b),  hinsichtlich  dieser 
beiden  Werte  Jf^, «,  und  !£,., «  der  für  m  aufgestellten  Momentensumme  stets 
folgendes  ergeben:  Überwiegen  am  linken  Teile  die  rechtsherum  zeigenden 
Kräfte,  so  überwiegen  dafür  am  rechten  Teile  um  denselben  Betrag  die 
linksherum  zeigenden  Kräfte;  und  umgekehrt.  (Man  mache  sich  ein  Zahlen- 
beispiel!) Mit  anderen  Worten :  Der  am  linken  Teile  aufgestellte  Wert  Mi^^ 
und  der  am  rechten  Teile  abgeleitete  Wert  J^r,  •»  der  Momentensumme 
einer  Stelle  m  sind  gleich  groß,  haben  aber  stets  entgegengesetzten 
Drehungssinn  in  bezug  auf  den  Punkt  tn.  [Dies  folgt  daraus,  daß  Mi^^ 
und  3fr,  m  zusammen  gleich  Null  sind,  da  ja  der  ganze  Balken  mit  allen 
seinen  Kräften  im  Qleichgewichte  ist  imd  also  für  jede  Stelle  das  Moment 
Null  ergibt.  Sämtliche  Kräfte  zusammen  können  aber  nur  dann  die 
Summe  der  Momente  gleich  Null  haben,  wenn  das  Moment  der  rechten 
Kräfte  für  sich  das  Moment  der  linken  Kräfte  austilgt;  d.  h.  wenn  Mr, «, 
gleich  groß,  aber  entgegengesetzt  gerichtet  3f/.M  ist.] 

Man  mache  sich  also  klar,  daß  zu  einem  am  linken  Teile  gefundenen 
Moment  Mi  am  rechten  Teile  stets  ein  gleich  großes,  aber  entgegengesetzt 
drehendes  Moment  M^  gehört  (genau  so,  wie  überhaupt  zu  jeder  Wirkung 
eine  Gegenwirkung  gehört),  und  daß  eine  andere  Kombination  als 
Fig.  23a  und  23b  einfach  unmöglich  ist. 

Um  diese  beiden  möglichen  Fälle,  in  denen  das  Moment  eines  Punktes 
auftreten  kann,  zu  unterscheiden,  haben  wir  Fig.  23  a  ein  pcmiwea,  Fig.  23b 
ein  ntgaiwe&  Moment  genannt.  Es  gilt  also  folgende  Yorzeichenfestsetzung: 

Fischer,  SLilik  11,/!.  f> 
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linken  Teile  rechtsherum,  bzw. 
rechten    „      linksherum, 


als  positiv  wird  eingeführt  < 

l    ;;    r< 

,  ..       .  ■,     .       i.^1    .    /  ani  linken  Teile  linksherum,  bzw. 

als  negativ  wird  emgefühi't  <  ,  .  ,  i  , 

l    „    rechten    „      rechtsherum. 

Oder,  in  anderer  Zusammenstellung: 

am  linken  Teile:    (=  +,    )=  — , 
„    rechten    „        )= +»    (=""• 
Dieses  sind  also   die  Vorzeichen,  mit  denen  die  einzelnen  Kräfte  in  die 
Summenausdrücke  einzuführen  sind,   und  Fig.  23a  und  23b  stellen  die 
beiden  Überhaupt  möglichen  Fälle  dar,  nach  denen  sich  das  Moment  einer 
Stelle  m  ergeben  kann. 

Nun  diese  beiden  Fälle  hinsichtlich  ihrer  Wirkung  auf  einen  Gurtstab, 
z.  B.  den  Stab  0  in  Fig.  23  o  und  23  d.  Hier  sind  die  beiden  Möglichkeiten 
dargestellt,  nach  denen  sich  das  in  bezug  auf  den  Punkt  o  genommene 
Biegungsmoment  ergeben  kann.  Gleichzeitig  sind  aus  der  Bedingung,  daß 
das  Moment  des  Stabes  0  dem  äußeren  Moment  Mo  das  Gleichgewicht 
halten  muß,  die  Pfeilrichtungen  von  0  eingetragen  und  schließlich  die 
Vorzeichen  des  Stabes  0  bestimmt.  Man  erkennt:  Ist  das  Moment  des 
Bezugspunktes  o  positiv,  so  ist  die  Stabkraft  0  negativ  (Druck);  ist  M^ 
negativ,  so  ist  0  positiv.  Dieses  folgt  ja  auch  direkt  aus  den  früheren 
Formeln  (I)  und  (la).  Worauf  es  jetzt  aber  ankommt,  ist,  einzusehen,  daß 
die  beiden  möglichen  verschiedenen  Momentenanordnungen  (Fig.  23  a  und 
23  b)  genau  den  beiden  Möglichkeiten  in  der  Spannkraft  (Zug  oder  Druck) 
der  Gurtstftbe  entsprechen.  Und  daß  der  Gegensatz  in  den  Richtungen 
der  am  rechten  und  am  linken  Teile  aufgestellten  Momentensumme  eines 
Punktes  genau  dem  entspricht,  daß  auch  ein  Stab  auf  seinen  linken  und 
seinen  rechten  Endpunkt  stets  entgegengesetzt  gerichtete  Kräfte  ausübt. 
Jeder  Erscheinungsform  bei  den  Momenten  entspricht  eine  bestimmte  Eigen- 
schaft bei  den  Stabkräften.   Alles  hängt  organisch  miteinander  zusammen. 

8«  Weitere  Betrachtung  über  Aultreten  und  Wirkung  der  Querkräfte. 

Die  Querkraft  für  einen  Schnitt  a — cc  ist  die  Summe  aller  Kräfte, 
die  seitlich  (links  oder  rechts)  von  dem  Schnitte  sind.  Hierbei  ist  zu  be- 
achten, daß  die  nach  oben  und  die  nach  unten  zeigenden  Kräfte  durch 
verschiedene  Vorzeichen  auseinanderzuhalten  sind« 

Um  die  Wirkung  einer  solchen  Kraftsumme  etwas  handgreiflicher 
zu  zeigen,  ist  in  Fig.  24  a  und  24  b  je  ein  Träger  dargestellt,  dessen  linker 
und  rechter  Teil  etwas  auseinandergerückt  gezeichnet  sind.  Für  einen 
Schnitt  oc — ec  dieses  Trägers  wurde  die  Kraftsumme  Q  aufgestellt.  Und  zwar 
wurden  sowohl  am  linken  Teile  die  vorhandenen  Kräfte  zu  ihrer  Resul- 
tierenden Qi  ^  vereinigt,  als  auch  am  rechten  Teile  die  betreffenden  Kräfte 
zu  ihrer  Resultierenden  Q^  ^.  Diese  Resultierenden  Q^^^  und  Q^^^  sind 
für  zwei  verschiedene  Schnitte  des  Balkens  in  Fig.  24  a  und  24  b  in 
ihren  richtigen  Lagen  eingezeichnet.  [Q^,  ^  kam  hierbei  seitlich  von  der 
zugehörigen  rechten  Kräftegruppe  zu  liegen.  Da  eine  Resultierende  nur 
eine  gedachte  Kraft  ist,  die  die  Gesamtwirkung  der  wirklich  vorhandenen 
Kräfte  darstellt,  kann  sie  vollständig  fem  von  der  Kräftegmppe  erscheinen; 
sogar  in  unendlichem  Abstände.    Vgl.  Band  I,  §  11.]    Dann  muß  sich^ 
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WO  man  auch  den  Schnitt  a — a  legt,  stets  folgendes  ergeben:  Überwiegen 
am  linken  Teile  die  nach  oben  zeigenden  Kräfte,  so  überwiegen  dafür  am 
rechten  Teile  um  denselben  Betrag  die  nach  unten  zeigenden  Kräfte;  und 
umgekehrt.  (Man  mache  sich  ein  Zahlen beispiel!)  Mit  anderen  Worten: 
Der  am  linken  Teile  aufgestellte  Wert  Qi  ^  der  Kraftsumme  einer 
Stelle  OL — a  ist  ebenso  groß,  aber  entgegengesetzt  gerichtet  dem 
am  rechten  Teile  gefundenen  Wert  Q^  ^  derselben  Kraftsumme.  [Dies 
folgt  daraus,  daß  sämtliche  Kräfte  (am  ganzen  Balken)  des  Gleichgewichtes 
wegen  den  Betrag  Null  ergeben  müssen.  Folglich  muß  die  am  linken 
Teile  für  sich  genommene  Summe  entgegengesetzt  gleich  sein  der  am 
rechten  Teile  genommenen  Summe.  Man  sieht  noch  weiter  ein,  daß  Qi  ^ 
und  Q,  ^,  damit  sie  sich  gegenseitig  tilgen,  in  ein  und  dieselbe  Oerade 
fallen  müssen.] 

Man  mache  sich  also  klar,  daß  zu  einer  am  linken  Teile  aufgestellten 
Kraftsumme  stets  eine  gleich  große,  aber  entgegengesetzt  gerichtete  Kraft- 
summe am  rechten  Teile  gehört  Fig.  24a  und  24b  stellen  somit  die  beiden 
Fälle  dar,  die  beim  Zusammenzählen  von  Kräften  an  einem  Träger  über- 
haupt möglich  sind.    Eine  andere  Kombination  gibt  es  nicht. 

Zur  Unterscheidung  nennt  man  im  Falle  Fig.  24  a  die  Querkraft  positiv^ 
bei  Fig.  24b  negativi    Es  gilt  demnach  folgende  Yorzeichenfestsetzung: 
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Fig.  24. 


linken   Teile  die  Richtung  nach  oben. 


als  »ofit^ir  wird  eingeführt  s  ,  . 

l    „     rechten     „        „  „  „      unten, 


als  negativ  wird  eingeführt  | 


linken   Teile  die  Richtung  nach  unten, 
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Oder,  in  anderer  Zusammenstellung: 

am  linken  Teile:    1  =  4-,    i  =  — , 
„    rechten    „         I  =  + ,    t  =  —  • 
Somit  sind  die  möglichen  Erscheinungsformen  der  Querkraft  eines  Schnittes 
besprochen. 

In  Fig.  24c-=-f  ist  nun  die  Wirkung  der  Querkräfte  dargestellt.  Zu- 
nilchst  sind  die  Richtungen,  in  denen  eine  positive  bz^y.  negative  Querkraft 
auf  einen  linken  oder  rechten  Trägerteil  wirkt,  eingetragen  und  dann  die 
Wirkung  dieser  Richtungen  auf  die  Spannkraft  einer  Diagonalen  bestimmt. 
Hierbei  muß  zwischen  links  steigenden  (Fig.  24  c — d)  und  rechts  steigenden 
(Fig.  24e— f)  Diagonalen  unterschieden  werden.  Besser  als  aus  allen  Formeln 
ergibt  sich  hier  direkt  aus  der  Anschauung  dfes  Gleichgewichtes,  welche 
Kräfte  in  einer  Diagonale  durch  die  Werte  Q  hervorgerufen  werden.   Man 

erkennt: 

,.  ,     .  .       j    T^•  1      /  positive  Querkraft  erzeugt  Zug, 

Imkssteigende  Diagonale    <  ..  -r.      i 

°  °  {  negative        „  „        Druck, 

....       ,    T^.  ,     (  positive  Querkraft  erzeugt  Druck, 

rechtssteigende  Diagonale  <  ..  ,» 

°  °  l  negative        „  „        Zug. 

Auch  hier  sei  darauf  hingewiesen,  wie  organisch  sich  alles  entwickelt.  Es 
muß  zwei  verschiedene  Formen  der  Querkraft  geben,  da  ja  auch  die  Stab- 
kraft in  zwei  verschiedenen  Formen  auftritt,  und  daß  Qi  ^  und  Q^  ^  am 
linken  und  am  rechten  Teile  eines  Balkens  stets  entgegengesetzte  Richtung 
haben,  entspricht  genau  der  stets  entgegengesetzten  Einwirkung  einer  Stab- 
kraft auf  ihre  beiden  Endpunkte  (von  denen  der  eine  ja  stets  zum  linken,  der 
andere  zum  rechten  Fachwerkteile  gehört).  Es  muß  so  sein  und  nicht  anders. 
Übungsaufgabe:  Man  zeichne  entsprechend  für  eine  Hauptvertikale  V 
die  verschiedenen  Beanspruchungen  bei  positiver  und  bei  negativer  Quer- 
kraft auf!     Resultat: 

^       .    ,        1-  1     X  •       j       ^^•         ^1       /  positive  Q.  erzeugt  Druck, 
V  zwischen  hnkssteigenden  Diagonalen  {  ..  „ 

^  ^  l  negative,,        „         Zug, 

7  zwischen  rechtesteigenden  Diagonalen  {  ^      ,.     ^*  t^     \ 

^  °  (  negative  „        „         Druck. 

JH.  Benennungen. 

Die  zuerst  abgeleiteten  Formeln 

wollen  wir  die  ,,ur8prüngliche  Rittersche  Methode^^  nennen.  Sie 
war  die  bahnbrechende  Methode  ihrer  Zeit  (1863).  Doch  ist  sie 
namentlich  bei  den  FüUnngsstäben  recht  unbequem,  da  deren 
Bezugspunkte  häufig  sehr  ungünstig  liegen  (Punkt  d  in  Fig.  13). 
Auch  die  Lote  u  und  r„  sind  nicht  angenehm. 

Deshalb  haben  wir  die  Methode  so  umgearbeitet,  daß  nur 
solche  Bezugspunkte  für  die  Momente  auftreten,  die  gleichzeitig 
Knotenpunkte  des  Fachwerkes  sind.  Auch  die  übrigen  in  den 
Formeln   vorkommenden  Hilfsgrößen  haben   die  Annehmlichkeit, 
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daß  sie  ans  der  Systemfignr  leicht  entnommen  werden  können. 
Ans  diesem  Gesichtspunkte  heraus  entstanden  die  Formeln: 


(2) 


«—©"="'"  "  =  +  ©■'»"'' 


cosg)\ho        K/  —  A  \  h        I 

Diese  Formeln  mögen  die  ^jäbgeänderte  Bütersche  Methode^^  heißen. 
Es  bleiben  noch  übrig  die  für  spezielle  Zwecke  aufgestellten 
Formeln.     Nämlich  die  Formeln  für  Diagonalen  und  Vertikalen 
von  Parallelträgern: 

femer  die  Formel  für  V  bei  Trägern  mit  einer  geraden  und  einer 
gekrümmten  Gurtung: 

(4)  F--l>sin<^±-Pf 

und  schließlich  die  Formeln  für  Zwischenvertikalen: 


(5) 


F  = -P  +  :^(tgA  +  tg/?,) 
=  +P  +  -Y(tgy,  +  tgy,). 


Diese  Formeln  führen  keine  besondere  Benennung. 

Um  den  Leser  nicht  durch  eine  Menge  neuer  Dinge  zu  er- 
müden, ist  in  den  bisherigen  Untersuchungen  dieses  Paragraphen 
immer  nur  der  Fall  vertikaler  Belastung  betrachtet.  Der  folgende 
Paragraph  wird  in  den  ersten  Beispielen  zunächst  eine  Einübung 
der  soeben  durchgenommenen  Methoden  bringen,  dann  aber  auch 
zeigeui  wie  der  Fall  schräger  Belastung  zu  behandeln  ist« 

§8. 

Beispiele  zu  §  7— §  7  b. 

Ergte  Aufgabe. 

Das  in  Fig,  26  gezeichnete  Fachwerh  ist  nach  der  Ursprung' 
liehen  Ritter  sehen  Methode  zu  berechnen! 

Der  Obergurt  verläuft  gerade  und  ist  unter  einem  Winkel 
von  25^  geneigt.  Die  Knotenpunkte  des  Untergurtes  liegen  auf 
einer  Parabel  mit  l »  18,00  m  Spannweite  und  /*«=  2,60  m  Stich. 
Die  Höhe  der  einzelnen  Punkte  der  Parabel  über  der  Horizontalen 
finden  wir  dann  aus  der  Gleichung  (s.  Band  I,  §  55): 
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worin  x  die  Eotfernung  des  betreffenden  Punktes  vom  linken 
und  {l  —  x)  vom  rechten  Auflager  bedeutet.  Da  wir  gleiche  Feld- 
weiten haben,  können  wir  die  EntfernungeQ  I  und  x  noch  durch 
die  Fcldweite  X  =  3,00  m  aoBdrücken,  Somit  ergeben  sich  für  die 
Höhen  der  einzelnen  Funkte  folgende  einfache  Ausdrücke: 


Punkt  1:     w,  =  7 


1-5. 


=  0,289  ■  1  ■  5  =  1,45  m, 
„      2:     1(^=0,289.2.4  =  2,31  „ 
»       3:     y,=0,289.3-3  =  2,60  „  (=/). 
Uiemach  kann  man  das  Fachwerk  aufzeichnen. 


if 


1-5 


f,6S  \fseß%, 


luoo  1^ \-7.7y 

Fig.  26. 

a)  Die  Gurtstäbe.     Die  Berechnung  der  Gurtstäbe  geschieht 
nach  den  Formeln: 


In  diese  Formeln  ist  daa  Moment  desjenigen  Enotenpunktea  ein- 
zusetzen, der  dem  zu  berechnenden  Stabe  gegenüber  liegt.  Ist 
man  hinsichtlich  des  Bezugspanktes  irgendwie  im  Zweifel,  so  lege 
man  stets  den  £tfterscben  Schnitt  durch  den  Stab,  der  auficr 
diesen  nur  noch  zwei  andere  Stäbe  trifft.   Der  Schnittpunkt  dieser 
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beiden  anderen  Stäbe  ist  dann  als  Bezugspunkt  für  die  Momente 
zu  wählen  (damit  diese  beiden  Stäbe  selber  aus  der  Momenten- 
gleichung  herausfallen  und  der  gesuchte  Stab  als  einzige  Un- 
bekannte übrigbleibt).  Auf  diese  Weise  findet  man  sicher  zu 
jedem  Stabe  den  richtigen  Bezugspunkt. 

In  der  folgenden  Tabelle  sind  die  Momente  und  aus  diesen  * 
die  Stabkräfte  berechnet.  Da  sämtliche  Kräfte  vertikal  sind, 
sind  die  Momente  ^ür  zwei  übereinanderliegende  Punkte  einander 
gleich;  z.  B.  Jtfj  und  Jtfj  der  Punkte  1  und  1  usw.  Die  Ab- 
stände r  der  Stäbe  von  ihren  Bezugspunkten  werden  geometrisch 
ausgerechnet  oder  aus  der  Figur  abgegriffen.  Im  übrigen  dürfte 
die  Tabelle  verständlich  sein. 


Tabelle  I:   Gurtstäbe. 


Stab 

Zug6h(}riger 

Moment  fQr  diesen  Bezugspunkt 
(mkg) 

Lot  Tom 
Bezugs- 
punkt auf 
den  Stab 
(m) 

Spannkraft       i 
(kg) 

Schnitt 

Bezugs- 
punkt 

0. 

1 
2 
3 

Mx  s  (7200  -  1200) .  8,0  «  18000 

Mt  =  (7200  -  1200)6,0  -  2400  •  8,0  =  28800 

M.  »  (7200  -  1200)0,0  -  2400-6,0  -  2400  •  8,0  =  82400 

»'•.i»l,27 
ro.a-1,76 
»••,8  =  2,76 

C7. 

«1 — «1 
«1— «■ 

Ö 
1 

1 

A/5aO 

Ifi»  18000 
Afä-'2B800 

r».s  =  l,86 
%.i-l,« 

.  28800        ,^ 
+  ,^  -+MWO 

b)  FüUungsstfibe«  Die  Berechnung  der  Füllungsstäbe  ist  leider 
nicht  so  einfach  wie  die  der  Gurtstäbe.  Deshalb  haben  wir  ja 
auch  in  §  7a  zur  Berechnung  der  Diagonalen  und  Vertikalen 
andere  Methoden  entwickelt.  Des  Prinzips  wegen  möge  aber 
wenigstens  einmal  die  ursprüngliche  £t/^sohe  Berechnungsweise 
nach  Fig.  13  auch  für  die  Stäbe  D  und  V  durchgeführt  werden 
(Fig.  26,  rechte  Seite). 

Zum  Stab  Y^  z.  B.  gehört  der  Schnitt  ß^ — ß^^.  Denn  dieses 
ist  derjenige  Schnitt,  der  durch  das  Fach  werk  so  gelegt  werden 
kann,  daß  er  außer  T^  nur  noch  zwei  andere  unbekannte  Kräfte 
(Stäbe)  trifft.  Der  Teil  reohts  vom  Schnitte  möge  untersucht 
werden.  Die  angreifenden  Kräfte  sind  B,  1200  kg,  U,,  Vi  und  O^. 
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Als  Bezugspunkt  muß  Punkt  4y  der  Schnittpunkt  von  Oi  und  Uj, 
genommen  werden,  damit  letztere  Stäbe  nicht  unnötig  in  der 
Momentengleichung  auftreten.  Um  Vorzeichenfehler  zu  vermeiden, 
ist  es  schon  das  beste,  man  schreibt  bei  den  Füliungsstäben  zu- 
nächst die  vollständige  Momentengleichung  für  den  betreffenden 
Bezugspunkt  an  und  findet  hieraus  den  Wert  von  D  bzw.  F.  In 
unserem  Falle  lautet  diese  Gleichung  (T^  vorläufig  als  Zug  an- 
genommen und  die  Eichtung  rechtsherum  als  positiv  eingeführt): 

Vi '  7,77  +(7200  -  1200)  •  4,77  =  0 , 
V^^^  <^'^,7,^'QQ) .  4,77 


7,77 
28600 


7,77 


=  -3700  kg. 


In  derselben  Weise  sind  in  der  folgenden  Tabelle  sämtliche 
Füllungsstäbe  berechnet.  Hinsichtlich  D^,  Vq  und  7j  folgt  noch 
eine  besondere  Erläuterung. 

Tabelle  II:   Füllungsstäbe. 


Stab 

Zugehöriger 

Stabkraft 

(kg) 

Schnitt 

Bezugs- 
punkt 

Gleichgewichtsbedingung 

Dx 
Dm 

y, 

Vx 

y* 

F. 

Yr-Yt 
Yn—Y» 

4 
5 

4 

6 

(3) 

+ Z>i .  1,40  -  (7200  -  1200)  3,0  =  0 

-  D, .  4,96  +  (7200  -  1200)  4,77  -  2100 . 7,77  =  0 

-  2>,.  4,66 -(7200-  1200)  0,76 -2400. 2,24- atOO.  6,24  -0 

18000 
i>.  =  +    ,,„    =  +  12860 

10000 
^•  =  +  -4,96    =+2000 

X>.=  -^i!?'=-4«0 
4,Go 

ßo — ßo 
ßx-ßx 

ßr-ßt 
ßn-ßt 

+ 
+ 

Fo .  8,0  -  7200 . 8,0  =  0 
n. 7,77 +  (7200 -1200)4,'; 

F..5,24- (7200- 1200)0,' 
r,  =  -2400  +  2^?.tg25o 

r7  =  o 

?6- 2400-2,24=0 

ro  =  -7200 

28600           ^„^ 
^^  =  -    7,77-  =  -»'^ 

F.  =  +»^5^.=+1000 

F,  =  -  2400  +  üiKK)  =  +  7  600 

Für  den  Stab  D^  liegt  der  Bezugspunkt  weit  draußen,  da  die 
beiden  anderen  von  dem  betreffenden  Schnitte  getroffenen  Stäbe 
beinahe  parallel  sind.  Da  aber  der  Stab  U^  die  Spannkraft  Null 
hat,  wie  vorhin  gefunden,  brauchen  wir  uns  um  ihn  nicht  weiter 
zu  kümmern.  Wir  nehmen  vielmehr  den  Bezugspunkt  beliebig 
auf  Stab  0,  an ,  z.  B.  den  Punkt  1  (Fig.  26 ,  rechts) ,  erreichen 
hierdurch,  daß  Oi  aus  der  Momentengleichung  herausfällt  und 
finden  die  gesuchte  Gleichung  für  Di.  (Das  Lot  von  1  auf  D^ 
ist  gleich  1,40  m.) 


§  8.    Beispiele  zu  §  7.  73 

Beim  Stabe  Vq  besteht  der  Fachwerkteil  rechts  vom  Schnitte 
nur  aus  einem  Knotenpunkte  (Punkt  0).  Angreifende  Kräfte  sind 
B ,  Vq  und  Ui .    Als  Bezugspunkt  ist  Punkt  1  genommen. 

Die  Vertikale  Fg  ist  eine  Zwischenvertikale,  da  sie  mit  den 
anschließenden  Diagonalen  nicht  in  fortlaufendem  Linienzuge  steht. 
Der  zu  Fj  gehörige  Rittersche  Schnitt  geht  um  den  Punkt  3 
herum;  denn  jeder  andere  Schnitt  würde  mehr  als  drei  Stäbe 
treffen.  Da  die  drei  getroffenen  Stäbe  7j ,  O, ,  0^  sämtlich  in 
einem  Punkt  zusammenlaufen,  kann  man  keine  derartige  Momenten- 
gleichung aufstellen,  in  der  nur  V^  auftritt  und  die  beiden  O, 
verschwinden.  (Für  Punkt  3  als  Bezugspunkt  würde  jede  der 
drei  Kräfte  das  Moment  Null  abgeben.)  Für  diese  Stäbe  versagt 
also  die  jßt^rsche  Methode.  Dafür  ist  der  Stab  F,  direkt  aus 
dem  Gleichgewicht  des  Punktes  3  zu  bestimmen.  Die  betreffende 
Formel  ist  in  Fig.  22  angegeben  und  lautet  in  Anwendung  auf 
unseren  Fall: 

Fa  =  ^2400  +  ^(tg25-  +  tg25°) 

Hiernach  ist  F,  in  der  vorhergegangenen  Tabelle  ausgerechnet. 
Man  merke  sich  diese  Berechnung  von  Fj ,  da  der  entsprechende 
Fall  bei  der  mittelsten  Vertikale  von  Fachwerken  häufig  vorkommt. 
ScMußbeiracMung.  Bei  den  Gurtstäben  war  die  iSt^^sche 
Methode  sehr  brauchbar,  da  man  nur  die  bekannten  Biegungs- 
momente für  die  einzelnen  Knotenpunkte  zu  bestimmen  und  durch 
den  Abstand  r  des  betreffenden  Stabes  von  seinem  gegenüber- 
liegenden Knotenpunkt  zu  dividieren  hat.  Bei  den  Füllungsstäben 
dagegen  muß  man  zunächst  genau  aufpassen,  in  welche  Teile  das 
Fach  werk  durch  den  betreffenden  Schnitt  zerlegt  wird,  welche 
Kräfte  an  diesen  Teilen  angreifen;  dann  muß  man  den  —  häufig 
sehr  ungünstig  gelegenen  —  Bezugspunkt  einzeichnen  und  nun 
die  Momentengleichung  vollständig  hinschreiben.  Hierdurch  wird 
die  Ermittelung  der  Füllungsstäbe  zeitraubend  und  anstrengend. 
Deshalb  soll  im  nächsten  Beispiel  der  eigentliche  praktische 
Eechnungsgang  auf  Grund  der  abgeänderten  RiUer&ohen  Methode 
vorgeführt  werden. 

Zweite  Aufgabe, 

Der  in  der  vorliegenden  Aufgabe  behandelte  FachtoerTctrdger  ist 
nach  der  abgeänderten  Bitter  sehen  Methode  zu  berechnen! 
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a)  Momente  und  Gurtstäbe.  Die  Berechnung  ist  an  Hand  von 
Fig.  27  in  den  beiden  folgenden  Tabellen  durchgeführt.  Zunächst 
müssen  die  Momente  M  der  einzelnen  Knotenpunkte  ermittelt 
werden.  Hierbei  ist  nach  der  in  Band  I,  §  57  angegebenen  Formel 
jedes  folgende  "Moment  aus  dem  vorhergehenden  (mittels  der  Quer- 
kräfte) entwickelt:  Zuerst  Jfo  *- 0 ,  dann  M^^  Mq  +  Q^.^-  Xq^^  usw. 
Deshalb  sind  in  der  folgenden  Tabelle  zunächst  die  Querkräfte  für 
die  einzelnen  Felder  angeschrieben  (wobei  man  zweckmäßig  mit 
Q2-8  "==  Vs  2400  anfängt  und  die  anderen  hinaufaddiert)  und  hieraus 
die  Momente  entwickelt.    Aus  den  Momenten  sind  dann  die  Quo- 


iitOO/fg 


tkooßg 


700  r?g 


Fig.  27. 

tienten:  Moment  M  durch  Trägerhöhe  A,  gebildet  und  hieraus 
nach  den  Formeln  Fig.  17  die  Ober-  und  üntergurtstäbe  bestimmt: 


(Ja) 


|o=-(«):oo„  =  - 


cosy  =  +-- 
h 


Bei   der  Multiplikation   mit 

z.  B.  für  Ui 

3,00 


cos^ 
also 


bzw. 


cosy 
1 


COSi»  ^ 

1 

cosy 

beachte  man,   daß 
3,33 


cos)'i       3,00 

ist«  Deshalb  ist  es  gut,  in  die  Systemskizze  alle  Längen  einzu- 
schreiben. Man  hat  dann  auf  diese  Weise  alle  erforderlichen 
Hilfswerte  ä,  cosjS  usw.  übersichtlich  vor  Augen.  Die  Spann- 
kräfte schreibt  man  dann  zweckmäßig  neben  die  Momente  hin, 
aus  denen  sie  ausgerechnet  werden.     Nach  diesen  Erläuterungen 
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wird  die  folgende  Tabelle  verständlich  sein.  [Da  If^^Jtfj, 
Jlf 2  »  M2  usw.  ist,  ist  immer  nur  das  eine  von  je  zwei  solcher 
gleichen  Momente  angeschrieben.] 

Tabelle  I:    Momente  und  Gurtstäbe. 


Quer- 
kräfte 

(kg) 

Feld, 
weiten 

(m) 

Momente  M 
(mkg) 

Träger- 
höhen h 

(m) 

Quotienten  -j- 
(kg) 

r        Af    1  1 

Obenpjrt  0  «  -  -j 3 

(kg) 

r             Äf       1     1 

Untergurt  l7  =  +  -r 

i               h    COSyJ 

(kg) 

^»7200 

(1200) 

ITo»            0 

^»1,45 

t-  « 

I7i-                                       0 

«0-1 »  6000 

8,00 

(18000) 

« 

(2i00) 

ATi» +18000 

A.»l,40 

^-+12850 
»1 

0,  = -12850.^  =  -W200 

17,  =  + 12860.  |^  = +13300 

Qi    .  =  8000 

8,00 

(10800) 

(2400) 

Afa" +28800 

*.  =  1A>4 

Mm 

^  =  +14830 

0^-'U^'^^--l^m 

CT,  =  +U8ö0.g|^« +14900 

«,-,  =  1200 

8,00 

(8600) 

AT»» +82400 

A,  =  8,06 

^  =  +10600 

o^-'iom.l^^^-iim 

b)  Diagonalen  und  Yerükalen.    Die  Diagonalen  sind  nach  der 
Formel  Fig.  19  berechnet: 

(IV)  n^+J^i^-^). 

Der  Neigungswinkel  q>  der  betreffenden  Diagonale  wird  aus  der 
Zeichnung  abgelesen.    So  ist  z.  B.  für  D,  (Fig.  27,  rechte  Seite): 

3,00         ^,_  1  3,05 


cos  992 


also 


3,05  *  ""'"^  cos9?2  ~  3,00  ' 
[Für  Dl  ist  ^^»O*',  cos 9?  =  1,00.]  Die  Quotienten  Mih  sind 
bereits  in  der  vorigen  Tabelle  berechnet.  Man  beachte,  daß  in 
der  Klammer  zunächst  das  Moment  am  Fußpunkte  und  dann  das 
Moment  am  Kopfende  der  Diagonalen  steht  („von  Fuß  zu  Kopf'). 
Die  Vertikalen  sind  an  Hand  von  Fig.  27,  rechte  Seite,  be- 
rechnet. Es  ist. deshalb  von  Fig.  20,  Formel  (b)  zu  verwenden: 
Belastung  am  Obergurt,  V  zwischen  rechtssteigenden  Diagonalen. 
Diese  Formel  lautet: 


^-U-'-^-^^- 


Hierin  bedeutet  m  den  Knotenpunkt  an  der  Stelle  der  Vertikale, 
f  den  Knotenpunkt  des  Obergurtes  rechts  von  der  Vertikale. 
Ferner  ist  i^^r  diö  Horizontalentfernung  (Feld weite)  zwischen  m 
und  r .     Jf ,  ist  das  Biegungsmoment  der  Stelle  r .     M^  und  hm 
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sind  Moment  und  yertikalc  Fachwerkhöhe  an  der  Stelle  der 
Vertikale.  Und  h^  ist  ein  Hilfswert,  der  dadurch  erhalten  wird, 
daß  man  durch  die  Vertikale  den  Schnitt  legt'  und  den  vom 
Schnitte  getroffenen  Untergurtstab  U  nach  der  Seite  von  r  ver- 
längert. Dann  ist  h^.  das  Stück,  das  diese  Verlängerung  auf  der 
durch  den  Punkt  r  gehenden  Vertikalen  abschneidet.  (Die  Ver- 
wendung der  Formel  für  Lasten  am  Untergurt  s.  nächste  Aufgabe.) 
In  der  folgenden  Tabelle  sind  nach  diesen  Formeln  die 
Werte  D  und  V  berechnet.  Die  Hilfswerte  M  und  M  :  h  sind 
noch  einmal  aus  der  vorhergehenden  Tabelle  abgeschrieben.  Die 
geometrischen  Angaben  cos^?,  A,  h'  sind  aus  der  Zeichnung  zu 
entnehmen.  Die  Spannkräfte  D  und  V  sind  immer  zwischen  die 
Momente  geschrieben,  die  zur  Berechnung  des  betreffenden  Stabes 
gehören.  Die  (Zwischen-) Vertikale  Fj  macht  eine  Ausnahme,  da 
für  sie  kein  Ritter Bcher  Schnitt  paßt.  Sie  wird  deshalb,  wie 
früher,  aus  dem  Gleichgewicht  des  Knotens  3  bestimmt: 

M 


"8 


Hiernach  ist  V^  am  bequemsten  zu  berechnen.  (Man  merke  sich 
diese  Berechnung  für  ähnliche  Fälle.)  Auch  die  Vertikale  Vq  ist 
direkt  aus  dem  Oleichgewicht  eines  Knotenpunktes,  nämlich  des 
Punktes  0,  ermittelt. 


Tabelle  II:   Diagonalen  und  Vertikalen. 


Moment  M 
(mkg) 

Quotienten  -r- 
(kg) 

Diagonalen  (kg) 
cos  «p  \  Ä^       Att  / 

Vertikalen  (kg) 

Afo«            0 

ro  =  (-fi)=                                  -720O 

• 

Dl  -  1,00(12850  -  0)  =         +12860 

Fx  =  gi^(0  -  12850 . 0,86)  =         -8700 

afi  = +18000 

^  =  +12850 
«1 

D.  =  ^'^(14850  -  12850)  =  +  2000 

o,UU 

Fi  =  öTS^OÖOOO  -  14850 .  033)  =  +1900 

af,  = +28800 

^'=+14860 

D,  -  ?V^I(10600  -  14860)  «  -  4850 

ö,ÜU 

Af»  = +5^400 

Y"  = +10600 

[f,  =  -atOO  +  2  .  10600^'^  =       +7500] 

Somit  sind  durch  Tabelle  I  und  II  sämtliche  Stabkräfte  berechnet. 
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Dritte  Aufgabe, 

Der  in  Fig.  27  gezeichnete  Fachwerkträger  ist  für  den  Fall  zu 
berechnen,  daß  die  Ladeten  am  Untergurt  angreifen!  (Die  Figur 
zeichne  man  selber  auf!) 

Was  ändert  sich  gegenüber  der  vorigen  Aufgäbet  Die  Momente 
für  die  einzelnen  Knotenpunkte  bleiben  dieselben.  Denn  die 
Lasten  bleiben  ja  gleich  und  ihre  Abstände  von  den  zugehörigen 
Knotenpunkten  bleiben  ebenfalls  unverändert,  da  die  Kräfte  nur 
innerhalb  ihrer  Eichtung  verschoben  sind. 

1)  Legt  man  nun  z.  B.  durch  einen  Obergurt  einen  Schnitt, 
so  hat  man  dieselben  Strafte  seitlich   vom   Schnitt  wie  früher; 
dasselbe  Moment  für  den  Bezugspunkt  des  betreffenden  Stabes, 
ferner  natürlich  dieselbe  Trägerhöhe  h  und  denselben  Neigungs 
Winkel  ß.    In  der  Formel 


h   cos/$ 
hat  sich  also  nichts  geändert. 

2)  Dasselbe  läßt  sich  von  dem  Untergurt  sagen. 

3)  Auch  in  der  Formel  für  die  Diagonalen: 


^         1    IMq      3f«\ 

C0S9?\Äö  hui 


bleibt  alles  beim  alten,  da  dieselben  Elräfte,  dieselben  Momente  usw. 
auftreten. 

4)  Anders  ist  es  bei  den  Vertikalen.  Legen  wir  wieder  die 
rechte  Seite  von  Fig.  27  der  Berechnung  zugrunde  (7  zwischen 
rechtssteigenden  Diagonalen),  so  müssen  wir  jetzt,  da  die  Be- 
lastung am  Untergurt  angreift,  die  Formel  (d)  von  Fig.  20  verwenden : 


Denn  bei  den  Vertikalen  mußten  die  beiden  Fälle,  Lasten  am 
Obergurt  und  Lasten  am  Untergurt,  getrennt  behandelt  werden, 
um  keine  anderen  als  die  regulären  „Biegungsmomente''  M  in  die 
Formeln  hinein  zu  bekommen.  Die  Bedeutung  der  Glieder  ist 
folgende:  m  und  l  sind  die  Knotenpunkte  des  Untergurtes  an  der 
Vertikalen  und  links  davon.  Xrn-i  <5i©  Feldweite  zwischen  m  und  l. 
Ml,  M^  und  A«  Momente  und  Fachwerkhöhe  bei  l  und  m. 
Schließlich  fc/  ist  das  Stück  auf  der  Vertikalen  durch  l,  daß  der 
vom  Schnitte  getroffene  Obergurtstab  bei  seiner  Verlängerung 
nach  links  abtrennt.  Im  vorliegenden  Falle  sind  die  Strecken  h 
gleich  den  Trägerhöhen  an  denselben  Stellen,  da  der  Obergurt 
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geradlinig  verläuft  (allerdings  nicht  rechtwinklig  zu  den  Vertikalen). 
Somit  ergeben  sich  mit  Benutzung  der  bereits  früher  aufgestellten 

Werte  von  M  und  -=-  folgende  Spannkräfte  {Vq  und  V^   wieder 

h 

aus  dem  Gleichgewicht  der  Knoten  0  und  3  bestimmt): 

Vo  =•  -(7200  -  1200)  =  -6000  kg, 

F,  =  -^  (-28800  +  12850  •  1,94)  =  -1300  kg, 


F, - 


2 


3,00 

1 
3,00 


(-32400  +  14850  •  3,05)  =  +4300  kg. 


M  4  20 

^8  =  +2  •  =^  tg^  =  +2  .  10600  ^^  =  +9900  kg. 


Fig.  28. 


20.Sf 


Vergleicht  man  diese  Werte  mit  denen  der  zweiten  Aufgabe, 
so  erkennt  man,  daß  sie  sich  um  den  Betrag  der  betreffenden 
Enotenpunktslast  unterscheiden.  Dieses  muß  ja  auch  so  sein, 
wenn  man  das  Gleichgewicht  der  oberen  Knotenpunkte  betrachtet 
und  hieraus  die  Vertikalen  abgeleitet  denkt. 

Wiederholung:  Für  die  Berechnung  der  Gurtstäbe  und  Diago- 
nalen ist  es  gleichgültig,  ob  die  (vertikale)  Belastung  am  Ober- 
oder am  Untergurt  angreift.  Dagegen  ändern  sich  die  Vertikalen, 
und  zwar  sind  die  Spannkräfte  bei  Belastung  am  Obergurt  um 
den  Betrag  (— P)  größer  als  bei  Belastung  am  Untergurt,  wobei 
P  die  betreffende  Knotenpunktslast  ist.  (Belastung  am  Obergurt 
erzeugt  die  größten  Druckkräfte  in  der  Vertikalen.) 

Vierte  Aufgabe, 

Der  in  Fig.  28  gezeichnete  ParäUelträger  ist  zu  berechnen! 
Der  Träger   ist   symmetrisch,    die   Belastung    dagegen    un- 
symmetrisch.    Deshalb  ist  es  nötig,  sämtliche  Stäbe  des  Fach- 
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Werkes  zu  untersuchen.  Zunächst  bestimmen  wir  die  noch  fehlenden 
äußeren  E^räfte  A  und  B: 

j.=  JL(2,0.6i  +  3,0-5A+3,5.4A+l,5-3A+5,5.2A+9,5.lA+6,5-0) 

DA 

=  ^(2,0 .  6  +  3,0  •  5  +  3,5  . 4  +  1,5  •  3  +  5,5 . 2  +  9,5 . 1)  A 

DA 

«  ~  (2,0 . 6  +  3,0 . 5  +  3,5  •  4  +  1,5  •  3  +  5,5  .  2  +  9,5  . 1) 
b 

^  1 .  66  «  11,0  t, 
b 

D^  ~  (2,0 . 0  +  3,0 . 1  +  3,5  •  2  +  1 ,5 .  3  +  5,5  .  4  +  9,5  •  5  +  6,5  .  6) 

-  1-  •  123  «  20,5  t. 
b 

a)  GortstSbe.     Nun  berechnen  wir  die  Ourtkräfte: 

^  M  M 

r  h 

Da  es  sich  jetzt  um  einen  Parallelträger  handelt,  sind  die  Lote 
von  den  Bezugspunkten  auf  die  betreffenden  Stäbe  sämtlioh 
einander  gleich,  nämlich  gleich  der  Trägerhöhe  A. 

b)  Füllungsstäbe.    Für  die  Diagonalen  und  Vertikalen  hatten 
wir  beim  Parallelträger  die  Formeln  (Fig.  18): 

linkssteigender  Diagonale, 
rechtssteigender       „ 


-^sin^?     \  —    „    r( 


—      rj-rk  f  —»  wenn  V  zwischen  linkssteigenden  Diagonalen, 


^^  (  — ,  wenn  v  zwisc 


rechtssteigenden         „ 

Um  hierin  den  richtigen  Wert  Q  einzusetzen,  denke  man  sich 
stets  für  den  betreffenden  Stab  den  Schnitt  gelegt.  Dann  ist  Q 
die  Eraftsumme  von  der  ersten  Kraft  (am  Anfange  des  Fach- 
werkes) bis  zu  dem  betreffenden  Schnitte. 

e)  Tabelle.  In  der  folgenden  Tabelle  sind  zunächst  die  Kraft- 
summen aufgestellt  und  hieraus  die  Momente  entwickelt  (nach 
Band  I,  §  57).  Da  die  Momente  fär  je  zwei  vertikal  übereinander- 
liegende Punkte  einander  gleich  sind,  genügt  es  natürlich,  nur 
immer  eins  von  beiden  anzuschreiben.  Neben  jedem  Moment  ist 
dann  der  Ourtstab  eingetragen,  der  aus  dem  betreffenden  Jtf  ent- 
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wickelt  wird.  Die  Diagonalen  und  Vertikalen  dagegen  stehen  in 
der  Höhe  der  Querkräfte,  aus  denen  sie  berechnet  werden.  (In 
Gedanken  lege  man  stets  den  zugehörigen  Schnitt,  um  zu  sehen, 
die  Querkraft  welchen  Feldes  maßgebend  ist.)  Bei  V^ ,  V^  und  Fg 
trennt  der  betreffende  Schnitt,  wenn  er  höchstens  drei  Stäbe 
treffen  soll,  je  einen  Knotenpunkt  ab.  Deshalb  berechnet  man 
diese  Stäbe  am  besten  aus  dem  Gleichgewicht  der  betreffenden 
Knotenpunkte;   natürlich  da,  wo  am  wenigsten  Kräfte  angreifen. 


Kraft- 
sammen  Q 

(t) 

Feld, 
weiten 

(m) 

Mo- 
mente M 

(mt) 

Obergurt  (t) 

Untei*gurt  (t) 

Diagonalen  (t) 

YerUkalen  (t) 

F=TQ 

A  =     11,0 

[    1      -4'30_        1 
[sin.^     2,50       '    J 

Fo  =  -ll,0 

(2,0) 

Afo=      0,00 

C7i=0 

Q^i  =  +  9,0 

8,60 

(+81W 

Dl  =  +9,0- 1,72  =  +15,6 

Fl  =  -(  +  9,0)  =  -0,0 

(8,0) 

afi= +81,60 

.  0.-S-H 

^'-^"S-^^^ 

Q,_,  =  +  6,0 

8,50 

(+21,00) 

• 

Da  =  +6,0. 1,72  =  +10,3 

F«  =  -(+6,0)  =  -6,0 

(8,5) 

• 

M,= +62,60 

o.  =  -S  =  -.o 

-.-^S--.o 

Q,_.  =  +  2,6 

8,50 

(+8.76) 

D.  = +2,5- 1,72  =  +4,3 

(1,5) 

M,= +61,25 

0..0.  =  -«g  =  -2.,6 

F.  =  -1,6 

Q,_4  =  +  1,0 

8,60 

(+3,50) 

D4  =  -l,0.1,72  =  -l,7 

(6,5) 

Ar4= +64,76 

0,  =  -?^'-^5=-26,9 
•         2,50             ' 

^.=-S-=^^' 

Q*-*  =  -  4,5 

8,60 

(-16,76) 

D»  =  - (-4,5).  1,72  =  +7,7 

F4  =  +(-4,5)  =  -4,5 

(9,5) 

Af,= +49,00 

0  -.     4Ö'«>  -     196 
^•--2,50-     ^^'^ 

..=  .f§  =  .te.e 

Q^  5= -14,0 

3,50 

(-49,00) 

D,=  - (-14,0). 1,72= +24,1 

F.= +(-14,0)= -14,0 

(6,6) 

af,=      0,00 

17«  «0 

5=     20,5 

F,  =  -20,6 

Znsatz:  Auf  die  Berechnung  der  Diagonalen  und  Vertikalen 
möge  nochmals  genauer  eingegangen  werden,  um  das  statische 
Gefühl  zu  schulen.  Zum  Beispiel  die  Vertikale  Fg .  Zugehöriger  . 
Schnitt  «2—^2  •  -^^  äußeren  Kräften  links  vom  Schnitte  wirkt 
die  Kraftsumme  des  Feldes  1 — 2,  also  Q1-2  =  +6,0  t.  Sie  wirkt 
nach  oben,  wie  das  positive  Vorzeichen  angibt.  Da  nun  die  beiden 
anderen  vom  Schnitte  getroffenen  Kräfte  Oj  ^^^  ^s  ^^  vertikaler 
Eichtung  überhaupt  nicht  wirken,  bleibt  der  Vertikale  V2  nichts 
anderes  übrig,  als  die  gesamte  Kraftsumme  allein  aufzunehmen. 


S  8.    Beispiele  zu  §  7.  gl 

Also  muß  Fg  gleich  6,0  t  sein.  Und  ihre  Richtung  ist  dadurch 
bestimmt,  daß  sie,  um  Qj_2  aufzuheben,  nach  unten  wirken  muß, 
da  Qi_,  selber  nach  oben  wirkt;  d.  h.  V^  muß  auf  den  be- 
trachteten Fachwerkteil  drückend  wirken.  Hiermit  ist  die  Be- 
anspruchung von  V^  klargestellt.  Genau  entsprechend  ist  es  bei 
den  Diagonalen^  z.  B.  bei  Dg  .  Schnitt  «5 — ä^  .  Zugehörige  Kraft- 
summe Q4_5  ==  —4,5  t;  minus,  das  bedeutet  links  nach  unten^ 
rechts  nach  oben.  Bei  Betrachtung  des  linken  Teiles  wirkt  also 
eine  Kraft  nach  unten.  Daraus  folgt,  daß  die  Diagonale  selbst 
mit  ihrer  Vertikalkomponente  nach  oben  wirken  muß.  Sie 
wirkt  also  ziehend  auf  den  linken  Teil,  und  zwar  mit  einer 
solchen  Kraft,  daß  B^  •  sing?  =  4,5  t  ist.  Alles  dieses  gilt  na- 
türlich nur,  wenn  die  Gurtstäbe  selbst  in  vertikaler  Richtung 
überhaupt  nicht  wirken,  d.  h.  wenn  sie  horizontal  verlaufen  (Par- 
allelträger). 

Derartige  einfache  Überlegungen,  ohne  Mathematik,  nur  auf 
Grund  des  —  natürlich  geschulten  —  statischen  Gefühles  sind 
mehr  wert  als  alle  Formeln. 

Fünfte  Aufgabe. 

Wie  ändern  sich  hei  der  vorigen  Aufgabe  die  SpannJcräftej  falls 
die  Lasten  am  Untergurt  angreifen? 

Die  Figur  zeichne  man  selber  auf.  Dann  ergibt  sich  folgendes: 
Die  Ober-  und  Untergurtstäbe  bleiben  unverändert.  Denn  die  zu 
diesen  Stäben  gehörigen  Schnitte  trennen  bei  belastetem  Unter- 
gurt dieselben  Kräfte  ab  wie  bei  belastetem  Obergurt.  Die  Mo- 
mente, aus  denen  0  und  U  berechnet  werden,  sind  also  in  beiden 
Belastungsfällen  gleich.  Auch  die  Diagonalen  bleiben  unverändert, 
da  die  zu  den  Diagonalen  gehörigen  Schnitte  dieselben  Last- 
summen Q  abteilen  wie  vorhin.  Bei  den  Vertikalen  ist  es  aber 
anders!  Der  zu  einer  Vertikale  gehörige  Schnitt  geht  schräg. 
Infolgedessen  trennt  er,  wenn  die  Lasten  am  Obergurt  an- 
greifen, eine  andere  Kraftsumme  ab,  als  wenn  die  Lasten  unten 
angreifen.  Für  den  Schnitt  Äg—^a  z.  B.  ist  im  ersten  Falle  die 
Kraftsumme  Q  =  ^  —  2,0  —  3,0  maßgebend,  im  zweiten  Falle 
dagegen  die  Kraftsumme  Q  =  -4.  —  2,0  —  3,0  —  3,5.  (Man  zeichne 
die  Figur  auf!)  Das  heißt,  im  ersten  Falle  ist  die  Vertikale  Fg 
gleich  der  Kraftsumme  des  Feldes  1 — 2;  im  zweiten  Falle  ist  F, 
gleich  der  Kraftsumme  von  Feld  2 — 3.  Entsprechend  ergeben 
sich  für  sämtliche  Vertikalen  bei  Belastung  am  Untergurt  die 
Kräfte: 

Fischer.  StHtUc     II/l.  ß 
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F,  -  -  9,0  t, 

F,  =  -  6,0  „ 

F,  =  -  2,5  „ 

^j  =  0     >»   (ä'^  Gleichgewicht  von  Knoten  5) 

F«  =  +  1,0  „ 

Fs  =  -  4,5  „ 

F,  =  -14,0„ 

Wiederholung:  Die  Ourtstäbe  und  Diagonalen  sind  unabhängig 
davon,  ob  die  Belastung  oben  oder  unten  angreift.  Die  Vertikalen 
dagegen  unterscheiden  sich  je  um  die  betreffende  Knotenpunkts- 
last (Belastung  am  Obergurt  erzeugt  also  die  größten  Druckkräfte 
in  den  Vertikalen). 

Sechste  Aufgabe. 

Der  in  Fig.  29  gezeichnete  Fachwerkträger  mU  einer  geraden 
und  einer  gekrümmten  Chirtung  ist  zu  berechnen! 

Die  Belastung  sei  gleichmäßig  verteilt  im  Betrage  g  «=  0,50  t/m. 

a)  Systemfigur.  Der  Träger  hat  einen  geraden  Obergurt  und 
einen  nach  einer  Parabel  gekrümmten  Untergurt.  In  der  folgenden 
Tabelle  ist  zunächst  die  Trägerfigur  bestimmt.  Die  Parabelordinaten 
ergeben  sich  natürlich  aus  der  Parabelgleichung: 

Hat  nun  ein  Knotenpunkt  des  Fachwerkes  die  Nnmmer  m ,  so  ist 
seine  Entiernnng  vom  linken  Auflager 

(z.  B.  für  Punkt  3  ist  x^3'X;  usw.).  Und  seine  Entfernung  vom 
rechten  Auflager  ist 

Z  -  a?  =  lOi  -  tn  i  =  (10  -  tn)A  . 

Für  einen  Punkt  mit  der  Nummer  m  ergibt  sich  also  die  Parabelhöhe 
y  = -TjQ^-w^A- (10 -- in)A  = -^^-m .  (10  -  w) 

«  *'^  .  ^ .  (10  -  m)  =  0,04 m (l 0  ^  m) . 

Nach  dieser  Formel  lassen  sich  die  Parabelordinaten  y  für  jede 
Stelle  m  sehr  schnell  berechnen.  Zu  den  Längen  y  die  Bndhöhe 
des  Trägers  von  0,50  m  hinzugezählt,  ergibt  dann  die  Träger- 
höhen h ,  wodurch  die  Systemfigur  festgelegt  ist  (s.  untenstehende 
Tabelle)« 
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Nun  wurden  die  Neigangswinkel  /  der  üntcignrtstftbe  be- 
stimmt und  hierzn  gleich  die  weiterhin  gebrauchten  Werte  cos 
und  sin  hinzogeschrieben.     Z.  B. 

„,.  .  «.g  .  0,240 

wurde  berechnet  und  hieraus 

cosyi  =  0,972  ,       siny,  =  0,233 

gefunden.  Entsprechend  tgy,  =  (0,64  —  0,36)  :  1^  «=  0,1867 , 
cos/3  »  0,983 ,  sin/,  »-  0,184 ;  usw.  Dies  geht  sehr  schnell  mittels 
solcher  Tabellen,  in  denen  sin,  cos  und  tg  der  Winkel  direkt, 
ohne  Logarithmen,  nebeneinander  angegeben  sind.  Hat  man  eine 
solche  Tabelle  nicht  zur  Hand,  so  rechne  man  die  Länge  der 


ff  ^  o,so  t/nt 


^L_ 


Stäbe  aus  und  schreibe  sie  in  die  Systemfigur  hinein,  so,  wie  es 
bei  der  zweiten  Aufgabe  dieses  Paragraphen  gemacht  wurde  (Fig.  27). 

Tabelle  I:  Hilfswerte. 


Knoten- 
punkt 

Par&belordinaten 
=  0,04  m  (10 -m) 

Trager- 
hohen 
»»y  +  0,60 

Neigungswinkel 

Untergurt 

1 

Diagonalen 

0,00 

A.-0,ßO 

0,04-l-9«036 

Ax=0,86 

cos/is  0,972 

sin  yis  0,23;) 

cosgois  0,868 

sin  9^1^0,497 

0,04*2«8»0,64 

Ä,  - 1,14 

cos  y,s  0,983 

siny,-0,iai 

cos  9>,- 0,796 

sin  ^  =  0,606 

• 

0,04-8. T-O^l 

»,-1,84 

COSj^as  0,001 

sin  X,  B  0,132 

cos  <)[>,  »0,748 

sin  9>,  a  0,660 

0,04*4. 6»0,96 

»4  « 1,46 

cos  y«  =s  0,907 

sin  x«s  0,080 

cos  9>4»  0,717 

8in^«s  0,688 

0,04*6. 6«1,00 

»,=1,60 

cos  }r,  =  1,000 

sin  Xft  =*  0,027 

cos  (p,a  0,707 

sin  9>,  B  0,707 

b)  Momente  und  Spannkräfte.  Nun  die  Berechnung  der  Mo- 
mente und  Spannkräfte.  Die  Belastung  besteht  aus  einer  indirekt 
wirkenden,  gleichmäßig  verteilten  Last  von  (^==0,50  t/m.  Für 
diesen  Fall  haben  wir  aber  zur  Berechnung  der  Momente  manche 
nützliche  Regel  abgeleitet.     Zunächst:  Da  es  sich  nur  um   die 

6* 
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Momente  an  den  Belastungspnnkten  handelt,  därfeo  wir  Ton  der 
indirekten  Einwirkung  der  Lasten  absehen  und  können  so 
reebnen  y  als  ob  die  Belastung  direkt  wirkte  (s.  Band  I,  §  64,  II). 
Hierdnrch  sparen  wir  das  Anistellen  der  einzelnen  Knotenponkts- 
lasten«  Femer:  Da  die  Belastung  gleichmäßig  verteilt  ist» 
kennen  wir  für  jeden  Knotenpunkt  das  Moment  durch  eine  ein- 
fache Formel  sofort  hinschreiben ;  nämlich  (s.  Band  I,  §  59,  F<Nrmel  II; : 

Hierdnrch  sparen  wir  das  Ausrechnen  der  einzelnen  Summed- 
ausdrucke.  rMan  sieht  an  diesem  Beispiele,  wie  vorteilhaft  die 
Einführung  der  —  bereits  nach  allen  Sichtungen  hin  untersuchten  — 
Biegungsmomente  Jf  für  die  Fachwerkberechnung  ist.)  Da  im 
vorliegenden  Falle  die  Feldweiten  einander  gleich  sind,  können 
wir  in  der  obigen  Formel  die  Abstände  x  und  l  —  x  noch  durch 
die  Feld  weite  l  ausdrucken:  Hat  ein  Punkt  die  Nummer  m,  so 
ist  seine  Entfernung  vom  linken  Auflager  x  —  ml  und  vom 
rediteo  Auflager  x^^{10  —  m)X.    Demnach  ist  sein  Moment: 

M=  |.iii2-(10-iii)l  =  |^2«.m(10~fii) 

=  ^.l,50*.m{10-m) 

=-0.5625-in(10  — m) . 

Im  fAm^tn  geschieht  die  Berechnung  wie  bei  der  zweiten  Aufgabe 
dieses  Paragraphen  (Träger  mit  gekrümmter  Gurtung).  Nur  die 
Vertikalen  lassen  sich  etwas  einfacher  bestimmen.  Da  der  Träger 
einen  geradlinigen  Guri  hat,  der  außerdem  rechtwinklig  zu  den 
Vertikalen  verläuft,  so  verwenden  wir  die  Formel.  Fig.  21b: 

F  — — Dsin^?  — P.     - 

HiV^rin  i.%t  P  die  Knotenpunkfslast  (Lasten  am  Obergnrt).  Im 
vorliegr?nden  Falle  ist 

P  =  1,50.0,50  =  0,75  t. 

AIho  ist  an  jedem  Knotenpunkt  die  betreffende  Vertikale 

F  =  -(l>.sin9?  +  0,75). 

Bei  der  ersten  und  der  letzten  Vertikale  ist  die  Enotenpunktslast 
natürlich  nur  gleich  0,375  t.  Die  mittelste  Vertikale  ergibt  sich 
direkt  gleich  (— P) .    In  dieser  Weise  sind  die  Vertikalen  ermittelt 
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Knoten- 
punkt 

Moment  (mt) 
»0;S6a6-M(10-m) 

M 

h 

(t) 

Obergurt  (t) 

ünterguit  (t) 

A      C08X 

« 

Diagonalen  (t) 

cos  ?» \  ^0     A„  y 

Vertikalen  (t) 

r=- (2)81119,  + 0,8) 

Fo=-(D,sin77i  +  0,4) 

0 

0,0 

0,0 

Ux^    0,0 

1 

+5,9 

Z>i  =  +6,8 

Fo= -(8,4+0,4)= -3,8 

2 

0,6625 -1  •9»+  6>1 

+6,9 

Oj--5,9 

Ut «  +6,0 

+2,0 

i>«  =  +2,5 

Fi= -(1,5+0,8)= -2,3 

2 

0,6ß25  •  2  •  8  = -i-  9,0 

+7,9 

0."-7,9 

ü,  =  +8,0 

+  0,9 

i>,  =  +  l,2 

^"1=" -(0^+0,8)= -1,6 

3 

• 

+8^ 

q,  =  -8,8 

174  =  +8,9 

+0,5 

D4  =  +0,7 

>^.=  -(0,5+0Ä*-l,3 

4 

0,fi9a5. 4-6  a +18,6 

+9,8 

04--9,8 

Ut «  +93 

+0,1 

D.  =  +0,1 

^4» -(0,1+0,8)= -0,9 

0,6025. 6. 6s+U,l 

+  9,4 

0.  =  -9,4 

K4=-0,8 

Eine  ReohenJcontrolle  kann  man  sich  dadurch  schaffen,  daß 
man  in  «Ä5to  Felde  einen  vertikalen  Schnitt  legt,  der  durch 
Obergurt,  Diagonale  und  Untergurt  geht.  Ist  dann  Q  die  Qucr- 
kraft  des  betreffenden  Feldes,  so  muß  die  Beziehung  bestehen: 

D  •  sin97  +  17 .  siny  =  Q  . 

Hiernach  kann  man  D  und  U  kontrollieren.  Entsprechend  nach 
Formel  (Va)  in  §  7b  die  Vertikalen  F.  Die  Kraftsumme  Q  be- 
rechnet sich  bei  indirekter,  gleichmäßig  verteilter  Last  sehr  einfach 
nach  dgr  Formel  Q  =  g- x'%  worin  w'^  der  Abstand  von  Mitte  des 
b^eiffenden  Feldes  bis  Mitte  Spannweite  des  Trägers  ist  (siehe 
Band  I,  §  64, 1). 

Siebente  Aufgabe. 

Wie  ä/ndem  sich  die  bisher  benutzten  Formeln  der  Spannkräfte 
im  Falle  schräger  Belastung? 

1)  Gurtstäbe. 

Um  den  Stab  0  in  Fig.  30  zu  berechnen,  legen  wir  den 
Schnitt  Ä — oc  und  nehmen  Punkt  m  als  Bezugspunkt  für  die 
Momente.     Dann  lautet  die  Gleichgewichtsbedingung: 

worin  M^  die  Summe  der  statischen  Momente  aller  Kräfte  be- 
deutet, die  durch  den  Schnitt  cc — a  abgetrennt  werden.  Eechts- 
herum  zeigende  Kräfte  sind  am  linken  Teile  positiv  genommen. 
Statt  der  Länge  r  kann  man  auch  die  Trägerhöhe  h„  einführen, 
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indem  man  fg  durch  h„-cosß  ersetzt,  so  daß  die  Formeln  zur 
Verfügung  stehen: 

^  Jtf™         .... 


(la)  0  = -[-^^-j  :  msß  . 

Also  dieselben  Formeln  wie  bei  vertikaler  Belastung.  Nor  der 
Wert  M„  ist  jetzt  Bchwleriger  auszurechnen,  indem  jede  schräge 
Last  mit  ihrem  Abstände  vom  Punkte  m  multipliziert  werden 
maß  und  dann  die  Summe  dieser  einzelnen  Produkte  zu  bilden  ist. 
(Die  regulären  „Biegungsmomente"  bezieben  sich  ja  immer  aui 
auf  vertikale  Belastung.) 

; >   _J 

^  ^  [ 

V      ";  f_  =^k       I 


i-ig.  aa 

Genau  entsprechend  ergibt  sich  zur  Berechnung  von  V  (Be- 
zugspunkt m  —  1): 

(I)  (/..,j_Ä"3,^       oder 

(la)  y^-|.(.^^^-|):,.os>-. 

Auf  eins  mul}  mau  aber  bei  schräger  Belastung  achten:  Jetzt  sind 
für  zwei  übereinander  liegende  Knotenpunkte,  z.  B.  m~l  und  m  —  i 
die  Momente  verschieden.  Denn  die  äußeren  Kräfte  geben,  da 
sie  auch  Üorizontalkomponenten  enthalten,  für  zwei  in  ungleicher 
UÖhe  befindliche  Punkte  ungleiche  Momente.  Deshalb  achte  man 
darauf,  daß  für  O  das  Moment  am  unteren  Knotenpunkte  m, 
für  V  aber  am  oberen  Knotenpunkte  m  —  I  zu  nehmen  ist. 
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2)  Diagonalen. 

a.  Bei  vertikaler  Belastung  hatten  wir  die  Diagonalen  aus  der 
Bedingung  ermittelt,  daß  die  Summe  aller  Horizontalprojektionen 
gleich  Null  sein  muß.  Dieselbe  Gleichung  können  wir  auch  jetzt 
anwenden.  Nur  ist  zu  beachten,  daß  bei  schräger  Belastung  auch 
die  äußeren  Kräfte  Horizontalprojektionen  abgeben.  Die  Summe 
der  Horizontalprojektionen  der  äußeren  Kräfte  seitlich  vom 
Schnitt  « — a  wollen  wir  mit  ^H  bezeichnen.     Nehmen  wir  die 

Bichtung  von  links  nach  rechts  positiv,   so   wäre  also  fär  die 
Diagonale  D  von  Fig.  30  (Schnitt  a — a): 

^H  =  —A  '  cosi  +  Pi  •  cos^i  +  Pg  •  cos3,  +  P,  •  cosij  . 

Dann    lautet    die    HorizontalOleichgewichtsbedingung    für    den 
Schnitt  a — oc : 

0  •  cos^  +  ^  •  COS93  +  U '  cosy  +  ^-ff  =*  0  , 

D  COS9?  «  —0  •  cos)8  —  ü'  cosy  —^H  . 

Setzen  wir  nun  für  O'cosß  und  U-cosy  die  bereits  gefundenen 
Werte  ein,  nämlich: 


(la) 


0  •  cos/J  =  -  -^ 


L. 


'm 


Mm-l 

cosy  =  +-T » 


so  entsteht  für  D  die  Formel: 

i>eos^=._^^_j^___^2^, 

(II)       i>=-  ~\^-4^^^~z^ 

COS9?  L   Ä^  Äm-l  « 

Also  eine  entsprechende  Formel  wie  bei  vertikaler  Belastung:  In 
der  Klammer  steht  zunächst  das  Moment  und  die  Trägerhöhe  an 
dem  Knotenpunkte,  der  dem  von  dem  Schnitt  (k — a  getroffenen 
ObergurtstBb  gegenüberliegt.  Dann  kommen  die  gleichen  Größen 
des  dem  Unterguri&t2bbe  gegenüberliegenden  Knotenpunktes. 
Schließlich  tritt  noch  die  Summe  der  Horizontalprojektionen  der 
äußeren   Kräfte  hinzu.     Beim   Aufstellen   der  ^H  werden   am 

linken  Teile  die  nach  rechts  und  am  rechten  Teile  die  nach  links 
zeigenden  Kräfte  positiv  genommen. 

b.  Wenn  das  Fachwerk  Vertikalen  hat,  wie  Fig.  30,  kann  man 
die  Diagonale  D  auch  recht  gut  aus  dem  Gleichgewicht  eines 
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ihrer  Endknotenpnnkte  finden.    Und  zwar  wird  man  zweckmäßig 

denjenigen  Knotenpunkt  betrachten,  an  dem  keine  äui^eren  Kräfte 

(Lasten)  sind.     In  Fig.  30  findet  man  aus  dem  Gleichgewicht  des 

Knotens  m: 

D  «cos^?  =  TJ'*  cosy'—  17'cosy  . 

Setzt  man  für  V'  und  XJ  die  Werte  ein,  so  wird 


/IIa)  D  =  -^ {^  -  ^^\ 


Bei  Fachwerk  mit  Vertikalen  ist  diese  Formel  zweckmäßig;  bei 
Fach  werk  ohne  Vertikalen  Formel  (II). 

3)  Vertikalen. 

Die  Berechnung  der  Vertikalen  geschieht  in  derselben  Weise 
wie  bei  vertikaler  Belastung  (s.  Fig.  20):  Um  die  Vertikale  V  in 
Fig.  30,  linke  Seite,  zu  finden,  verlängere  man  den  vom  Schnitte  ^—^ 
getroffenen  Untergurtstab  nach  links  und  bestimme  die  Hilfs- 
höhe hm-i»    Dann  ist 

(Illa)  V^j  I^Ma^i  ^  -~"~ .  hU-i)  . 

Wirkt  die  Last  unten  (Fig.  30,  rechte  Seite),  so  verlängere  man 
den  vom  Schnitte  getroffenen  Obergurtstab  und  findet: 

(Illb)  V  =  1  (-3/^^!  +  -^-  .  ä;^,)  , 

In  diesen  Formeln  muß  natürlich  sorgfältig  darauf  geachtet 
werden,  daß  M,n  (für  den  unteren  Knotenpunkt)  ein  anderer  Wert 
ist  als  Mm  (für  den  oberen  Knotenpunkt). 

Die  rechnerische  Ermittlung  der  Spannkräfte  bei  schräger  Be- 
lastung ist  etwas  umständlich,  namentlich,  da  die  Berechnung  der 
Momente  ziemlich  viel  Arbeit  macht.  Bei  schräger  Belastung 
wird  man  deshalb  häufig  die  graphischen  Methoden  vorziehen. 
Doch  muß  man  schon  der  Kontrolle  wegen  auch  die  analytische 
Methode  kennen.  Für  besondere  Fälle  (Bogenträger)  läßt  sich 
übrigens  die  Untersuchung  noch  vereinfflo.hen,  wie  an  der  be- 
treffenden Stelle  gezeigt  werden  wird. 

§9- 
ly .  Methode :  Zeichnerisch,  durch  Anwendung  der  Gleichgewiehis- 
bedingungen  auf  zusammenhängende  Fachwerkteile.    (Culmann.) 

Bei  dieser  Methode  gehen  wir  ebenso  vor  wie  im  vorigen 
Paragraphen.  Wir  legen  einen  Schnitt  « — cc  durch  die  Stäbe,  die 
berechnet  werden  sollen,  und  betrachten  dann  das  Gleichgewicht 
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eines  der  beiden  Teile,  in  die  das  Fachwerk  durch  diesen  Schnitt 
zerlegt  ist.  Der  Unterschied  gegen  die  frühere  Methode  besteht 
nur  darin,  daß  die  Oleichgewich tsbetrachtung  jetzt  nicht  in 
rechnerischer,  sondern  in  zeichnerischer  Weise  durchgeführt  wird. 

L  Mechanische  Grundlagen* 

Zunächst  wollen  wir  einen  einfachen  Satz  aufstellen,  der 
immer  dann  gilt,  wenn  eine  Gruppe  von  zwei  bzw.  vier  Kjäften 
auf  einen  Körper  einwirkt  und  diesen  im  Buhezustande  hält. 

i.  Oleichgewtchtsbedingungen  bei  zwei  Kräften. 
Wirken  auf  einen  Körper  nur  zwei  Kräfte  (Fig.  31b),  und 
zeigt  es  sich,  daß  der  Körper  unter  der  Einwirkung  dieser  Kräfte 
in  der  Euhelage  bleibt,  so  gilt  augenscheinlich  folgende  Aussage: 
Die  beiden  Kräfte  sind  gleich  groß,  haben  entgegengesetzte 
Bichtung  und  liegen  in  ein  und  derselben  Geraden.  Diese  drei 
Eigenschaften  müssen  also  die  Kräfte  haben,  falls  der  Körper  im 
Buhezustande  bleiben  soll,  l^amentlich  die  zuletzt  angeführte 
Bedingung  (daß  sie  in  derselben  Geraden  liegen  müssen)  wollen 
wir  uns  für  das  Folgende  merken. 

2,  Oleiohgewichtsledingungen  hei  vier  Kräften. 

Haben  wir  nun  an  einem  Körper  vier  Kräfte,  so  können  wir 
diesen  Fall  auf  den  vorigen  zurückführen  (Fig.  31c).  Wir  ersetzen 
Pj  und  Pj  durch  ihre  Ersatzkraft  iJi-2,  nnd  P,  und  P^  durch 
ihre  Ersatzkraft  JB3-~4.  Dann  haben  wir  statt  der  vier  Kräfte 
nur  die  beiden  Kräfte  Rt^s  und  -B3-4. 

Hinsichtlich  dieser  beiden  Ersatzkräfte  läßt  sich  nun  folgende 
Aussage  machen:  Da  die  ursprünglichen  vier  Kräfte  im  Gleich- 
gewicht waren,  müssen  auch  ihre  beiden  Ersatzkräfte  ein  Gleich- 
gewichtssystem bilden.  Sie  müssen  also  diesi^be  Eigenschaft 
haben,  die  wir  aus  Fig.  31b  abgelesen  haben:  gleich  groß  sein, 
entgegengesetzte  Pfeilrichtung  haben  und  in  ein  und  derselben 
Geraden  liegen. 

Diese  letztere  Eigenschaft  ist  für. das  Folgende  besonders 
wichtig.  Wir  können  sie  auch  so  ausdrücken:  Die  beiden  Ersatz- 
kräfte müssen  in  Bichtung  der  Verbindungslinie  der  beiden 
Punkte  i,  2  und  3,  4  liegen,  in  denen  sich  die  Kräfte  P^,  P^ 
und  Pg ,  P4  geschnitten  haben  (Fig.  31  c).  Denn  hätte  z.  B.  die 
Ersatzkraft  iZi-s  eine  von  dieser  Verbindungslinie  abweichende 
Bichtung,  so  könnte  sie  nicht  mehr  mit  12$.^  in  einer  Geraden 
liegen.     Wir  können  somit  folgenden  Satz  aussprechen: 
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Halten  sich  an  einem  Körper  vier  Kräfte  das  Oleiohgewicht, 
und  bringen  wir  je  zwei  dieser  Kräfte  miteinander  zum  Schnitt,  so 
liegt  sowohl  die  Ersatzkraft  der  ersten  beiden  Kräfte  als  auch  die 
ErsatzJcraft  der  letzten  beiden  Kräfte  in  der  Verbindungslinie  der 
beiden  Schnittpunkte, 

Dieses  ist  also  eine  besondere  Eigenschaft  einer  derartigen,  ans 
vier  Kräften  bestehenden  Gleichgewichtsgruppe.  Sie  wurde  zuerst 
von  Gulmann  (Zürich)  hervorgehoben  und  zur  Berechnung  der 
Stabkräfte  eines  Fachwerkes  benutzt. 

II.  Anwendung  zur  Stabkrattbestinimung. 

Betrachten  wir  jetzt  den  Fachwerkteil  0 — 1 — 2  in  Fig.  31a. 
Auf  ihn  wirken  die  vier  im  Gleichgewicht  befindlichen  Kräfte  A , 
U,  D  und  O.  Wir  haben  also  gerade  den  vorhin  betrachteten 
Fall:  Körper,  der  durch  vier  Kräfte  im  Buhezustand  gehalten 
wird,  und  können  also  den  vorhin  aufgestellten  mechanischen 
Satz  verwenden. 

Von  den  vier  Kräften  ist  der  Auflagerdruck  Ä  gegeben;  die 
Stabkräfte  Z7,  D  und  0  sollen  gefunden  werden.  Zunächst  bringen 
wir  je  zwei  der  Kräfte  zum  Schnitt;  z.  B.  Ä  und  U  (Schnitt- 
punkt 3  in  Fig.  31a)  und  D  und  0  (Schnittpunkt  1).  Betrachten 
wir  nun  die  beiden  Kräfte  A  und  U.  Von  ihnen  kennen  wir 
1)  Oröße  und  Richtung  von  A,  2)  Richtung  von  U.  Ferner  wissen 
wir  aber  jetzt  aus  unserem  mechanischen  Satze  noch,  daß  3)  die 
Eesultierende  von  A  und  U  in  Fig.  31a  in  der  Verbindungs- 
linie L  der  Schnittpunkte  3  und  1  liegen  muß. 

Biese  letztere  Eigenschaft  der  beiden  Kräfte  A  und  U  er- 
möglicht es,  die  noch  fehlende  Oröße  von  U  zu  finden:  Wir 
zeichnen  (Fig.  31  d)  A=ab,  ziehen  durch  den  einen  Endpunkt 
von  A  die  Parallele  zu  der  Linie  L  von  Fig.  31  a  und  durch  den 
anderen  die  Parallele  zu  U.  Dann  ist  die  Stabkraft  U  dargestellt 
durch  die  Strecke  c — a.  Denn  die  Bichtung  von  ca  ist  parallel 
dem  Stabe  Z7,  und  die  Größe  der  Kraft  cä  ist  so,  daß  die  beiden 
Kräfte  ca  und  ab  eine  Ersatzkraft,  ob,  ergeben,  die  parallel  ist 
der  Verbindungslinie  L  der  Schnittpunkte  3  und  1 .  Zeichnet  man 
also  diese  Ersatzkraft  in  Fig.  31a  ein,  so  liegt  sie  auf  der  Ge- 
raden L ,  erfüllt  somit  die  vorhin  abgeleitete  Bedingung.  Hiermit 
haben  wir  aus  der  Eigenschaft,  daß  A  und  U  eine  Ersatzkraft 
ergeben  müssen,  die  in  die  Hilfslinie  L  fällt,  die  bisher  un- 
bekannte Stabkraft  U  ermittelt. 

Nun  gehen  wir  zu  deil  beiden  anderen  unbekannten  Kräften 
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.0  und  D.  Diese  lassen  sich  aus  der  Bedingung  bestimmen,  daß 
ihre  Ersatzkraft  gleiche  Größe  und  entgegengesetzte  Bichtung 
der  Ersatzkraft  Ton  A  und  TJ  haben  muß.  Die  Ersatzkraft 
von  0  und  D  ist  in  Fig.  31  d  also  durch  die  Länge  ho  gegeben. 
Die  Bichtung  ist  so,  wie  der  geschlossene  Pfeil  angibt.  [Man  be- 
achte, daB  die  Ersatzkraft  mehrerer  Kräfte  Ton  dem  Anfangspunkt  des 
Krftftepolygons  nach  dem  Endpunkte  desselben  zeigt.  Die  Ersatzkrafi 
von  TJ  und  A  geht  also  von  c  nach  h ;  folglich  ist  die  Ersatzkraft  von  0 
und  D  dargestellt  durch  die  Strecke  von  h  nach  c]  Um  nun  aus  ihrer 
Ersatzkraft  hc  die  Größen  der  beiden  Kräfte  0  und  D  selber  zu 
finden,  ziehen  wir  durch  Anfangs-  und  Endpunkt  von  h  c  Parallelen 


zu  0  und  D .  Dann  entsteht  ein  Kräftedreieck  mit  den  Größen  0 
und  D .  Die  Pfeile  zeichnet  man  übrigens  am  besten  zum  Schlüsse 
ein,  indem  man  von  A==  ah  anfängt,  und  dann  weiter  nach  ä,  c 
und  zurück  nach  a  gelangt.  Das  Viereck  a — h—ä — c  nennen  wir 
„Ottlwionnsches  Fterecfc". 

IIL  Wiederholung, 

Somit  haben  wir  die  von  dem  Schnitte  öt—öt  in  Fig.  31a  ge- 
troffenen Spannkräfte  O ,  D  und  17  ermittelt.  Als  Mittel  hierzu  be- 
nutzten wir  die  im  ersten  Absatz  aufgestellte  spezielle  Gleich- 
gewichtsbedingung für  vier  Kräfte:  Die  beiden  Besultierenden  je 
zweier  dieser  Kräfte  müssen  gleich  groß,  entgegengesetzt  gerichtet 
sein  und  in  der  Verbindungslinie  der  beiden  Schnittpunkte  liegen. 
Die  praktische  Anwendung  war  folgende:  Von  den  vier  Kräften 
A^TJy  D  und  0  bringen  wir  je  zwei  zum  Schnitt  und  ziehen 
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die  Verbindungslinie  L  der  Schnittpunkte.  Dann  zerlegen  wir  die 
bekannte  Kraft  A  nach  den  Eichtungen  TJ  und  L  und  finden 
hierdurch  zunächst  TJ.  Schließlich  zerlegen  wir  noch  L  nach  den 
Eichtungen  0  und  D  und  finden  hierdurch  auch  die  beiden 
letzteren  Spannkräfte  (Fig.  31  d). 

Diese  Methode  ist  recht  praktisch,  solange  man  es  nur  mit 
einer  äußeren  Kraft,  A ,  zu  tun  hat.  Treten  noch  andere  Kräfte 
hinzu,  z.  B.  (P),  so  muß  man  erst  A  und  (P)  zu  einer  Brsatz- 
kraft  vereinen,  so  daß  man  im  ganzen  (einschließlich  der  Stab- 
kräfte) immer  nur  vier  Kräfte  hat.  In  solchen  Fällen  kommt 
man  nach  CrerMma  oder  Ritter  schneller  zum  Ziel.  (Beispiel  für 
die  Anwendung  des  (7t^2!mann  sehen  Verfahrens  s.  letzte  Aufgabe 
^on  §  22.) 

§10. 
Allgemeine  Wiederholung  des  1.  Vortrages. 

In  diesem  Vortrage  haben  wir  verschiedene  Methoden  zur 
Berechnung  von  Stabkräften  entwickelt.  Das  Fundament  aller 
dieser  Verfahren  waren  die  Gleichgewichtsbedingungen  der  Me- 
chanik. Diese  sind  —  was  nochmals  hervorgehoben  sei  —  streng 
mathematisch  richtig,  so  daß  die  Fachwerktheorie  auf  guter, 
solider  Grundlage  steht. 

Im  einzelnen  sind  wir  bei  den  verschiedenen  Methoden  fol- 
gendermaßen vorgegangen: 

J,  Wir  betrachten  das  Gleichgewicht  der  einzelnen  Knotenpunkte. 

Die  hierfür  gültigen  Bedingungen  verwenden  wir 

1.  in  analytischer  Form  [-B,  =  0,  22^  =  0], 

2.  in  graphischer  Form  [an  jedem  Punkte  geschlossenes  Kräfte- 
polygon.   Cremona], 

1 1 .  Wir  "betrachten  das  Gleichgewicht  zusammenhängender  Fachwericteile, 

Die  hierfür  gültigen  Bedingungen  verwenden  wir 

1.  in  analytischer  Form  [Ritter  u.  a.], 

2.  in  graphischer  Form  [Culmann&che&  Viereck]. 

Es  sei  aber  daran  erinnert,  daß  wir  bisher  unsere  Unter- 
suchungen nur  auf  das  einfachste,  allerdings  auch  wichtigste  Fach - 
werk  ausgedehnt  haben,  nämlich  das  Dreieckfachwerk  (s.  §  1,  IIIj. 
Der  folgende  Vortrag  wird  nun  eine  allgemeine,  mehr  umfassende 
Betrachtung  von  Fachwerkkonstruktionen  bringen.  Hier  wird 
namentlich  gezeigt  werden,  daß  die  Methoden,  die  wir  bisher  nur 
auf  die  einfachen  Dreieckfachwerke  angewendet  haben,  auch  in 
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den  Bohwierigsten  Fällen,  bei  ganz  unregelmäßigen  Fachwerken, 
zum  Ziele  führen.  Allerdings  sind  hierzu  noch  verdchiedene  Hil&- 
betraohtungen  notwendig. 


2.  Vortrag: 

Bereehnungsmethoden  für  nicht-einfache  Fachwerke.     All- 
gemeine Untersuchungen  über  Fachwerksysteme. 

Im  1.  Vortrage  haben  wir  die  wichtigsten  Methoden  zur  Be- 
rechnung von  Facbwerken  besprochen  und  auch  eine  ganze  Reihe 
Ton  Beispielen  mit  Hilfe  dieser  Methoden  behandelt.  Nun  wollen 
wir  die  Frage  aufwerfen:  Genügen  diese  bisher  durchgenommenen 
Methoden,  um  jedes  Fachwerk  zu  berechnen,  oder  gibt  es  auch 
Fachwerke,  die  sich  nach  den  bisher  gezeigten  Verfahren  noch 
nicht  berechnen  lassen  t  Die  Beantwortung  dieser  Frage  erfordert 
eine  allgemeine  Untersuchung  der  Fachwerkkonstruktionen  über- 
haupt. 

§11. 

EinteUung  der  Fach  werke  in  statisch  bestimmte,  labile  und  sta- 
tisch unbestimmte  Konstruktionen. 

I.  Mathematfgche  Wiederholung. 

Für  das  Folgende  brauchen  wir  zunächst  eine  kurze  Dar- 
legung aus  der  Mathematik.  Und  zwar  soll  untersucht  werden, 
was  es  zu  bedeuten  hat,  wenn  bei  einer  Gruppe  von  Gleichungen 
1)  die  Anzähl  der  Gleichungen  gleich  der  Anzahl  der  Unbekannten 
ist,  2)  wenn  sie  größer  und  3)  wenn  sie  kleiner  ist. 

1.  Anzahl  der  Gleichungen  gleich  Anzahl  der  Unbekannten. 

Bei  irgendeiner  physikalischen  Untersuchung  möge  eine  An- 
zahl von  Unbekannten  x ,  y  usw.  auftreten,  zu  deren  Bestimmung 
eine  Anzahl  von  Gleichungen  vorhanden  ist.  (Z.  B.  Stab-  und 
Auflagerkräfte,  zu  deren  Bestimmung  Gleichgewichtsbedingungen 
verwendet  werden.)  Als  Beispiel  diene  die  Gruppe  von  Gleichungen: 

|5ap-f  2y  +  3«  =  18, 
1«+  ^y-\-\z  -19. 

Wie  nun  die  Mathematik  zeigt,  lassen  sich  aus  diesen  drei  Glei- 
chungen die  drei  Unbekannten  ermitteln;  d.  h.  die  drei  Gleichungen 
ergeben  für  die  drei  Unbekannten  x^y^z  bestimmte  Werte.    Und 
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umgekehrt^  setzt  man  für  die  drei  Unbekannten  die  betreffenden 
Werte  ein,  so  sind  die  Gleichungen  erfüllt.  Allgemein  lautet  die 
Eegel:  Stehen  zur  Berechnung  von  n  Unbekannten  n  Gleichungen 
zur  Verfügung,  so  ergibt  sich  durch  Auflösung  der  Gleichungen 
für  jede  Unbekannte  stets  ein  bestimmter  Wert. 

Sind  insbesondere,  wie  im  obigen  Beispiele,  die  Gleichungen 
vom  ersten  Grade,  d.  h.  kommen  die  Unbekannten  nur  in  der 
ersten  Potenz  vor,  so  ergibt  sich  für  jede  Unbekannte  nur  ein 
bestimmter  Wert,  der  die  Gleichungen  befriedigt.  (Eine  Gleichung 
zweiten  Grades  liefert  für  die  Unbekannte  zwei  Werte,  von  denen 
jeder  die  Gleichung  befriedigt.)  Die  physikalische  Bedeutung 
dieser  Aussage  ist,  daß  die  zunächst  unbekannten  Größen  x ,  y  usw. 
am  Schlüsse  der  Bechnung  vollständig  eindeutig  bestimmt  vor- 
liegen. 

2.  Mehr  Gleichungen  als  Unbekannte, 

Nun  wollen  wir  aber  die  folgende  Gruppe  von  Gleichungen 

betrachten: 

'  5x  +  2y  =  9, 

(2)  l2a?  +  4y  =  10, 

x  +  3y^20. 

Hier  könnten  wir  zunächst  z.  B.  die  ersten  beiden  Gleichungen 
auflösen.  Es  würde  sich  ergeben  a;  » 1 ,  ^  »  2 .  Setzen  wir  nun 
aber  diese  Werte  von  x  und  y  in  die  dritte  Gleichung  ein,  so 
zeigt  sich,  daß  sie  nicht  befriedigt  wird.  Denn  lx  +  3y  ergibt  7 
und  nicht  20.  Es  müßte  direkt  ein  Zufall  sein,  daß  bei  der 
obigen  Gruppe  auch  die  dritte  Gleichung  erfüllt  wird.  Im  all- 
gemeinen ist  es  vielmehr  so:  Ist  die  Anzahl  der  Gleichungen 
größer  als  die  Anzahl  der  Unbekannten,  so  verlangen  die  ersteren 
mehr,  als  die  Unbekannten  erfüllen  können.  Die  physikalische 
Bedeutung  dieses  Widerspruches  ist  die,  daß  die  Aufgabe  sich 
überhaupt  nicht  lösen  läßt,  sondern  daß  bei  der  Ableitung  der 
Gleichungen  eine  falsche  Voraussetzung  unterlaufen  ist. 

3.  Mehr  Unbelcannte  als  Gleichungen, 

Als  dritten  Fall  wollen  ¥rfr  folgende  Gruppe  b^trac^ht^^n : 

f  6x  +  2y  +  dz=18, 
^  ^  \  2a?  +  4y  +  l«-13. 

Also  zwei  Gleichungen  mit  drei  Unbekannten.  Hier  zeigt  die 
Mathematik,  daß  die  Gleichungen  nicht  ausreichen,  um  die  Un- 
bekannten vollständig  zu  bestimmen.   Aus  den  obigen  Gleichungen 


n 
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kann  man  noch  gar  nicht  wissen,  welchen  Wert  die  unbekannten 
X ,  y  und  z  eigentlich  haben  werden.  Es  müßte  vielmehr  zu  ihrer 
Bestimmung  noch  eine  weitere  Gleichung  aufgesucht  werden. 
Physikalisch  gesprochen:  Ist  die  Anzahl  der  Gleichungen  kleiner 
als  die  Anzahl  der  Unbekannten,  so  läßt  sich  die  betreffende 
Aufgabe  mit  Hilfe  dieser  Gleichungen  allein  noch  nicht  lösen. 
Es  muß  vielmehr  versucht  werden,  auf  irgendeine  Weise  noch 
wdtere  Gleichungen  zu  erhalten. 

Zusammenstellung:  Zusammenfassend  haben  wir  also  folgendes 
gesehen:  Sind  m  Gleichungen  ersten  Grades  vorhanden  und  ist 
die  Anzahl  der  Unbekannten  gleich  n ,  so  sind  folgende  Fälle  möglich : 

1)  m^n^ 

Problem  vollständig  lösbar.    Für  jede  Unbekannte  ergibt  sich  ein 

bestimmter  Wert. 

2)  m>n . 

Problem  nicht  erfüllbar.     Gleichungen  verlangen  Unmögliches. 

3)  m  <in  . 

Problem  lösbar,  jedoch  reichen  die  angeschriebenen  Gleichungen 
noch  nicht  zur  Bestimmung  der  Unbekannten  ans. 

IL  Anwendung  auf  Fachwerke. 

Nun  betrachten  wir  eine  Fachwerkkonstruktion.  Sie  sei  nach 
dem  einfachsten,  in  §  3  und  4  gezeigten  Verfahren  berechnet; 
d.  h.  indem  für  jeden  Knotenpunkt  die  beiden  Gleichgewichts- 
bedingungen E«  «  0  und  £y  »  0  verwendet  sind.  Insgesamt  habe 
das  Fach  werk  k  Knotenpunkte: 

k  "  Aniahl  der  Knotenpnnkte. 

Denken  wir  uns  nun  für  jeden  der  h  Punkte  diese  zwei  Be- 
dingungen angeschrieben  und  sämtliche  so  entstandenen  Glei- 
chungen untereinander  gesetzt,  so  haben  wir  insgesamt  eine 
Gruppe  von  2-ä  Gleichungen: 

2Xß  >■  Anialü  der  Gleichungen. 

Und  zwar  sind  diese  Gleichungen  sämtlich  vom  ersten  Grade 
(vgl.  die  Beispiele  von  §  4).  Diese  2  h  Gleichungen  stellen  also 
die  Bedingung  dar,  daß  jeder  Knotenpunkt  des  Fachwerkes  sich 
im  Buhezustand  befindet. 

Unbekannt  in  diesen  2%  Gleichungen  sind  die  Spannkräfte 
und  Auflagerkräfte.     Es  sei 

u  *-  Anzahl  der  Stab-  und  Auflagerunbekannten. 
Vergleichen  wir  nun  die  Zahl  u  der  Unbekannten  mit  der  Zahl  2  h 
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der  zu  erfüllenden  Gleichungen,  so  lassen  Rieh  unter  Anwendung 
des  Absatzes  I  dieses  Paragraphen  folgende  Schlüsse  ziehen. 

1)     u^ikj 

d.  h.  es  sei  die  Anzahl  der  Unbekannten  gerade  gleich  der  Anzahl 
der  Gleichungen.  In  diesem  Falle  lassen  sich  die  sämtlichen  Un- 
bekannten berechnen.  Für  jede  Unbekannte  ergibt  sich  durch 
Auflösung  der  Gleichungen  ein  bestimmter  Wert.  Setzt  man  diese 
Werte  in  die  Gleichungen  ein,  so  werden  sämtliche  Gleichungen 
erfüllt.  Physikalisch  gesprochen  hat  dieser  Fall  also  folgende  Be- 
deutung: Sämtliche  Stab-  und  Auflagerkräfte  lassen  sich  mit  Hilfe 
der  Gleichgewichtsbedingungen  ermitteln.  Und  diese  so  ermittelten 
Stab-  und  Auflagerkräfte  haben  dann  aber  auch  tatsächlich  die 
Eigenschaft,  daß  sie  jeden  Punkt  des  Fachwerkes  im  Euhezustand 
halten. 

Augenscheinlich  ist  diese  Gruppe  von  Fach  werken  die  wichtigste. 
Sie  lassen  sich  auf  jeden  Fall  berechnen,  da  ja  ihre  Berechnung 
nichts  weiter  ist,  als  die  mathematische  Aufgabe,  eine  Anzahl  von 
Gleichungen  ersten  Grades  zu  lösen.  Sie  sind  aber  auch  auf  jeden 
Fall  standsicher,  denn  durch  die  Erfüllung  der  2fc  Bedingungen 
ist  ja  mathematisch  nachgewiesen,  daß  jeder  Punkt  und  somit 
auch  die  ganze  Konstruktion  dauernd  in  der  Huhelage  ist.  (Na- 
türlich müssen  die  Abmessungen  den  berechneten  Kräften  ent- 
sprechend gewählt  werden.)     Man  nennt  solche  Fachwerke 


statisch  bestimmt 


(Da  sie  mit  den  Eegeln  der  einfachen  Statik  zu  bestimmen  sind.) 
Der  I.  und  II.  Band  des  vorliegenden  Buches  beschäftigt  sich  fast 
ausschließlich  mit  diesen  „statisch  bestimmten^'  Konstruktionen. 

2)     u<2k, 

d.  h.  es  sei  die  Anzähl  der  Unbehannten  Meiner  als  die  Anzahl  der 
Oleichgewichtsbedingungen. 

Dieser  Fall  bedeutet,  daß  sich  die  vorgeschriebenen  2  Je  Gleich- 
gewichtsbedingungen  mit  den  zur  Verfügung  stehenden  Unbekannten 
überhaupt  nicht  erfüllen  lassen.  Oder,  im  physikalischen  Sinne 
gesprochen,  die  vorhandenen  Stab-  und  Auflagerkräfte  reichen 
nicht  ans,  um  den  Ruhezustand  des  Fachwerkes  zu  ermöglichen. 
Es  müßten  noch  neue  Kräfte  (Stäbe  bzw.  Auflager)  hinzugefügt 
werden,  um  die  Voraussetzung  der  ganzen  Rechnung,  nämlich  den 
Zustand  (los  Gleichgewichtes,  überhaupt  erst  möglich  zu  machen 
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Dann   erst  könnte  die  eigentliche  Berechnung  der  Konstruktion 
erfolgen. 

Für  die  Praxis  sind  derartige  Konstruktionen,  die  nicht  ge- 
nügend Stäbe  bzw.  Auflager  haben,  natürlich  unbrauchbar.  Sobald 
sie  Last  bekommen,  bleiben  die  einzelnen  Knotenpunkte  gar  nicht 
im  Ruhezustand,  sondern  klappen  einfach  zusammen.  Ein  solches 
Fachwerk  gehört  also  nicht  mehr  in  das  Gebiet  der  Statik,  sondern 
der  Dynamik  (Lehre  von  der  Bewegung)  bzw.  zum  §  330  des 
Strafgesetzbuches  (Verstoß  gegen  die  anerkannten  Eegeln  der 
Baukunst).   Man  nennt  derartige  nicht  standsichere  Konstruktionen 


(Da  sie  unbeständig,  nicht  im  Buhezustand,  sind.) 

3)    u>2kj 

d.  h.  es  sei  die  Anzahl  der  Unbekannten  größer^  als  die  doppelte 
Anzahl  der  KnotenpunTcte  ist. 

In  diesem  Fall  reichen  die  Gleichungen  nicht  zur  Berechnung 
der  unbekannten  aus.  Im  physikalischen  Sinne:  Das  Fachwerk 
hat  so  viel  Stab-  und  Auflagerkräfte,  daß  die  Gleichgewichts- 
bedingungen allein  nicht  genügend  Beziehungen  liefern,  um  diese 
Kräfte  berechnen  zu  können.  Die  bisherigen,  in  §  3  bis  §  9  ent- 
wickelten Methoden,  die  ja  sämtlich  nichts  anderes  als  die  Gleich- 
gewichtsbedingungen in  verschiedenen  Formen  darstellen,  reichen 
also  in  diesem  Fall  nicht  zur  Berechnung  aus. 

Hinsichtlich  der  Standsicherheit  sind  derartige  Konstruktionen 
aber  natürUch  recht  günstig,  da  sie  ja  mehr  Stab-  und  Auflager- 
kräfte haben,  als  zur  Erfüllung  der  Gleichgewichtsbedingungen 
nötig  sind.  Nur  die  Berechnung  ist  erschwert.  Man  muß  außer 
den  Gleichgewichtsbedingungen  noch  die  Betrachtung  der  Form- 
änderungen  oder  aber  gewisse  Annahmen  zu  Hilfe  nehmen.  In- 
folge dieser  abweichenden  Berechnungsmethode  nehmen  sie  in  der 
Theorie  der  Tragwerke  eine  gewisse  besondere  („vornehme")  Stellung 
ein.  In  §  34,  87,  88  des  I.  Bandes  und  auch  später  sind  der- 
artige Konstruktionen  gelegentlich  bereits  untersucht.  Die  ein- 
gehende Theorie  bringt  der  m.  Band  des  vorliegenden  Buches. 
Man  nennt  sie 


statisch  unbestimmt 


(Da  zu  ihrer  Bestimmung  die  einfache  Statik  nicht  mehr  ausreicht.) 

Fi  «eher.  Staffle.    IM.  7 
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nr.  Bemerkungen  hinsichtlich  der  Unbekannten^ 

Hinsichtlich  der  y^Unbekannten^,  um  deren  Anzahl  es  sich 
handelt,  noch  eine  kurze  Bemerkung.  Es  sind  dieses  also  die 
Stab-  und  Auflagerkräfte.  Man  kann  auch  so  sagen:  Es  sind 
diejenigen  Kräfte,  die  in  dem  Fachwerk  und  dessen  Lagerung  ge- 
weckt werden,  sobald  die  Lasten  zu  wirken  beginnen.  Die  Be- 
zeichnung „unbekannte^'  bezieht  sich  also  mehr  auf  die  mathe- 
matische  Seite,  während  der  Name  „widerstehende  Kraft"  mehr  die 
statische  Seite  treffen  würde.  Beide  Ausdrücke  bezeichnen  dasselbe; 
denn  die  widerstehenden  Elräfte  (die  in  den  Stäben  und  an  den  Auf- 
lagern  den  Lasten  Widerstand  leisten)  sind  ja  eben  diejenigen  Kräfte, 
die  in  den  Glcichgewichtsbedingungen  als  Unbekannte  auftreten. 

In  der  Sprache  der  Mathematik  würde  man  die  Lasten  als 
die  „unabhängigen  Variablen"  und  die  widerstehenden  Ejräfte  als 
die  „abhängigen  Variablen"  bezeichnen.  Denn  an  und  für  sich 
können  sowohl  die  ersteren  wie  die  letzteren  in  allen  möglichen 
Grenzen  variieren.  Aber,  die  Lasten  können  ganz  beliebig  vari- 
ieren, die  widerstehenden  Kräfte  dagegen  nicht.  Denn  letztere 
sind  ja  in  bestimmter  Weise  von  den  Lasten  abhängig;  sie  sind 
eine  „Funktion"  der  Lasten. 

Also:  Unbekannte,  abhängige  Variable,  widerstehende  Ejraft 
ist  dasselbe.  Die  Hauptsache  ist,  daß  man  sich  bei  einer  solchen 
mathematischen  Untersuchung  stets  klarmacht,  welche  physika- 
lische Bedeutung  die  einzelnen  Glieder  der  Gleichungen  haben. 

Bei  der  Aufzählung  dieser  unbekannten  Größen  (wider- 
stehenden Kräfte)  ist  folgendes  zu  beachten:  Jeder  Stab  liefert 
bekanntlich  eine  Unbekannte,  nämlich  die  Größe  seiner  Kraft. 
Jedes  bewegliche  Lager  liefert  ebenfalls  eine  Unbekannte  (Größe 
der  Auflagerkraft).  Jedes  feste  Lager  liefert  aber  zwei  Unbekannte, 
nämlich  Größe  und  Richtung  der  Auflagerkraft.  Ein  festes 
Lager  ist  also  in  den  Gleichgewichtsbedingungen  genau  so  viel 
wert  wie  zwei  Stäbe  oder  bewegliche  Lager.  In  der  Tat  hält  ja 
auch  ein  festes  Auflager  einen  Knotenpunkt  vollständig  unbeweglich 
fest,  während  ein  Stab  oder  ein  bewegliches  Lager  einen  Punkt 
noch  nicht  vollständig  festlegt.  (Zum  vollständigen  Festhalten 
wären  zwei  Stäbe  nötig.  Vgl.  auch  I.  Band,  §  14,  „Auflagerstäbe".) 

Ist  also  bei  .  irgendeiner  zusammengesetzten  Fachwerk- 
konstniktion  (z.  B.  6cr6cr scher  Fachwerkträger,  Dreigelen kbogen)  die 

Anzahl  der  Stäbe  «  8 , 

„         „    beweglichen  Lager  *=  b , 
„         „    festen  Lager  =  / , 
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BO  ergibt  sich  hieraus  die  Anzahl  der  Unbekannten  (widerstehenden 
Kräfte): 


Unbekannte  u=i8  +  b  +  2f. 


Hiermit  ist  auch  über  die  ^^Unbekannten''  das  Erforderliche  gesagt. 

IV»  Zqgammenlaasnng, 

Bei  irgendeiner  Fachwerkkonstruktion  sei: 
AnzahlclerKnotenpunkte=fe.  [Also2A;=Anzahld.Gleichgewichtsbeding.] 

"       "  wl  J^.r  "h    1  [Al8o«  =  «  +  6  +  2/'  =  Anzahlder 
„       „  bewegl  Lager  ~b  Unbekannten.] 

„       „  festen  Lager    =f.) 

Dann  sind  drei  Fälle  möglich: 

1)  ti  =  3  fe  [statisch  bestimmtes,  standsicheres  Fachwerk]. 

2)  w<2fc   [labiles  Fachwerk.    Unbrauchbar]. 

3)  u>2k  [statisch  unbestimmtes  Fach  werk.     Standsicher ,  aber 

schwer  zu  berechnen]. 

Am  weitaus  wichtigsten  ist  der  erste  Fall:  statisch  bestimmte 
Konstruktion.  Deshalb  nochmals:  Damit  ein  Faehwerk  statisch 
bestimmt  sei,  muß  die  Bedingung  erfüllt  sein: 


8  +  b  +  2f^2k. 


(I) 

In  Worten: 
Stäbe  +  bewegliche  Lager  +  2  X  feste  Lager  =  2  X  Knotenpunkte. 

Wenn  also  auch  ein  Fach  werk  mehrfach  gelagert  ist,  wenn  es 
Zwischengelenke  hat,  unregelmäßig  aufgebaut  ist  oder  dergleichen, 
wir  können  jetzt  immer  entscheiden,  ob  es  statisch  bestimmt, 
labil  oder  statisch  unbestimmt  ist. 

Es  gibt  allerdings  noch  Ausnahmefälle.  Derentwegen  sei  auf 
§  16  verwiesen! 

V,  Spegialfttll:  Der  Fachwerkbalken  auf  zwei  Stützen. 

Die  vorige  Untersuchung  gilt  für  jede  noch  so  komplizierte 
Fachwerkkonstruktion,  l^un  wollen  wir  das  Kennzeichen  der 
statischen  Bestimmtheit  für  den  Fall  spezialisieren,  daß  das  be- 
treffende Fachwerk  so  gelagert  ist,  daß  an  den  Auflagern  nur 
drei  Unbekannte  auftreten.  Diese  Lagerung  ist  ja  die  verbreitetste 
von  allen.  Meistens  in  der  Form,  daß  ein  festes  (zwei  Unbekannte) 

7*    . 
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und  ein  bewegliches  Lager  (eine  unbekannte)  angeordnet  sind. 
Es  können  aber  auch  drei  bewegliche  Lager  oder,  was  auf  das- 
selbe hinauskommt,  drei  Auflagerstäbe  genommen  werden. 

Ist  nun  wieder  8  die  Anzahl  der  Stäbe  des  Fachwerkes,  so 
haben  wir  bei  dieser  Lagerung  im  ganzen  8  Stab-  und  3  Auflager- 
Unbekannte;  also 

Die  Bedingung  der  statischen  Bestimmtheit,  u  <=  2  X; ,  geht  also  in 

diesem  Falle  über  in: 

«+3=2fc; 
hieraus: 

»  =  2fc  — 3  . 

In  Worten :  Damit  ein  FachwerJc  mit  drei  Auflagerunbekannten  hei 
Ic  Knotenpunkten  8tati8ch  bestimmt  eeiy  muß  die  Anzahl  der  Stäbe  sein: 


(la) 


»^2k'^3. 


Das  ist  die  wichtigste  Formel  aus  der  Fachwerktheorie. 

Eine  Lagerung  mit  drei  Auflagerunbekannten  nennt  man 
„statisch  bestimmte  Lagerung'^  ^^^^  dann  die  Zahl  der  Un- 
bekannten gleich  der  Zahl  der  Gleichgewichtsbedingungen  ist,  die 
an  einem  Körper  erfüllt  werden  müssen  (Band  I,  §  15,  Schluß 
und  §  19).  Ein  Fach  werk  mit  statisch  bestimmter  Lagerung  und 
{2k —  3)  Stäben  nennen  wir  einen  einlachen  Faehwerkbalken.  Derart 
sind  die  meisten  Fachwerkkonstruktionen  überhaupt. 

§12. 
Beispiele  zu  §  11. 

Erste  Autgabe. 

Die  Untersuchungen  des  vorigen  Paragraphen  sind  an  Hand 
von  Fig.  32  noch  einmal  im  einzelnen  durchzuführen! 

1)  Anschreiben  sämtlicher  2  k  Oleichgewichtsbedingungen, 
Wir  wollen  also  für  jeden  der  Knotenpunkte  1  . . .  4  die 
Oleichgewichtsbedingungen  aufstellen  und  aus  diesem  System  von 
Gleichungen  die  mathematischen  Folgerungen  ziehen.  Beim  An- 
schreiben der  Gleichungen  werden  die  zunächst  unbekannten 
Stabkräfte  sämtlich  als  Zug  eingeführt.  Die  Bichtungen  nach 
rechts  und  nach  oben  sind  als  die  positiven  genommen.  Hiemach 
entsteht  folgende  Gruppe  von  Gleichungen: 


« 
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Bin»  -t-Si  Unat +  Stuaat         =0 


1+^ 


2 


ain^  •  5|  sinat  -  8^  sin««  •  5«  ^  0 


{ 


^ßiCOBeh  +  S^eoBat         =  0 
•^StBinot-^-StBlna^         «0 


Zunächst  ist  also  zu  konstatieren,  daß  wir  tatsächlich 

2  •  fe  »  2  •  4  »  8  Gleichungen 
erhalten. 

In  diesen  acht  Gleichungen  sind  gegeben:  Die  Last  P,  deren 

Neigungswinkel  d  und  die  Neigungswinkel   «| . . .  «^   der  Stäbe. 

Unbekannt  dagegen  sind:  Der  Auflagerdruck  A  ,  dessen  Bichtongs- 

winkel   a ,   der  Aufiagerdruck  B  und  die   Stabkräfte   ^^ . . .  S^ . 

Insgesamt  haben  wir  also  tatsächlich  bei  dem  Fach  werke: 

u««  +  ft  +  2-/==5+l  +  2-l-=8  Unbekannte. 

In  diesem  besonderen  Falle  ist  nun 

i«  =  2A; , 

Anzahl  der  Unbekannten  gleich  Anzahl  der  Gleichungen.  Daraus 
folgt,  dafi  durch  einfache,  mathematische  Auflosung  der  2  k  Glei- 
ohungen  die  widerstehenden  Kräfte  Ä^  Bj  Si. . .  8^  sämtlich  nach 
GröSe  und  Bichtung  zu  bestimmen  sind.  (Zur  Übung  führe  man 
die  Bechnung  tatsächlich  durch!)  Und  umgekehrt,  werden  die 
widerstehenden  Kräfte  angebracht,  d.  h.  wird  die  Konstruktion  so 
ausgeführt,  daB  sie  die  widerstehenden  Kräfte  aufnehmen  kann, 
so  ist  das  Gleichgewicht  jedes  einzelnen  Knotenpunktes  und  also 
auch  der  gesamten  Konstruktion  gesichert.  Das  Fachwerk  ist 
also  ein  Beispiel  einer  statisch  bestimmten,  standsicheren  Kon- 
struktion. In  der  Tat  stimmt  auch  das  mathematische  Kenn- 
zeichen für  das  Fachwerk  mit  drei  Auflagerunbekannten.  Denn 
es  ist  die  Anzahl  der  Stäbe 

^  =  (2/ß-.3)  =  2-4-3  =  5. 

2)  Es  ist  wnmögliehf  mehr  dla  21c  Gleichungen  zu  schaffen. 

An  diesem  Beispiel  sollte  aber  noch  auf  etwas  anderes  hin- 
gewiesen  werden.  Bei  Berechnung  eines  solchen  Fachwerkes  fängt 
man   doch  Im   allgemeinen    damit   an,    daß    man    zunächst  die 
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Auflagorkräfte  bestimmt.  Das  heißt,  man  betrachtet  die  Kon- 
struktion als  Ganzes  und  schreibt  hierfür  die  Oleichgewichts- 
bedingungen  an.  Auf  diese  Weise  bekommt  man  noch  weitere 
Gleichungen,  die  doch  auch  irgendeine  Bedeutung  oder  Verwendung 
haben  müßten. 

Nehmen  wir  beispielsweise  die  Gleichung  JRjp  =  0 ,  angewendet 
auf    das   Gleichgewicht    des    vorliegenden   ganzen   Körpers.     Sie 

würde  ergeben: 

+-4.  cosa  —  P  cos^  =  0  . 

Diese  Gleichung  ist  sicherlich  ebenfalls  richtig.  Wir  haben  also 
anscheinend  außer  den  vorigen  acht  Gleichungen  noch  eine  neunte 
erhalten,  die  wir  ebenfalls  verwenden  könnten.  (Z.  B.  zur  Be- 
rechnung eines  neu  einzuziehenden  Stabes  zwischen  den  Knoten 
1  und  4.)  Dieses  ist  aber  ein  Irrtum.  Denn  die  Gleichung 
J.  cosä  —  Pcos5  =  0  ist  gar  keine  neue  selbständige  Gleichung, 
sondern  sie  ist  nichts  weiter  als  eine  Folgerung  der  früheren 
acht  Gleichungen.  Addiert  man  nämlich  in  der  obigen  Gruppe 
die  1.,  3.,  5.  und  7.  Gleichung,  so  heben  sich,  wie  man  ohne  weiteres 
sieht,  alle  Glieder  mit  8i...8^  fort  und  es  entsteht  tatsächlich 

die  Beziehung 

+il  cos«  —  P  cosd  =  0  . 

Also  sehen  wir:  Die  obige  Gleichung  ist  keine  selbständige,  ur- 
sprüngliche Gleichung,  sondern  nur  eine  Folgerung  aus  den  früheren 
acht  Gleichungen. 

Dieses  muß  ja  auch  so  sein.  Denn  die  obigen  acht  Glei- 
chungen sagen  aus,  daß  jeder  einzelne  Punkt  im  Buhezustand  ist. 
Darin  ist  natürlich  auch  bereits  die  Aussage  enthalten,  daß  das 
Fach  werk  als  Ganzes  im  Buhezustand  sei,  und  eine  Gleichung, 
die  sich  auf  letzterer  Aussage  aufbaut,  muß  notwendigerweise  in 
den  anderen  acht  Gleichungen  enthalten  sein. 

Es  muß  also  daran  festgehalten  werden,  daß  sich  aus  einem 
Fachwerke  von  &  Knotenpunkten  durch  keinerlei  Kunstgriffe  mehr 
als  2Tc  selbständige  Gleichungen  entwickeln  lassen.  Man  kann 
natürlich  die  Berechnung  so  anfangen,  daß  man  zunächst  die 
Konstruktion  als  Ganzes  betrachtet,  hierfür  die  Gleichgewichts- 
bedingungen anschreibt  und  auf  diese  Weise  die  Auflagerkräfte 
direkt  bestimmt  (wie  bei  dem  Beispiel  von  §  3).  Wenn  man  dann 
weiterhin  die  Gleichungen  der  einzelnen  Knotenpunkte  anschreibt, 
so  ergeben  sich  für  die  letzten  Knotenpunkte  keine  neuen,  selb- 
ständigen Gleichungen  mehr,  sondern  nur  EechenkontroUen 
Cnäralich  0  =  0).    Ebensowenig  wie  sich  durch  keinerlei  Kunstgriff 
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aus    zwei    Oleichungen    mehr    als    zwei    Unbekannte    bestimmen 

lassen,  so  lassen  sich  ans  einem  Fachwerke  mit  h  Knotenpunkten 

durch  Anschreiben   der  Gleichgewich tsbedingangen  mehr  als  21e 

widerstehende  Kräfte  ausrechnen.  [Vgl.  die  genau  entsprechende  Be- 
trachtung bei  der  Berechnung  der  Auflagerkr&fte  aus  den  drei  Gleich- 
gewichtsbedingungen ^  falls  mehr  als  drei  Unbekannte  an  den  Auflagern 
auftreten;  Bd.  I,  §  18,  Schluß.] 

Zweite  Aufgabe* 

Da9  in  Fig.  33a  gezeichnete  Fachweric  ist  hinsichilicli   seiner 
Stabilität  und  statischen  Bestimmtheit  zu  untersuchen! 


i 

S4,     A 

(a) 

s. 

JL 

^               Q 

3  «  I 


5=  ?« 


hm  iS 


Fig.  83. 


Bei  Fig.  33  a  lehrt  der  Augenschein,  daß  ein  derartiges  offenes 
Viereck  durch  eine  schräge  Kraft  einfach  umgelegt  wird.  Dieses 
Fehlen  der  Stabilität  kommt  mathematisch  durch  die  Nicht- 
erfüllbarkeit  der  Gleichgewichtsbedingungen  zum  Ausdruck:  Das 
Fachwerk  hat  vier  Knotenpunkte,  ffach  Formel  (la)  des  vorigen 
Paragraphen  (Absatz  Y)  sind  also  zur  statischen  Bestimmtheit  nötig 

»  =  2Ä-3  =  2. 4-3  =  8-3  =  5  Stäbe. 

Vorhanden  sind  aber  nur  vier  Stäbe;  also  ist  das  Fachwerk  labil. 
Nur  wenn  P  genau  vertikal  wäre,  könnte  die  Konstruktion 
Fig.  33  a  im  Buhezustand  sein.  Dieses  ist  also  ein  Ausnahmefall, 
bei  dem  das  labile  Fachwerk  nicht  umkippen  würde.  Doch  ist 
dieser  Gleichgewichtszustand  unsicher,  da  er  bei  der  geringsten 
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Änderung  der  Lastricbtung  sofort  aufhört.  Unbrauchbar  bleibt 
die  Konstruktion  Fig.  33  a  auf  jeden  Fall. 

Soll  das  Fachwerk  standfest  gemacht  werden,  so  muß  eine 
Unbekannte  mehr  hineingebracht  werden.  Zum  Beispiel  die 
Diagonale  1 — 4  oder  2 — 3.  Oder  auch  ein  weiteres  bewegliches 
Lager  bei  3  oder  4  oder  ein  Stützstab  (Äuflagerstab)  an  dieser 
Stelle.     Alles  dieses   würde  die  Konstruktion  standfest  machen. 

Nur  wenn  man  die  Unbekannte  dadurch  hineinbringen  wollte, 
daß  man  das  Lager  2  zu  einem  festen  macht,  würde  es  nichts 
helfen.  Dann  würde  nämlich  ein  Ausnahmefall  von  der  bisherigen 
Theorie  entstehen :  Fach  werk  mit  genügenden  Unbekannten  (m  =  2  ä), 
aber  trotzdem  nicht  standfest.  Die  Ursache  für  diesen  Ausnahme- 
fall ist  die,  daß  das  Lager  2  und  der  Stab  8i  zusammen  schon 
in  Fig.  33a  wie  ein  festes  Lager  wirken,  da  sie  ja  den  Punkt  2 
unverschieblich  festhalten.  Deshalb  hat  eine  weitere  Festmachung 
des  Lagers  2  gar  keinen  Sinn.  Es  ändert  nichts  gegenüber  dem 
bestehenden  Zustand;  das  Fachwerk  bleibt  beweglich.     Derartige 

—  übrigens  selten  vorkommende  —  Ausnahmefälle  werden  in  §  16 
noch  genauer  besprochen  werden. 

Dritte  Aulgabe, 

Die  Fdchioerlcgerüste  Fig.  33b — d  sind  hinsichtlich  statischer  Be- 
stimmtheit und  Stabilität  zu  uniersuchen! 

Beim  Fachwerk  Fig.  33  b  ergibt  die  Abzahlung  der  Knoten- 
punkte und  Stäbe,  daß  es  ein  statisch  bestimmtes,  standsicheres 
Bauwerk  ist.     Es  ist  nämlich  ä;  =»  5 ,  also  erforderlich: 

«  =  2.5-3  =  7  Stäbe, 

und  diese  Anzahl  ist  tatsächlich  vorhanden. 

Dagegen  ist  Fig.  33c  labil,  denn  es  sind  erforderlich  2  «13 

—  3  =  23  Stäbe  und  vorhanden  sind  nur  »  =  22  Stäbe. 

In  Fig.  33  d  ist  gezeigt,  wie  aus  dem  labilen  Fachwerk  Fig.  33  c 
durch  Anfügen  eines  halben  Geschosses  ein  stabiles  entsteht. 
Letzteres  (von  Professor  Müller -Breslau  in  die  Praxis  eingeführt) 
Ist  sogar  sehr  günstig  wegen  der  geringen  Knicklänge  der  Pfosten. 

Vierte  Aulgabe. 

Ist  das  in  Fig.  3ia  gezeichnete  Fachwerk  mit  zwei  festen  Lagern 
statisch  bestimmt? 

Die  Konstruktion  hat  fc  =  7  Knotenpunkte.  An  Unbekannten 
sind  vorhanden:  an  jedem  der  beiden  festen  Lager  zwei,  ins- 
gesamt also    4  Auflagerunbekannte,   hierzu   10  Stabunbekannte; 
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zusammen  u  » 14  UnbekauDte.     Das  Fachwerk  erfüllt  somit  die 
Bedingung 

es  ist  statisch  bestimmt 

Der  mittelste  Knotenpunkt  wirkt  bei  dieser  Konstruktion  wie 
ein  Gelenk.  Zusammen  mit  den  beiden  festen  Lagern  (Kipp- 
lagern) hat  das  Fachwerk  also  drei  Gelenke,  nämlich  ein  „Mittel- 
gclenk"  und  zwei  „Fuß-  oder  Kämpfergelenke".  Man  nennt 
deshalb  das  System  einen  ^^Dreigelenkhogen^K  Der  Dreigelenk- 
bogen  ist  ein  statisch  bestimmtes  Tragwerk.  Man  kann  ihn 
also  beispielsweise  berechnen  durch  Aufstellen  der  Gleichgewichts- 
bedingungen der  einzelnen  Knotenpunkte.  Doch  werden  wir  später 
noch  besondere  Berechnungsmethoden  für  dieses  System  entwickeln. 

In  Fig.  34  b  ist  ein  größerer  Dreigelenkbogen  als  Hallenbinder 
gezeichnet.     Natürlich  ebenfalls  statisch  bestimmt.     Würde  man 


Fig.  34. 

noch  den  punktiert  gezeichneten  Stab  einziehen,  so  entstände  aus 
dem  Dreigelenkbogen  der  Zweigelenicbogen  (nur  mit  Kämpfer- 
gelenken). Der  hat  dann  einen  Stab  mehr  als  zur  Erfüllung  der 
Gleichgewichtebedingungen  nötig  ist;  ist  also  („einfach",  d.  h.  ein- 
mal) statisch  nnbestiranit. 

Fünfte  Aufgabe^ 

Bei  einer  Ve¥laäebrücke  mußten,  um  das  Verladegut  seiüich  ab- 
kippen zu  Tcönnen,  in  den  beiden  mittelsten  Feldern  die  Diagonalen 
fortgelassen  werden.  Da  am  Obergurt  Platz  war,  sollten  dafür  die 
beiden  Felder  durch  ein  SprengwerTc  1 — 2 — 3  iiberbriiolct  werden. 
Oenügte  diese  VerstärTcungf    (Fig.  35  a.) 

Nein.  Denn  die  Konstruktion  hat  fc  » 19  Knotenpunkte.  Es 
sind  also  zum  Gleichgewicht  erforderlich  2 «IQ  — 3  =  35  Stäbe. 
Vorhanden  sind  aber  nur  9  =  34  Stäbe.  In  dieser  Ausführung 
würde  die  Konstruktion  also  zusammenbrechen.  [Nur  in  Ausnahme- 
fällen, bei  gewisser  symmetrischer  Belastung,  ist  ein  vorüber- 
gehendes, unsicheres  Gleichgewicht  möglich.] 
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Sechste  Aulgabe. 


fa) 


Ist  der  in  Fig.  35h  gezeichnete  BrücJcenträg&r  staUsch  benimmt f 
Die  Konstruktion  ist  sogar  mehr  als  einfach  stabil;  sie  ist 
statisch  unbestimmt. 

Man  nennt  dieses  System  einen  ,yZweigelenlcbogen  mit  Zughanä^^. 

Infolge  des  horizontalen 
Verbindungsstabes  zwi- 
schen den  beiden  Lagern 
wirkt  nämlich  das  rechte 
Lager  zusammen  mit 
dem  Verbindungsstabe 
wie  ein  festes  Lager. 
Deshalb  stellt  die  Kon- 
struktion gewissermaßen 
ein  Pachwerk  mit  zwei 
festen  Lagern  (Zwei- 
gelenkbogen)  dar. 

„.    ^^  B&merkung:  Von  \Qizt 

ab  werden  wir  „statisch 
bestimmt"  häufig  abgekürzt  „st.  best."  schreiben. 


§13. 

Weitere  Betrachtung  der  statisch  bestimmten  Fachwerke.    Ein- 
teilung in  einfache  und  nicht-einfache  st.  best.  Systeme. 

Die  st.  best.  Fach  werke  sind  für  uns  derartig  wichtig,  daß 
OS  sich  lohnt,  ihre  Eigenschaften  noch  genauer  zu  untersuchen. 
An  und  für  sich  ist  ja  alles  durch  die  kennzeichnende  Gleichung 
7^  =  2  fc  bestimmt.  Wir  wollen  aber  das,  was  in  dieser  Gleichung 
eigentlich  darin  steckt,  noch  gemeinverständlicher  ausdrücken. 

L  Weitere  Betrachtung  des  Kennieichens  u  ^  2k. 

Die  kennzeichnende  Eigenschaft  der  statisch  bestimmten 
iSysteme  war  bekanntlich  die,  daß  die  Anzahl  u  der  zur  Verfügung 
stehenden  Unbekannten  gerade  gleich  der  Anzahl  2  Je  der  zu  er- 
füllenden Gleichgewichtsbedingungen  ist.  Mit  anderen  Worten: 
Es  sind  so  viel  Stab-  und  Auflagerkräfte  vorhanden,  daß  jeder 
Knotenpunkt  gerade  im  Buhezustand  gehalten  wird.  Würde  man 
einen  Stab  oder  eine  Auflagerkraft  fortnehmen,  so  würde  die 
Konstruktion  zusammenbrechen.  Fügt  man  einen  Stab  oder  eine 
Auflagerkraft  neu  hinzu,  so  ist  die  Konstruktion  überbestimmt. 
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Ein  statisch  bestimmtes  Fachwerk  stellt  also  hinsichtlich  der  Zahl 
der  verwendeten  Glieder  das  ökonomischste  Tragwerk  dar. 
Nichts  zu  vielj  nichU  zu  wenig;  das  ist  der  Sinn  der  Gleichung 

Es  ist  immer  gut,  das  Besultat  einer  mathematischen  Unter- 
suchung auf  diese  Weise  nach  Möglichkeit  in  die  Sprache  der  ge- 
wöhnlichen Praxis  zu  übertragen.  Wenn  ich  sage:  Ein  statisch 
bestimmtes  Fachwerk  ist  eine  solche  Konstruktion,  bei  der  die 
Anzahl  der  stützenden  Kräfte  genau  so  groß  ist,  wie  die  Anzahl 
der  zu  erfüllenden  Gleichgewichtsbedingungen  aller  Knotenpunkte, 
80  ist  das  etwas.  Wenn  ich  aber  sage:  Ein  statisch  bestimmtes 
Fachwerk  ist  ein  solches,  das  „gerade  noch  steht'',  so  ist  das 
mehr,  so  ist  das  handgreiflicher.  Denn  dann  kann  ich  in  den 
meisten  Fällen  durch  einen  Blick  unterscheiden,  ob  eine  Kon- 
struktion statisch  bestimmt  ist  oder  nicht.  Dann  bekomme  ich 
ein  gewisses  Gefühl  für  diese  Sachen.  Ein  Gefühl,  das  sich  auf 
guter  wissenschaftlicher  Grandlage  entwickelt  hat,  und  das  in 
schwierigen  Fällen  ja  stets  durch  die  strenge  mathematische 
Formel  kontrolliert  und  unterstützt  werden  kann. 

So  sieht  man  beispielsweise,  daß  das  Fachwerk  Fig.  27  statisch 
bestimmt  ist.  Denn  es  ist  einerseits  klar,  daß  die  Konstruktion 
„hält'';  andererseits  ist  aber  auch  klar,  daß  sie  zusammenbrechen 
würde,  falls  ich  etwa  auf  den  Gedanken  kommen  würde,  einen 
Stab,  z.  B.  Ug,  zu  entfernen.  Anders  ist  es  bei  Fig.  35  b.  Hier 
könnte  man  das  horizontale  Zugband  fortlassen,  und  die  Kon- 
struktion brauchte  trotzdem  noch  nicht  zusammenzubrechen.  Also 
hat  das  Fach  werk  einen  Stab  mehr,  als  unbedingt  nötig  ist;  es 
ist  („einfach",  d.  h.  einmal)  statisch  unbestimmt. 

Soviel  zur  Verständlichmachung  des  mathematischen  Aus- 
druckes I«  =  2  fc . 

n#  Weitere  Betrachtangen  zur  Berechnang, 

Eine  zweite  gute  Eigenschaft  der  st.  best.  Systeme  ist  die,  daß 
sie  sich  auf  jeden  Fall  berechnen  lassen.  Wir  brauchen  ja 
nur  die  Gleichgewichtsbedingungen  der  einzelnen  Knotenpunkte 
anzuschreiben  und  haben  dann  genau  so  viel  Gleichungen  wie  Un- 
bekannte. In  §  3  ist  das  Fachwerk  Fig.  2  nach  dieser  Seite  be- 
rechnet; ferner  ist  in  §  12,  1.  Aufgabe,  ein  ganzes  derartiges  System 
von  2  Je  Gleichungen  übersichtlich  zusammengestellt.  Theoretisch 
sind  wir  also  mit  den  st.  best.  Systemen  fertig. 

Praktisch  hat  die  Sache  aber  leider  ihre  Bedenken.     Gerade 
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diese  ursprünglichste  Eechenmethode  —  analytische  Anwendung 
der  Gleichgewichtsbedingangen  auf  die  einzelnen  Knotenpunkte  — 
ist  außerordentlich  umständlich.  Sie  ist  die  schlechteste  von  allen 
und  bei  größeren  Konstruktionen  kaum  durchführbar.  Das  war 
ja  auch  der  Grund,  weshalb  wir  noch  andere  Methoden,  nämlich 
Cremona,  Ritter  und  Culmannj  durchgenommen  haben. 

Wir  wollen  uns  also  zur  Berechnung  der  st.  best.  Pachwerke 
merken:  Theoretisch  lassen  sich  die  u=^2Jc  Unbekannten  stets 
ermitteln,  nämlich  durch  Auflösen  der  2 Je  Gleichungen.  Zur 
praktischen  Anwendung  ist  diese  ursprünglichste  Methode  wenig 
geeignet;  da  sind  die  anderen  Methoden  viel  besser. 

lU.  Weitere  Einteilung  der  st  best  Systeme. 

Wir  wollen  die  st.  best.  Pachwerke  einteilen  in: 

a)  Einfache  Dreieekfachwerke, 

b)  Nicht-einfache  Faohwerke. 

Die  „einfachen  Dreieckfachwerke"  sind  solche,  die  aus  lauter 
aneinandergereihten  Dreiecken  bestehen.  Es  darf  also  kein  Mehreck 
vorkommen.  Auch  dürfen  sich  die  Dreiecksseiten  außerhalb  der 
Knotenpunkte  nicht  schneiden.  Die  Dreiecke  müssen  vielmehr 
eine  fortlaufende  Beihe  bilden,  derart,  daß  je  zwei  von  ihnen 
eine  Seite  gemeinsam  haben.  Sonst  ist  das  Pachwerk  ein  „nicht- 
-einfaches".    Diese  Einteilung  hat  folgende  Berechtigung: 

a)  Die  einfachen  Faohwerke 

sind  unser  eigentliches  „Fachwerk"  par  excellence.  Sie  lassen 
sich  ohne  weiteres  nach  den  Methoden  Cremona^  Bitter  und  CtU- 
mann  berechnen.  Da  sie  außerdem  am  meisten  verbreitet  sind, 
war  es  berechtigt,  im  1.  Vortrage  nur  diese  einfachen  Dreieck- 
fachwerke als  Pachwerk  schlechthin  zu  betrachten  und  sie  bei 
der  Entwicklung  der  verschiedenen  Bechenmethoden  zugrunde 
zu  legen.  Die  Pachwerke  Pig.  1,2,3  usw.  sind  Beispiele  der- 
artiger Systeme. 

b)  Die  nicht- ein  fachen  Fachwerker 

bei  denen  die  Stäbe  mitunter  ganz  unregelmäßig  durcheinander 
laufen,  lassen  sich  meistens  nach  den  Methoden  Cremona  usw. 
nicht  so  ohne  weiteres  berechnen.  Hier  bleibt  uns  zunächst  nur 
die  ursprünglichste  Methode  übrig.  Da  derartige  Pachwerke 
seltener  vorkommen,  wollen  wir  auf  ein  Beispiel  genauer  eingehen. 
In  Pig.  36  a  des  folgenden  Paragraphen  ist  ein  solches  nicht- 
einfaches Pachwerk  gezeichnet.     Die  Porm  ist  allerdings  etwas 
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angewöhnlichy  gewissermaßen  „theoretisch'^  Da  sich  aber  gerade 
an  diesem  sechseckigen  Fachwerk  die  wichtigsten  Fortschritte  der 
Fachwerktheorie  entwickelt  haben,  möge  es  aas  historischem 
Interesse  auch  hier  als  Beispiel  genommen  werden. 

In  der  Mitte  der  Figur  soll  kein  Knotenpunkt  vorhanden 
sein;  d.  h.  hier  gehen  die  sich  kreuzenden  Stäbe  glatt  aneinander 
vorbei.  Die  einzelnen  Dreiecke  sind  also  nicht  aneinandergereiht, 
sondern  überdecken  sich.  Deshalb  ist  das  Fachwerk  kein  „ein- 
faches'S 

Wohl  aber  ist  die  Konstruktion  statisch  bestimmt.    Denn 

es  sind 

k  »  6  Knotenpunkte ; 

an  Stäben  sind  vorhanden 

9==Q  Stäbe. 

Es  ist  also  die  Bedingung  erfüllt: 

»  =  2  *  —  3  ; 

d.  h.  der  Fachwerkträger  ist  statisch  bestimmt. 

Trotzdem  bereitet  die  Berechnung  Schwierigkeiten.  An  jedem 
Knotenpunkte  laufen  nämlich  drei  Stäbe  zusammen.  Wenn  man 
nun  z.  B.  einen  Kräfteplan  entwerfen  wiU,  so  hat  man  überhaupt 
keinen  Funkt,  an  dem  man  beginnen  könnte.  Denn  ein  Kräfte- 
plan kann  nur  dann  gezeichnet  werden,  wenn  man  an  jedem 
Knotenpunkte  immer  nur  auf  zwei  unbekannte  Kräfte  stößt 
(vgl.  §  5  und  6).  Auch  die  Bittersche  Methode  führt  bei  Fig.  36  a 
nicht  zum  Ziele,  da  ein  Schnitt  durch  den  Träger  mehr  als  zwei 
unbekannte  Stäbe  trifft.  Ebensowenig  kann  man  hier  mit  der 
Culmannschen  Methode  etwas  anfangen.  Von  unseren  vier  Me- 
thoden zur  Bestimmung  der  Stabkräfte  eines  Fachwerkes  versagen 
also  in  diesem  Falle  gerade  die  drei  hauptsächlichsten  {Cremona^ 
Biitetj  Culmann). 

Die  erste,  elementarste  Methode  muß  natürlich  zum  Ziele 
führen.  Wir  schreiben  für' jeden  Knotenpunkt  die  Gleichgewichts- 
bedingungen Bg^Oj  i2y  =  0  an  und  erhalten  dann  2 •  6  =  12  Glei- 
chungen, in  denen  3  Auflagerunbekannte  und  9  Stabkräfte,  ins- 
gesamt 12  Unbekannte,  vorkommen.  [Statt  dessen  kann  man 
auch  die  Auflagerkräfte  von  vornherein  ausrechnen  und  hat  dann 
an  dem  letzten  Funkte  noch  Eechenkontrollen.]  Wie  wir  aber 
aus  §  3  und  4  wissen,  erfordert  diese  Methode  eine  Menge  Bechen- 
arbeit.  In  diesem  Falle  ist  sie  noch  viel  umständlicher  als  früher, 
da  in  einzelnen  Gleichungen  sogar  drei  unbekannte  Stabkräfte  auf- 
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treten.  Die  Anflösang  dieser  12  Gleiehangen  würde  also  ^ne 
Kechenarbeit  bedeuten,  fnr  die  sich  jeder  Ingenieiur  bedanken 
wird  (y^.  die  Oraiqpe  der  Gleichungen  der  1.  Anigabe  von  §  12). 

lY»  Zasammenfassniig. 

In  diesem  Paragraphen  handelte  es  sich  dämm,  das  Wesen 
der  «t,  best«  Fach  werke  noch  weiter  zu  klaren. 

I.  Das  eigentliche  Kennzeichen  der  st.  best.  Konstruktionen 
läßt  »eh  ohne  alle  Mathematik  durch  den  Spruch  geben:  Nichts 
zuviel,  nichts  zuwenig. 

IL  Berechnen  läßt  9tch  ein  st.  best.  Fachwerk  auf  jeden  FaU. 
Allerdings  ist  die  ursprünglichste  Bechenmethode  —  gerade  die, 
die  mit  dem  Charakteristikum  u  =  2k  der  st.  best.  Systeme  direkt 
verwachsen  ist  —  für  die  Praxis  meistens  zu  umständlich.  Nament- 
lich dann,  wenn  in  den  einzelnen  Gleichungen  mehr  als  eine  oder 
zwei  Unbekannte  vorkommen.   Deshalb  Gremanaf  Ritter^  Culmann. 

TTL  Nach  dem  Verlauf  der  Stäbe  unterscheiden  wir  einfache 
and  nicht-einfache  st.  best.  Fach  werke.  Diese  Unterscheidung  deckt 
sich  meistens  mit  der  \xt  der  Berechnung.  Bei  den  nicht-einfachen 
Systemen  versagen  häufig  die  Methoden  von  Cremona^  Ritter  und 
Cidmannf  so  daß  zunächst  nur  die  ursprünglichste  Methode  der 
Gleichungen  übrigbleibt. 

Bis  zum  Jahre  1886  konnte  man  tatsächlich  mit  diesen  nicht- 
einfachen Fachwerken  nichts  Bechtes  anfangen;  wenigstens  nicht 
mit  den  ganz  komplizierten.  Seitdem  haben  aber  Henneherg  imd 
Malier 'Breslau  gezeigt,  wie  auch  die  nicht-einfachen  Systeme  allen 
15f5rechnungsmethoden  zugänglich  gemacht  werden  können.  Das 
war  der  Seh  lässei  zur  wirklichen  Beherrschung  der  statisch  be- 
stimmten Systeme  (§  14). 

§14. 

Zurtickführung  nicht-einfacher  Faehwerke  auf  einfachere. 

(Ersatzstabmethode. ) 

Als  Beispiel  diene  das  Fach  werk  Fig.  36  a.  Wir  haben  so- 
eben gesehen,  daB  —  soweit  wir  die  Theorie  bis  jetzt  durch- 
gonommcn  haben  —  für  dieses  Fachwerk  nur  die  ursprünglichste 
Kf  et  bodo  (Anschreiben  der  Oleichgewichtsbedingungen  der  einzelnen 
Knotenpunkte)  anwendbar  wäre.  Jetzt  soll  aber  gezeigt  werden, 
(laß  durch  sog.  „Stabvertauschung^'  dieses  nicht-einfache  Fach- 
werk auch  unseren  Hauptmethoden  {Cremonaf  Ritter,  Culmann) 
zugänglich  gemacht  werden  kann.   Dies  geschieht  folgendermaßen: 
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1,  Aufstellen  eines  Ersatzfachwerkes. 

Diejenigen  Stabe,  die  die  Berechnung  erschweren,  nehmen 
wir  einfach  ans  dem  Fachwerk  fort  und  setzen  dafär  —  damit 
die  Konstruktion  nicht  labil  werde  —  ebensoviel  andere  Stäbe 
ein.  Die  ersteren,  störenden  Stäbe  mögen  die  „Störungsstäbe  Z^*' 
heißen;  die  zweiten,  einzusetzenden  Stäbe  die  „Ersatzstäbe  E^^. 
Auf  diese  Weise  verwandelt  man  zunächst  das  schwierige  Fach- 
werk in  ein  einfacheres. 

In  Fig.  36a  z.  B.  würde  es  genügen^  den  einen  Stab  Z  fort- 
zunehmen und  dafür  den  Ersatzstab  JEI  einzusetzen  (Fig.  36  a  und  b). 
Dann  hätte  man  ein  Fachwerk,  das  sich  beispielsweise  nach  Cremona 
berechnen  läßt.  Denn  man  kann  mit  den  Knotenpunkten  1  und  2 
anfangen  und  der  Beihe  nach  3j  4^  S  und  6  durchgehen. 

Die  folgende  Methode  dreht  sich  hauptsächlich  um  diese  fort- 
genommenen Stäbe  Z  und  zeigt,  wie  diese  vor  allen  anderen  Stäben 
berechnet  werden  können. 

2.  Das  ursprüngliche  F€LchwerJc  als  SpeziaifaU  des  Ersatzfachwerkes. 

Um  dieses  Ersatzfachwerk  in  die  gleichen  Verhältnisse  zu 
bringen  wie  das  wirklich  vorhandene  Fach  werk  Fig.  36  a,  setzen 
wir  zunächst  die  äußeren  Kräfte  A,  B  und  P  an.  Außerdem 
denken  wir  uns  aber  auch  die  Kräfte  Z  eingezeichnet,  die  der 
fortgelassene  Stab  Z  auf  seine  Endknotenpunkte  ausüben  würde. 
Dann  befindet  sich  das  Ersatzfaohwerk  Fig.  36  b  augenscheinlich 
in  derselben  Lage  wie  das  ursprüngliche  Fachwerk  Fig.  36  a  — 
denn  an  Stelle  des  fortgenommenen  Stabes  Z  sind  ja  dessen  Spann- 
kräfte angebracht  — ,  nur  daß  Fig.  36b  den  einen  Stab  E  mehr 
hat  als  Fig.  36  a.  Das  ursprüngliche  Fachwerk  Fig.  36a  stellt 
gewissermaßen  einen  besonderen  Fall  von  dem  Ersatzfachwerk 
Fig.  36  b  dar,  nämlich  den  Fall,  daß  die  Spannkraft  des  Stabes  E 
zu  Null  wird.    Diese  Auffassung  ist  für  das  Folgende  wichtig. 

3.  Prinzipieller  Weg  zur  Ermittlung  der  Spannkräfte  Z  usw. 

Nun  denken  wir  uns  das  Ersatzfachwerk  Fig.  36  b  berechnet. 
Die  äußeren  Kräfte  P,  A  und  B  sind  natürlich  bekannt.  Dagegen 
sind  die  Kräfte  Z^  die  ja  den  Stab  Z  aus  Fig.  36  a  vertreten,  un- 
bekannt. Wir  wollen  für  die  Kräfte  Z  irgendeinen  Wert  an- 
genommen und  dann  die  Berechnung  von  Fig.  36  b  durchgeführt 
denken.  Bei  dieser  Berechnung  würde  sich  auch  für  die  Spann- 
kraft des  Stabes  E  ein  bestimmter  Wert  ergeben,  der  natürlich 
verschieden  ist,  je  nachdem  wir  die  Kräfte  Z  angenommen  haben« 
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WeLU  LUD  £u£aiiig  für  f  der  Wert  Xull  herauskommen  wurde, 
wa»  IkxXAi  ci^  zu  bedeuten? 

Dks  wüjde  bedeat^D«  duii  wir  in  Fig.  36b  zufällig  den  Wert 
von  Z  ang^Lomzcfrn  babeo^  mit  dem  der  tatBächlicfa  Torhandenc 
Stab  Z  in  Fi;r.  36  a  wirksam  ist.  Denn  die  bdden  Figuren  unter- 
v;Lei^en  ^icb  ja  nur  da-lurch,  daß  bei  dem  ursprünglichen  Fach- 
werk der  Stab  E  fehlt,  d.  h.  daS  an  diesa  Stelle  keine  Spann- 
kiaft  E  Torhaoden  i%t.  Wenn  wir  also  auch  in  Fig.  36  b  die 
Si^annkraft  E  gleich  ^uli  herausbekommen,  so  ist  überhaupt  kein 
IZzxXerh^LikA  mehr  zwischen  den  beiden  Figuren  vorhanden.  Dann 
mA  di«  Bpaimkrafte  d^  einen  Figur  genau  gleich  denen  der 
jkit  deren. 

Nun  fiiebt  man  auch  den  Weg  zur  Lösung  der  Aufgabe:  Eb 
hr/mmi  darauf  an^  bei  dem  ErMizfaehwerk  die  Kraft  Z  so  anzunehmen, 
daß  eich  für  die  Kraß  E  der  Wert  SuU  ergibt.  Hierdurch  hat 
man  dann  diejenige  Kraft  Z  gefunden,  die  gleich  ist  der  Kraft  Z 
de«  un>präDgIichen  Fach  Werkes  Fig.  36  a.  Sobald  aber  Z  gefunden 
ii$t,  bietet  die  weii^^  Berechnung  keine  Schwierigkeiten,  da  dann 
an  jedem  Knotenpunkte  immer  nur  zwei  neue  Unbekannte  auf- 
treten. Hiermit  ist  der  Weg  zur  Berechnung  der  Kraft  Z  —  im 
Prinzip  wenigstens  —  eröffnet. 

4,  ßynftemalischer  Weg  zur  Ermittlung  von  Z, 

Natüriich  wäre  es  aber  viel  zu  umständlich,  in  Fig.  36b  alle 
möglichen  Werte  von  Z  auszuprobieren,  bis  man  glücklich  für  E 
die  Kpannkraft  Null  erhält.  Wir  gehen  in  systematischer  Weise 
vielmehr  so  vor: 

Zunächst  berechnen  wir  den  Stab  E  für  den  Fall,  daß  nur 
die  äußeren  Lasten  il,  B,  P  wirken.  Dieser  Fall  ist  in  Fig.  36c 
darg'esteilt.  Die  Berechnung  bietet  keine  Schwierigkeiten,  da  man 
^latt  von  einem  Knotenpunkt  zum  anderen  kommt.  Es  möge 
hierbei  für  den  8tab  eine  Spannkraft  Eq  herauskommen;  also: 

E(f  —  Hpannkraft  im  Ersatzstabe  nur  infolge  äußerer  Kräfte. 

Dann  berechnen  wir  den  Ersatzstab  E  für  den  Fall,  daß  auf 
das  Ersatzfachwerk  nur  die  Kräfte  Z  des  fortgenommenen  Stabes 
wirken.  Und  zwar  nehmen  wir,  da  Z  ja  noch  unbekannt  ist, 
zunächst  Z--l,Ot  an.  Diese  Spannkraft  werde  Ez^i  genannt 
(sprich:  „K  infolge  Z  gleich  Eins^O*     Also: 

A'^'x«!  ""Hpunnkraft  im  ErsatzHtabe  infolge  eines  angenommenen  Z^lß  t. 
Da  nun  in  Wirklichkeit  der  Stab  Z  natürlich  nicht  gerade  gleich 
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1,0  t  sein  wird,  sondern  irgendeinen  anderen  Wert  Z  haben  wird, 
so  ist  die  wirkliche  Spannkraft  des  Stabes  B  infolge  der  Kräfte  Z 
nicht  gleich  dem  Werte  ^z^\^  sondern  Zmal  so  groß.    Also: 

Jg^y  =3  Z-  ^j-i  BS  Spannkraft  im  Ersatzstabe  infolge  irgendeines  Wertes  Z. 


^        P»  9,8 1 


P^2at 


yfiir  änJ^rrJfrd/he 


P^^.S^ 


(d) 


fE^'^fMt] 


■irm^O,si 


JlurJfrafl'  Z     ( /•) 


Flg.  36. 

Wenn  nnn  auf  das  Ersatzfachwerk  sowohl  die  äußeren  Lasten 
als  auch  die  E!räfte  Z  wirken,  d.  h.  wenn  wir  zu  Fig.  36b  zurück- 
kehren, so  ergibt  sich  also  insgesamt  für  den  Stab  £7  die  Spannkraft 

B  -*  JEfo  +  ^  •  ^^»1  =  Qesamtspannkraft  im  Ersatzstabe 

(bei  irgendeinem  Werte  Z). 

Fischer,  Statik.    WJL  8 
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Nuu  haben  wir  aber  vorhin  gesehen:  Diejenige  Kraft  Z  ist  die 
richtige,  bei  der  sich  für  den  Ersatzstab  J5  der  Wert  ITull  ergibt. 
Wir  werden  also  in  der  obigen  Formel  den  Wert  J5  einfach  gleich 
Null  setzen.  Dann  erhalten  wir  denjenigen  Wert  von  Z ,  der  mit 
der  Stabkraft  Z  von  Fig.  36  a  übereinstimmt.  Wir  setzen  also 
die  Gleichung  an: 

(I)  JE?o  +  Zi?i5-i  =  0, 

und  erhalten  für  Z  den  Wert: 

(la)  ^  =  -#^. 

Somit  ist  die  richtige  Stabkraft  Z^  die  für  das  ursprüngliche  Farb- 
werk Fig.  36  a  Gültigkeit  hat,  ermittelt.  Die  Berechnung  der 
anderen  Stabkräfte  bietet  dann  keine  Schwierigkeiten. 


Wiederholung. 
Dem  eigentlich  zu  berechnenden  Fachwerk,  dessen  Ermitt- 
lung durch  die  „Störungsstäbe^*  erschwert  ist,  stellen  wir  das  „Er- 
satzfachwerk'^  gegenüber.  Letzteres  ist  aus  dem  ursprünglichen 
Fachwerk  dadurch  entstanden,  daß  an  Stelle  der  Störungsstäbe 
bequemer  gelegene  „Brsatzstäbe"  eingezogen  sind.  Die  Wirkung 
der  Störungsstäbe  selbst  wird  durch  entsprechend  an  ihren  End- 
knotenpunkten eingezeichnete  Kräfte  zum  Ausdruck  gebracht.  Um 
die  Übereinstimmung  zwischen  den  beiden  Fachwerken  vollständig 
zu  machen,  ist  es  nur  nötig,  denjenigen  Spannungszustand  im 
Ersatzfachwerke  ausfindig  zu  machen,  bei  dem  die  Ersatzstäbe 
die  Spannung  Null  erhalten.  Dies  geschieht,  indem  die  Spann- 
kraft eines  Ersatzstabes  in  der  Form 

aufgestellt  und  gleich  Null  gesetzt  wird.  Dadurch  ergibt  sich  der 
Wert  von  Z,  der  im  ursprünglichen  Fach  werke  wirklich  vorhanden 
ist.  Die  weitere  Durchrechnung  des  Fachwerkes  geschieht  dann 
in  üblicher  Weise  nach  Cremona  oder  dergleichen. 

§15. 
Beispiele  zu  §  14. 

Erste  Aulgabe. 

Das  im  vorigen  Paragraphen  als  Beispiel  genommene  Sechseck 
Fachwerk  Fig.  36a  ist  für  eine  horizontale  Last  von  P  =  2^8  t  voll 
ständig  durchzurechnen! 
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Der  Zweck  des  Ersatzfachwerkes  Fig.  36  b  mit  dem  Ersatz- 
stabe E  und  den  beiden  Kräften  Z  (an  Stelle  des  fortgenommenen 
Stabes  2!)  ist  bereits  besprochen.  Jetzt  kommt  es  daranf  an,  den 
Ausdruck  fär  den  Ersatzstab: 

E  =  Eq  -\-  Z  •  Ez^i 

aufztistellen  und  gleich  Null  zu  setzen. 

a)  Ermitflong  Ton  JSb  •  Der  Wert  E^  bezieht  sich  auf  den 
FaU,  daß  auf  das  Ersatzfach  werk  nur  die  äußeren  Kräfte,  nicht 
aber  die  Kräfte  Z  wirken.  Dieser  Belastungsfall  ist  in  Flg.  36  c 
dargestellt.  Der  zugehörige  Kräfteplan  ist  in  Fig.  36  d  gezeichnet. 
Zunächst  sind  die  Auflagerkräfte  A  und  B  bestimmt.  Dann 
findet  man  aus  dem  Knotenpunkte  1  die  Stäbe  8^  und  S^]  aus 
Punkt  2  die  Stäbe  8^  und  8^  (beide  gleich  Null,  da  in  2  keine 
äußere  Kraft  vorhanden  ist) ;  aus  S  die  Stäbe  8^  und  8^ ;  aus  4 
die  Stäbe  8i  und  8^  und  schließUch  ans  5  den  Stab  E .  Und  zwar 
ergibt  sich  die  Spannkraft  des  Stabes  E  infolge  der  äußeren  Kräfte: 

JS?o  "  +1,40  t. 

b)  Ermittlong  Ton  Ee*  Jetzt  muß  die  Spannkraft  des  Ersatz - 
Stabes  noch  infolge  der  Kräfte  Z  berechnet  werden.  Da  die  Größe 
der  Kräfte  Z  noch  unbekannt  ist,  wird  zunächst  Z»  1,0 1  eingeführt. 
Diesen  Belastungszustand  zeigt  Fig.  36  e.  Auflagerkräfte  treten 
jetzt  nicht  auf,  da  die  beiden  entgegengesetzt  gleichen  Kräfte 
schon  für  sich,  ohne  die  Mitwirkimg  weiterer  äußerer  Kräfte,  ein 
Oleichgewichtssystem  darstellen.  Wohl  aber  treten  innere  Kräfte 
(Stabkräfte)  auf.  Zur  Bestimmung  der  letzteren  wurde  wiederum 
ein  Kräfteplan  benutzt.  Da  man  beim  Aufzeichnen  eines  Kräfte- 
planes die  angreifenden  Kräfte  immer  außerhalb  der  Fachwerk- 
figur einzeichnen  soll  (um  einfache  Pläne  zu  erzielen),  wurden  auch 
die  Kräfte  Z=»l,Ot  nach  außerhalb  der  Systemfigur  verschoben. 
Daher  rühren  in  Fig.  36e  die  punktierten  Kraftlinien.  Augen- 
scheinlich ist  dieses  aber  eine  ziemlich  nebensächliche  Sache.  Die 
Hauptsache  ist,  daß  sich  für  diesen  Zustand  Z  =  lflt  die  Spann- 
kraft des  Stabes  E  bestimmen  läßt:  Aus  dem  Punkte  1,  ergeben  sich 
8i  und  8^ ;  ans  Punkt  2  folgen  8^  und  8^^ ;  aus  3  folgen  ^8^5  und  8^ ; 
aus  Punkt  4  die  Spannkräfte  8>i  und  iSfg  und  endlich  aus  S  die 
Spannkraft  E.  Allerdings  muß  für  den  letzteren  Punkt  die 
Spannkraft  8^  im  Kräfteplan  besonders  aufgetragen  werden,  da 
sie  nicht  an  der  Stelle  liegt,  wo  sie  nachher  gebraucht  wird.  [Dieses 
kommt  daher,  weil  Fig.  36 e  kein  einfaches  Dreieckfachwerk  ist, 

8* 
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Bondem  ein  Facbwerk  mit  mdk  fiberkreuxenden  Stäben.]  Wir 
grdfen  dann  ans  dem  Kiftftei>ian  ab: 

Eg^i «  —0,80 1, 

Ffir  irgendeinen  anderen  Wert  ron  Z ,  der  nicht  gerade  g^dch  1,0 1 
int,  wfirde  «ch  atso  ergeben 

Ez^Z'  Ez^x  =-  Z  -  (-0,80) . 

e)  Beredmong  der  Stabkraft  Z.  Zo  diesem  Zwecke  stellen 
wir  den  Oesamtansdmck  ron  E  anf  und  setzten  ihn  gieiöh  Null: 

JS  -  + 1,40  +  Z .  (-0,80)  —  0 . 

Bierans  folgt  dann: 

Hiermit  ist  derjenige  Wert  von  Z  gefunden,  bei  dem  der  Ersatz- 
stab E  zn  Null  wird,  d.  h.  bei  dem  das  Ersatzfachwerk  identisch 
wird  mit  dem  gegebenen  Fachwerk. 

d)  Berechnung  der  iibrigen  Stibe«  Nachdem  nun  Z  gefunden 
ist,  kann  die  Koustruktion  sehr  einfach  weiter  berechnet  werden. 
Beispielsweise,  indem  man  in  einem  Kräfteplane  der  Beihe  nach 
die  Punkte  Jf ,;?,...,  6  vornimmt. 

Man  kann  aber  auch  die  bereits  gezeichneten  Pläne  Fig.  36  d  und  f 

benutzen.    Ersterer  gibt  die  Stabkräfte  infolge  der  äußeren  Lasten, 

letzterer  infolge  der   Kräfte  Za=l,0t    an.     Die  Werte  infolge 

Z»l,0t  mfissen   zunächst  noch  mit  1,75  multipliziert  werden 

(da  ja  die  richtige  Stabkraft  Z  nicht  gleich  +I9O  t,  sondern  gleich 

+  1,76  t  ist)  und  zu  den  Werten  des  Planes  Fig.  36 d  zugezählt 

werden.     Auf  diese  Weise  erhält  man  dann  die  wahren  Spann- 

kräfte  sämtlicher  Stäbe.    In  der  folgenden  Zusammenstellung  ist 

diese  Summierung  (natürlich  mit  Berücksichtigung  der  Vorzeichen) 

ausgeführt: 

Z- 1,75  t, 


Ä,  -+1,60-1,75 
Ä,  -  -  1,60-1,75 
Äa  '  -  0  -  1,75 
H^-  0  -1,76 
iVft-  .  0,80  '1,76 
W«  -.- 2,85  ^.  1,76 
H^  -  0  -h  1,75 
«g-   +1,35-1,75 

Morntt  iNt  <lie  Durchrechnung  des  Fachwerkes  erledigt.    Statt  des 
nliion  Kräftcplanos  —  wie  bei  einem  einfachen  Dreieckfache  — 


1,00  = -0,15  t, 
1,00  = -3,35  t, 
1,76 --3,06  t, 
1,75  = -3,06  t, 

0,85 2,29  t, 

1,70  = +0,13  t, 
1,70  = +2,98  t, 
0,85  = -0,14  t. 
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haben  wir  zwei  Pläne  gebraucht,  auBerdem  noch  einige  Zwischen- 
rechnnngen.  Trotzdem  ist  der  Beohnnngsgang  aber  viel  einfacher, 
als  wenn  man  etwa  die  ursprünglich  erwähnten  zwölf  Gleichungen 
der  einzelnen  Knotenpunkte  aufstellen  wollte. 

Zweite  Aiifgabe# 

Dm  in  Fig.  37  gezeichnete  BunJcergeriist  ist  zu  berechnen! 

Aus  den  örtlichen  Verhältnissen  (Fig.  37  a)  ergab  sich  die  ge- 
wählte Form.  Das  S3rstem  ist  in  Fig.  37  b  mit  den  zagehörigen 
Maßen  noch  einmal  gezeichnet.  Es  hat  2  feste  Lager,  14  Stäbe 
und  9  Knotenpunkte,  ist  also  statisch  bestimmt.  Die  Berechnung 
soll  hier  nur  für  eine  horizontale  Windkraft  von  W  »  3,75  t  durch- 
geführt werden. 

Trotz  der  statischen  Bestimmtheit  ist  die  Berechnung  nicht 
einfach.  Es  sind  vier  Auflt^erunbekannte  vorhanden.  Deshalb 
kann  man  nicht  —  wie  sonst  üblich  —  die  Berechnung  damit 
anfangen,  daß  man  mit  Hilfe  der  drei  Oleichgewichtsbedinguogen 
des  Körpers  zunächst  die  Auflagerkräfte  bestimmt.  Von  den 
Auflagerpunkten  aus  können  wir  also  nicht  vorgehen.  Aber  auch 
bei  irgendeinem  anderen  Knotenpunkte  läßt  sich  nichts  machen, 
da  wir  dann  auf  drei  unbekannte  Stabkräfte  stoßen«  Dem 
System  Fig.  37  b  läßt  sich  also  ohne  weiteres  mit  einem  Kräfte- 
plan nicht  beikommen.    Ebensowenig  mit  Ritter  oder  Culmann. 

Also  die  Ersatzstabmethode.  Als  störende  Kraft  Z  ist  jetzt 
nicht  eine  Stabkraft,  sondern  eine  Auflagerkraft  genommen. 
Nämlich  die  horizontale  Seitenkraft  des  linken  Auflagers.  Diese 
wollen  wir  uns  also  fortdenken  und  statt  dessen  einen  Ersatzstab  E 
einziehen  (Fig.  37c).  Wir  haben  somit  durch  diese  Kraftvertauschung 
unser  ursprüngliches  Fach  werk  Fig.  37  b  mit  den  vier  Auflager- 
kräften in  ein  einfacheres  Fachwerk  mit  nur  drei  Auflager- 
unbekannten verwandelt. 

Nun  folgt  der  -geübte  Eechnungsgang:  Die  Kraft  im  Ersatz- 
stabe E  wird  in  der  Form  ausgedrückt: 

E  «■  Eq  '\'  Z  •  Eg^i  • 

Dieser  Ausdruck  wird  dann  gleich  Null  gesetzt  und  hierdurch  Z 
gefunden. 

a)  Ermittlung  von  JSb  •  Den  Fall,  daß  auf  das  Ersatzfachwerk 
nur  die  äußeren  Lasten  wirken,  während  die  Kraft  Z  noch  außer 
Betracht  gelassen  wird,  wollen  wir  von  jetzt  ab  den 
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nennen.  Die  bei  diesem  Zmstande  auftretenden  Kräfte  mögen 
ebenfalls  den  Index  „o''  bekommen. 

Die  Ermittlung  von  Eq  in  Fig.  37  c  kann  z.  B.  durch  Kräfte- 
plan geschehen.  Noch  einfacher  aber  analytisch:  Zunächst  be- 
stimmen wir  die  Spannkraft  im  Siabe  8^  (Schnitt  a — a ,  Bezugs- 
punkt 6|  rechter  Fachwerkteil  betrachtet).    Diese  ergibt  sich 

Dann  legen  wir  den  Schnitt  ß — ß  und  stellen  für  den  Teil  links 
vom  Schnitte  die  Momentengleichung  für  den  Punkt  5  auf.  Vorher 
zerlegen  wir  noch  die  Kraft  E  horizontal  (E'coscp)  und  vertikal 
(E-Bincp),  und  zwar  werde  diese  Zerlegung  im  Punkte  6  vor- 
genommen. [Das  statische  Moment  einer  Kraft  ist  stets  gleich  der 
Summe  der  statischen  Momente  ihrer  Seitenkräfte,  ganz  gleich* 
gültig,  in  welchem  Punkte  auf  ihrer  Bichtungslinie  die  Zerlegung 
vorgenommen  gedacht  ist.]    Dann  lautet  die  Momentengleichung 

^n  •  2,50  —  EqBvkp  •  8,00  =  0  . 
Hieraus 

^    .  Sh-2,50        7,50.2,50 

7,50  ■  2,50     5,951  _   >  .  >  p  , 

b)  Ermittlnng  von  JEz-i-  Den  Fall,  daß  auf  das  Ersatz- 
fachwerk nur  die  Kraft  Z ,  und  zwar  im  Betrage  von  1  t  wirkt, 

wollen  wir  den 

j,Zu8tand  Z-=l'' 

nennen.  Die  hierbei  auftretenden  Kräfte  werden  meistens  den 
Zusatz  „^=i"  erhalten. 

Der  Wert  Ez^i  bestimmt  sich  wie  vorhin  der  Wert  E^.  Zu- 
nächst (Fig.  37  d): 

Hierauf: 

Ä,i .  2,50  - 1,0 .  9,00  -  J?  sin 9?  •  8,00  =  0  , 

JB sing?  =  -^  (2,00  •  2,50  -  1,0  •  9,00)  =  -0,50  , 
E;5-i  = -0,50.^'^  = -1,19  t. 
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Fig.  37. 
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e)  Bereehnnng  von  Z.  Nun  setzen  wir  den  Ausdruck  E  —  B^ 
+  Z  •  Ez^i  gleich  Null  und  erhalten 

+5,58 +  ^-(-1,19)  =  0, 

^  =  +  ff  =  +^'^«*- 

Hiermit  ist  die  Horizontalkomponente  Z  des  AuflagerdiTickes  be- 
stimmt. Das  Pluszeichen  bedeutet,  daß  die  Kraft  Z  so  wirkt,  wie 
von  vornherein  (Fig.  37  d)  angenommen.  Die  weitere  Durch- 
rechnung des  Fachwerkes  bietet  keine  Schwierigkeiten. 

Dritte  Aufgabe* 

Das  in  Fig.  38  gezeichnete  sechsfache  Netzwerk  ist  zu  berechnen! 

„Der  Fall  mit  zwei  Ersatzstäben  kommt  in  der  technischen 
Praxis,  soweit  sie  sich  wenigstens  bis  heute  entwickelt  hat,  kaum 
oder  überhaupt  nicht  vor."  So  schrieb  Herr  Professor  Föppl  in 
der  im  Jahre  1900  erschienenen  ersten  Auflage  seiner  „Vorlesungen 
über  technische  Mechanik".  Kurze  Zeit  darauf  erschien  eine  neue 
Auflage  der  „Graphischen  Statik"  von  Müller-BreslaUy  und  da 
zeigte  es  sich,  daß  in  der  Zwischenzeit  eine  ganze  Eeihe  von 
Brückensystemen  untersucht  war,  bei  denen  man  mit  mehreren 
Ersatzstäben  arbeiten  muß.  So  schnell  geht  es  in  der  Praxis 
vorwärts. 

Auch  wir  wollen  jetzt  ein  System  untersuchen,  bei  dem  man 
mit  einer  Stabvertauschung  nicht  mehr  auskommt;  sondern  bei 
dem  man  drei  „Störungsstäbe"  fortnehmen  und  durch  drei  „Er- 
satzstäbe" ersetzen  muß,  um  das  Fachwerk  den  üblichen  Berech* 
nungsmethoden  zugänglich  zu  machen  (nach  Müller-Breslau). 

l.  Beschreibung  des  Systems. 

Das  in  Fig.  38  a  gezeichnete  Fach  werk  heißt  ein  „sechsfaches 
Netzwerk",  weil  jede  mittlere  Diagonale  durch  die  anderen  Dia- 
gonalen in  sechs  Teile  zerlegt  wird.  Die  Konstruktion  ist  wichtig 
für  Kriegs-  und  Kolonialzwecke,  da  sie  aus  lauter  kurzen  Stäben 
besteht  und  daher  bequem  transportierbar  ist.  Aus  diesem  Be- 
dürfnis sind  auch  die  neueren  mehrteiligen  Fachwerke  entstanden. 

Im  mittleren  Teile  hat  der  Träger  sechs  gleiche  Felder  X. 
Die  Endfelder  dagegen  sind  nur  \  X  lang.  Die  Diagonalen  mögen 
unter  einem  Neigungswinkel  9?  =  45°  gehen,  so  daß  die  Endverti- 
kalen ebenfalls  in  Abschnitte  von  \k  bzw.  X  zerlegt  werden. 

Die  Belastung  sei  gleichmäßig  verteilt.  Zu  jedem  der  mitt- 
leren Knotenpunkte  gehört  also  eine  Last  jP;   zum   ersten  und 
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letzten  eine  Last  {^P,  und  zum  zweiten  und  vorletzten  eine  Last 

(i  +  i)P  =  |P. 

Das  System  ist  statisch  bestimmt.  Denn  es  ist  ein  Träger 
mit  drei  Auflagerunbekannten  und  hat 

8  =  109  Stäbe  und  Jfe  «  56  Knotenpunkte; 

also  ist  die  Bedingung  erfüllt:  «  =  2ft  — 3.  Trotzdem  geht  die 
Berechnung  nicht  nach  den  üblichen  Methoden,  wie  man  sich 
leicht  überzeugt,  wenn  man  einen  Eräfteplan  oder  dergleichen 
versucht.  Man  muß  vielmehr  das  System  mit  Hilfe  von  Ersatz- 
Stäben  zunächst  in  ein  einfaches  verwandeln. 

IL  ADgemeiner  Rechnungsgang  (Ersatzfaehwerk  mit  drei  Ersatzst&ben). 

Die  Umwandlung  eines  derartig  komplizierten  Systems  in  ein 
einfaches  kann  auf  verschiedene  Weisen  geschehen.  Im  vorliegen-- 
den  Falle  wurden  die  mit  X ,  Y ,  Z  bezeichneten  Stäbe  als  „Störungs- 
stäbe" genommen  und  dafür  die  „Ersatzstäbe"  JE?,  P,  ö  ein- 
gesetzt (Fig.  38  a  und  b).  Dann  entsteht  ein  Ersatzfachwerk,  das 
—  wie  die  folgende  Durchrechnung  zeigt  —  sich  verhältnismäßig 
einfach  ermitteln  läßt. 

Der  Bechnungsgang  bei  ämfacher  Stabvertauschung  entspricht 
natürlich  genau  dem  bei  einem  Ersatzstabe:  Auf  das  Ersatzfach- 
werk werden  sowohl  die  äußeren  Lasten  als  auch  die  Kräfte 
Z,  7,  Z  (an  Stelle  der  fortgenommenen  Stäbe)  wirkend  an- 
gebracht (Fig.  38  b).  Dann  werden  die  Spannkräfte  in  den  Er- 
satzstäben in  der  Form  dargestellt: 

IE  =^  Eq  -{-  X '  Exzz  1  +  7  •  Ey^i  +  Z  '  Ez=  1  9 
P  =  Po  +  ^  •  ^x^i  +  r  •  -Pf=i  +  Z  .  P^.i  , 
ö  =  öo  +  ^  •  öj.i  +  r  •  Ot^i  +  z .  Oz=.,  . 
Hierin  bedeuten: 

Spannkräfte,  falls  auf  das  Ersatzfach - 
'  werk  nur  die  äußeren  Lasten  wirken. 
„Zustand  X,  Y,  Z  =  0". 

Spannkräfte,  falls  auf  das  Ersatzfach- 
werk nur  die  Kräfte  X  ==  1,0  t  wirken. 
„Zustand  X  =  1 ". 

Entsprechend  bedeuten  JE?f=i,  Pr=»i,  Öy^i  die  Spannkräfte  in  den 
Ersatzstäben,  die  beim  „Zustand  1  =  1"  entstehen;  usw.  In 
Fig.  38c,  n,  o  und  p  sind  diese  vier  Zustände  (X,  Y,  Z  =  0;  Z  =  l; 
Y  ==  1 ;  Z  =  1)  dargestellt. 

Sobald  dann  die  Spannkräfte  der  Ersatzstäbe  P,  P  und  G  in 
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iP  iP     P       P       P       P       P     IP  iP  ,^. 

/St  V.    Sj  .  S,      /S,  y^-a) 

3  'E.  ^'  **J'     -^ 


SP       Ziisti 

iP^f         xPiP 

iß         1     o.ff      J 


tnst-and  i/=  i 


Zustand  K-  1 


dieser  Form  geschriGbeo  sind,  wird  jede  gleicb  Null  gesetzt.     Auf 
diese  Weise  erbalten  wir  die  drei  Oleicbungen: 

f  Eo  +  X  ■  Bt=i  +  r  ■  Ey=i  +  Z  ■  Ez=i  =  0  , 
(  Öo  +  Z  •  (?;=,  +  r  ■  Gr-i  +  Z  •  G«,i  =  0  . 
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Die  AnflösuDg  dieser  Gleichungen  liefert  dann  die  drei  Unbekannten 
X^  7,  Z.  Sobald  aber  diese  drei  Störungsstäbe  bekannt  sitid, 
bietet  die  weitere  Durchrechnung  des  Fachwerkes  keine  Schwierig- 
keiten. 

IIL  Darehführnng  des  Rechnungs^anges. 

a)  Zuiiani  Z ,  T,  Z  =- 0  . 

Die  Ermittlung  der  Werte  JSfQ,  Fq  und  Oq  kann  nach  Fig.  38  o 
mittels  Kräfteplan  erfolgen.  Einfacher  jedoch  auf  folgende  Weise: 
Zunächst  erkennt  man,  daß  eine  Diagonale  von  der  einen  Ourtung 
bis  zur  anderen  mit  der  gleichen  Spannkraft  durchläuft.  An 
einem  der  inneren  Knotenpunkte  des  Fachwerkes,  wo  sich  zwei 
Diagonalen  kreuzen,  findet  also  bei  den  Stäben  keine  Änderung 
der  Spannkraft  statt  (Fig.  38  d).  Man  ersieht  dies,  indem  man  für 
einen  solchen  Knotenpunkt  Fig.  38  d  das  Kräftepolygon  skizziert. 
Femer  lassen  sich  aus  dem  Oleichgewicht  der  einzelnen  Knoten- 
punkte vielfach  direkt  die  Spannkräfte  ablesen.  So  erkennt  man 
für  Fig.  38  e  (unbelasteter  Knotenpunkt  mit  nur  zwei  Stäben),  daß 
die  angreifenden  Stäbe  die  Spannkraft  Null  haben.  Aus  Fig.  38f  ist 
ersichtlich,  daß  an  den  Knotenpunkten  der  unteren  Gurtung  die 
Diagonalen  stets  gleichgroße  Spannkräfte,  aber  mit  entgegen- 
gesetzten Vorzeichen,  haben.  Fig.  38g  zeigt  einen  Knotenpunkt 
des  Obergurtes,  an  dem  die  eine  Diagonale  die  Spannkraft  Null 
habe;  usw.  Alle  diese  Fälle  lassen  sich  aufs  einfachste  durch 
Skizzieren  der  zugehörigen  Kräftepolygone  oder  durch  analytische 
Betrachtung  erledigen. 

Nach  dieser  Vorübung  kann  man  aber  sofort  die  Spannkräfte 
der  Diagonalen  hinschreiben: 

A=0;  A»0;  ^»  =  ~S^'  (vgI.Fig.38e,f,g). 

^-  =  ^'  ^'  =  -si^'  ^-  =  +  34'  (vgl.Fig.38e,g,f). 

^'  =  -is-4^       ^--  +  ¥5^^  ^•  =  -stI^-|s1^'      (vgl.Fig.38h,f,i). 

Ao  =  +  4-r^;     Ai  =  -T-^-4-^J     Aii  =  +  T-v^+l-^,  (vgl. Fig. 38h, i,o^ 
*"         8  81119?'        "         4  sin 9?      8  sin9?  "         4  sin 97      Ssin??' 

n    -_M_Z..   D ^  +  M_^.      D   -  +  ^-M_£. 

"  2  sin 9?        "         sin9?       2  8in9>  "         sin9>      2  sm<p' 

n   -a.M_£-     n       -^'5_A  n ^    ,  3,5    P 

^"'"*"2sin9?'      ""     T8in9>'  ""     8in9?'^  2  sin9>* 

Nachdem  wir  somit  die  Diagonalen  haben,  lassen  sich  auch 
die  gesuchten  Spannkräfte  der  Ersatzstäbe  berechnen.    Zu  diesem 
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Zwecke  betrachten  wir  die  linke  Scheibe  des  Ersatzfach  Werkes  mit 
den  äußeren  Kräften  A  und  P  und  den  anschließenden  Diagonal- 
kräften 2>i2,  1>9,  l>e,  I>zy  As  ^^^  As  (Fig-  38  k).  Die  Diagonal- 
kräfte mögen  zunächst  vertikal  und  horizontal  zerlegt  werden. 
Beispielsweise  ergibt  sich  hierbei  für  die  Vertikalprojektion  von 

1     P  7 

D,2  der  Wert  Aa '  ^^^9^  =  "5""^ — '  sin^?  =  -^-P .     Da  ^  =  46°  ist 

o  SlUq)  o 

(Fig.  38  a),   so   ist  coS99  =  sin9?.     Also   ist  auch   die   Horizontal- 

7     P  7 

komponente    von   A2    gleich    -^ —, —  •C0S99  =  -o-P.     Diese    Zer- 

o  sm  (p  o 

leguDg  der  Diagonalkräfte  horizontal  und  vertikal  läßt  sich  also 
sehr  einfach  durchführen.  In  Fig.  381  sind  diese  Komponenten 
der  2>-Erä[te  eingezeichnet  (wobei  an  einem  Punkte  mit  zwei 
E^äften  die  betreffenden  Komponenten  zusammengezählt  sind). 

Nun  lassen  sich  auch  der  an  die  Scheibe  anschließende  Ober- 
gurtstab 0  und  üntergurtstab  ü  leicht  bestimmen.  Beispielsweise 
ergibt  sich  aus  der  Momentengleichung  für  den  unteren  rechten 
Eckpunkt  der  Scheibe  Fig.  381: 

In  ähnlicher  Weise  findet  man: 

I7-|P. 

Zum  Schlösse  sind  in  Fig.  38  m  alle  Kräfte,  die  überhaupt  an  der 
linken  Scheibe  des  Ersa^zf ach  Werkes  angreifen,  eingezeich  net.  (Greifen 
an  einem  Punkte  mehrere  Kräfte  an,  so  sind  sie  natärlioh  ver- 
eint.) Dann  ergibt  sich  aus  dem  durch  den  Stab  E  gelegten 
Schnitte  (Bezugspunkt  a)  die  Spannkraft: 

13 


^0=       8 


-(^4)4 


~       8      • 


Entsprechend  aus  dem  durch  F  gelegten  Schnitte  (Bezugspunkt  6) : 


3?P 
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Und  schließlich 


<'--l-(¥-4)4 


Hiermit  sind  die  in  den  Ersatzstäben  JE?,  1^,  0  bei  dem  Zustande 
Z ,  7,  2^  =»  0  (d.  h.  nur  äußere  Lasten)  entstehenden  Spannkräfte 
gefunden. 

b)  ZuBtand  X^l. 

Der  Zustand,  daß  auf  das  Ersatzfach  werk  die  Kraft  Z  » 1,0 1 
als  angreifende  Kraft  wirkt,  ist  in  Fig.  38  n  gezeichnet.  Auflager- 
kräfte werden  nicht  hervorgerufen.  Wenn  man,  von  rechts  an- 
fangend,  den  Diagonalen  nachgeht,  kann  man  sofort  die  Spann- 
kräfte hinschreiben: 


2    sin^?  •  2    8in97  '  *^  2    8in9>  ' 

Aus  diesen  folgen  dann  durch  Betrachtung  der  linken  Scheibe: 

17  =  0. 
Und  schlieBlich  finden  wir  für  die  Ersatzstäbe  die  Spannkräfte: 
_      1,0       /1,0     A\    A 
^x«i- 2""l"2""2J-2"      ^^'^*' 

-,  1,0       /1,0     3i\    A       /_    1,0     AW  ,  .  ^ 

^^---^-l-2--2"J=2+l^-i-'2J=2=-^'^^' 
öz-i  =  0 . 
niermit  ist  der  Zustand  X  =  \  erledigt, 

o)  Zustand  Y  '^  1. 

Der  Leser  führe  die  Bechnung  selbständig  durch.    Es  ei^bt  sich: 

JSr-i  =  0  ;    JProi  =-  -1,0  t ;     öy.i  =  -1,0  t . 

d)  Zustand  Z  =  1. 
^j?.i=»0;     Jij«i  =  +l,Ot;     6^=1  =  0. 

e)  Auflösung  der  Gleichungen. 

Nachdem  somit  sämtliche  Zustände  erledigt  sind,  gehen  wir 
zur  Auflösung  der  Qleichnngen  (II).    Pie  Bezeichnungen  E^f  F^ 
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nnd  Oq  mögen  zunächst  noch  beibehalten  werden  und  nur  für 
^z=>i  usw.  die  gefundenen  Werte  eingesetzt  werden.  Dann  lauten 
die  Gleichungen: 

JB7o  +  ^-(-l,0)  + Y-0  +Z'0     =0, 

-Fo  +  X.  (-1,0)  +  T.(-1,0) -f  Z.  1,0  =  0  , 
Öo  +  Z-O  +  Y-(~l,0)  +  Z.O     =0. 

r  j57o  -  X  =  0 , 

(na)  (  Fo-X-Y  +  Z^O, 

löo- Y  =  0. 

Aus  diesen  Gleichungen  folgen  die  Besultate: 

(IIb)  l  r  =  +Go, 

[  Z  =  X  +  Y-Fo^Eo  +  0,-^F^. 

Nun  setzen  wir  auch  für  Bq  ,  Fq  und  Oq  die  Zahlen  ein  und  er- 
halten dann  die  gesuchten  Störungsstäbe: 

Nachdem  jetzt  X,  Y,  Z  gefunden  sind,  kann  man  das  ganze 
übrige  Pachwerk  analytisch  oder  graphisch  berechnen. 

SchlußbetrcLohtung:  Auch  dieses  bereits  recht  komplizierte 
System  hat  sich  mit  Hilfe  der  Ersatzstäbe  ziemlich  schnell  be- 
rechnen lassen.  Es  sei  nun  darauf  hingewiesen,  daß  sich  im  Falle 
einer  anderen  Belastung  nur  die  Werte  Eq,  Fq  und  Oq  ändern 
würden.  Die  zu  den  Zuständen  X  =  1 ,  Y  ==  1  und  Z  =  1  ge- 
hörigen Werte  sind  dagegen  von  der  äußeren  Belastung  un- 
abhängig. Hierdurch  vereinfacht  sich  die  Arbeit,  wenn  man  eine 
derartige  Konstruktion  für  verschiedene  äußere  Belastungen  durch- 
zurechnen hat. 

Ferner  sei  darauf  hingewiesen,  daß  man  gelegentlich  statt  der 
Ersatzstäbe  F  usw.  auch  Ersatzstützkräfte  E  usw.  einführen  kann. 
Es  kommt  ja  nur  darauf  an,  daß  das  Ersatzfach  werk  statisch  be- 
stimmt und  möglichst  einfach  zu  berechnen  ist.  Im  allgemeinen 
gibt  abe{  das  Einfügen  von  Ersatzstäben  den  einfachsten  Bech- 
nungsgang. 

§16. 

Ausnahmefälle:  Statisch  bestimmte  Systeme,  die  trotzdem  beweg- 
lich sind. 

Daß  es  überhaupt  solche  Farbwerke  gibt,  muß  zunächst 
sonderbar  erscheinen.  Denn  ein  statisch  bestimmtes  System  ist 
ja  gerade  dadurch  gekennzeichnet,  daß  es  so  viel  widerstehende 
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Kräfte  hat,  wie  Gleichgewichtsbedingungen  zu  erfüllen  sind.  Trotz- 
dem kommen  Fälle  vor  von  Fachwerken,  die  die  genügende  An- 
zahl Yon  Stab-  und  Auflagerunbekanuten  haben,  dabei  aber  be- 
weglieh sind. 

Vorweg   sei    aber    hierzu  bemerkt,    daß   die   bisher   durch 
genommene   mathematische  Theorie  durchaus  nicht  umgestoßen 
werden  soll  oder  kann.    Es  handelt  sich  nur  darum,  einen  beson- 
deren Fall  der  Theorie  genauer  zu  betrachten  und  mathematisch 
zu  erklären. 

L  Beispiele  Yon  bewegllehen  statisch  bestimmten  Systemen« 

a)  Absolute  Beweglichkeit. 

Fig.  39  a  und  b  stellen  je  einen  Träger  dar,  der  ein  festes  und 
ein  bewegliches  Lager  hat,  und  bei  dem  die  Bedingung  erfüllt  ist: 
«  =  2  fc  —  3 .     Beide  Figuren  haben   also  die  vorgeschriebene  An- 


Fig.  89. 

zahl  von  Unbekannten.  Während  aber  bei  Fig.  39  a  jedes  Feld 
eine  Diagonale  hat,  ist  in  Fig.  39  b  die  Diagonale  des  einen  Fel- 
des herausgenommen  und  in  das  Nebenfeld  eingesetzt.  Diese 
Figur  hat  also  in  einem  Felde  zwei  (zug-  und  druckfeste)  Diago- 
nalen, während  in  einem  Felde  die  Diagonale  gänzlich  fehlt.  Durch 
diese  Änderung  in  der  Anordnung  der  Stäbe  (nicht  in  der  Zahl 
der  Stäbe)  ist  die  Konstruktion  Fig.  39  b  ganz  augenscheinlich 
beweglich  geworden.  Infolge  der  Last  P  würde  das  Fachwerk 
einfach  zusammenbrechen.  Wir  haben  hier  also  einen  Fall,  wie 
durch  eine  falsche  Anordnung  der  Stäbe  eine  Konstruktion  be- 
weglich wird,  trotzdem  die  Zahl  der  Stäbe  die  Bedingung 
w  =  2&  erfüllt 
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Ein  weiteres  Beispiel  einer  solchen  beweglichen  Konstruktion 
bietet  Fig.  39  d.  Diese  ist  ans  Fig.  39  c  dadurch  entstanden,  daß 
zwar  die  Anzahl  der  Lagerkräfte  dieselbe  geblieben,  dagegen 
die  Anordnung  derselben  verändert  ist.  Es  sind  nämlich  die 
drei  Auflagerunbekannten  in  Form  von  drei  beweglichen  Lagern, 
die  alle  in  gleicher  Eichtung  verschieblich  sind,  angebracht. 
Man  ersieht  ohne  weiteres,  daß  eine  schräge  Kraft  P  die  ganze 
Konstruktion  einfach  fortschieben  würde.  Auch  in  diesem  Fall 
ist  also  die  Unbrauchbarkeit  (Beweglichkeit)  dadurch  entstanden, 
daß  die  widerstehenden  Kräfte  zwar  in  der  erforderlichen  Zahl 
vorhanden,  aber  falsch  angeordnet  sind. 

Sowohl  in  Fig.  39  b  wie  39  d  wird  sich  die  Konstruktion 
so  weit  bewegen,  bis  sie  einfach  „unten  liegt";  d.  h.  bis  sie  irgendwo 
gegen  einen  anderen  Körper  stößt.  Wir  nennen  solche  Konstruk- 
tionen von  ffdbsoluter^^  oder  ^jendlicher  Beweglichheit^^. 

b)  Begrenzte  Bewegliohkeit« 

Es  gibt  noch  eine  andere  Art  von  beweglichen  statisch  be- 
stimmten Systemen.  Sie  sind  zwar  nicht  so  verschieblich  wie  die 
soeben  betrachteten  Fig..39b  und'd,  trotzdem  aber  unzulässig. 

Ein  Beispiel  hierfür  bietet  Fig.  40  b.  Diese  ist  aus  Fig.  40  a 
dadurch  entstanden,  daß  der  Neigungswinkel  a  der  Stäbe  zu  Null 
geworden  ist.  Durch  diese  Änderung  in  der  Anordnung  der 
Stäbe  ist  aber  ein  grundsätzlicher  Unterschied  zwischen  beiden 
Konstruktionen  entstanden.  Während  nämlich  Fig.  40  a  ein  nor- 
males Tragwerk  ist,  das  auch  unter  der  Einwirkung  der  Belastung 
in  der  gezeichneten  Lage  verharrt  (abgesehen  von  den  sehr  kleinen 
elastischen  Verschiebungen),  kann  die  Fig. 40b  überhaupt  nicht 
in  der  gezeichneten  Stellung  bleiben.  Denn  zwei  horizontale  Kräfte 
S  können  niemals  einer  vertikalen  Kraft  P  das  Gleichgewicht 
halten,  da  sie  ja  stets  nur  eine  horizontale  Besultierende  geben. 
Die  Fig.  40b  ist  also  einfach  unmöglich.  Sie  kann  ilur  auf  dem 
Papier  existieren,  nicht  aber  in  der  Wirklichkeit. 

In  Wirklichkeit  werden  vielmehr  die  Stäbe  8  von  Fig.  40  b 
unter  dem  Einflüsse  der  Belastung  stark  nach  unten  durchschlagen, 
so  daß  sie  schließlich  gegen  die  Horizontale'  einen  Winkel  a'  bilden. 
Erst  in  dieser  neuen  Stellung  ist  Gleichgewicht  möglich.  Denn 
dann  können  die  beiden  Kräfte  8'  eine  Besultierende  ergeben, 
die  der  vertikalen  Kraft  P  das  Gleichgewicht  hält. 

Um  zu  sehen,  wie  stark  die  Durchhängung  6  in  solchen 
Fällen  ungefähr  ist,  wollen  wir  annehmen,  die  Länge  { in  Fig.  40b 
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Bei  300  cm,  die  Spannung  o  im  dorchgehangenen  Zustande  sei 
1400  kg/qcm,  der  Elastizitätsmodul  J^  »  2150000  kg/qcm.  Dann 
ergibt  sich  aus  dem  J7ooX:€  sehen  G^etze  (I.  Band,  §  28,  30}  zu- 
nächst die  Verlängerung  Jl,  die  die  Stäbe  8  bei  der  Einsenkung 
erfahren: 


al      1400-300 


E 


2150000 


=  0,195  cm. 


a  — 


Und  aus  Flg.  40  b  folgt  dann  die  Einsenkung  d : 
d«  =  (Z  +  A)«  -  Z»  «  p  +  2Z A  +  ;i«  -  Z« 
-2U  +  A« 
«  2 .  300  •  0,195  +  0,195«  -  117,0 

(J  =  /Tl7  =  10,8oml 

Wenn  also  die  Konstruktion  Fig.  40b  bei  einer  Spannung 
1400  kg/qcm  endlich  zur  Buhe  kommt,  hat  Punkt  m  sich 


von 

um 


I 


ra) 


Fig.  4a 


^*v^ 


rÄ 


10,8  cm  von  seiner  ursprünglichen  Stellung  entfernt.  Derartige 
Konstruktionen  erfahren  aber,  wie  wir  später  sehen  werden,  sehr 
leicht  noch  größere  Spannungen.  Auf  jeden  Fall  ist  also  klar, 
dafi  wir  bei  dem  System  Fig.  40b  nicht  mehr  von  den  gewöhn- 
lichen, sehr  kleinen  elastischen  Formänderungen  reden  können, 
sondern  daß  wir  diese  Konstruktionen  direkt  als  „beweglich'^ 
bezeichnen  mfissen. 

Insgesamt  haben  wir  in  diesem  Paragraphen  drei  Beispiele 
von  beweglichen  Systemen  kennen  gelernt.  Zunächst  die  Fig.  39  b 
und  d,  und  jetzt  Fig.  40b.  Zwischen  den  Fällen  Fig.  39  b  und  d 
einerseits  und  Fig.  40b  andererseits  besteht  aber  ein  Unterschied. 
Die  ersteren  Konstruktionen  leisten  den  angreifenden  Kräften 
überhaupt  keinen  Widerstand.  Sie  geben  einfach  nach  und 
werden  so  weit  verschoben,  bis  sie  irgendwo  gegen  einen  anderen 
Köri>er  stoßen.  Das  System  Fig.  40b  dagegen  findet  von  selber 
eine  Oleichgewichtslage,  allerdings  erst  nach  recht  beträchtlicher 
Formänderung.     Die  Verschiebung  ist  also   nicht  beliebig  groß, 

Fi8ob«r.  SUUlc    DX  9 
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sondern  die  Konstruktion  kommt  von  selber  zum  Stillstand.  Wir 
wollen  einen  derartigen  Fall  eine  ,,hegrenzte  Beweglichkeit^^  nennen. 
Man  bezeichnet  sie  wohl  auch  als  „unendlich  kleine  Beweglich- 
keit". Doch  dürfte  diese  Bezeichnung  weniger  zutreffend  sein, 
da  die  Bewegungen  durchaus  nicht  unendlich  klein  sind  (10,8  cm 
=  ~i5V  ^®^  Spannweite!).  Unendlich  klein,  oder  wenigstens  nahezu 
unendlich  klein,  sind  die  Bewegungen  nur  bei  solchen  Systemen, 
die  wir  als  unsere  ^^starren  Systeme'^  bezeichnen.  Denn  bei  diesen 
sind  die  elastischen  Formänderungen  tatsächlich  verschwindend 
kl<^in  gegenüber  den  Abmessungen  des  Systems  selber.  (Im  all- 
gemeinen höchstens  -^^  der  Spannweite,  meistens  noch  weniger.) 

Wiederholung. 

Wenn  ein  System  die  genügende  Anzahl  von  widerstehenden 
Kräften  hat  (t«  =  2  %) ,  so  ist  der  normale  Fall  natürlich  der,  daß 
die  Konstruktion  unter  dem  Einflüsse  der  Belastung  nur  die  üb- 
lichen verschwindend  kleinen  Formänderungen  infolge  der  Elasti- 
zität des  Materials  ausführt.  Dieses  sind  unsere  sogenannten 
^^Btarren  Systeme^^,  Es  gibt  aber  auch  Ausnahmefälle.  Bei  be- 
sonderer Anordnung  und  Lage  der  Stäbe,  bzw.  Auflager,  kann 
es  nämlich  vorkommen,  daß  die  Konstruktion  unter  dem  Ein- 
flüsse der  Belastung  ganz  unzulässige  Verschiebungen  ausführt. 
Dieses  sind  die  sogenannten  ^beweglichen  Systeme^^.  Hierbei  unter- 
scheiden wir  zwei  Fälle: 

a)  absolute  BeweglichJeeit:  bei  denen  leistet  die  Konstruktion 
den  angreifenden  Kräften  überhaupt  keinen  Widerstand, 

h)  begrenzte  BeweglichJeeit:  bei  denen  kann  die  Konstruktion 
nur  in  der  ursprünglichen  Stellung  keinen  Widerstand  leisten. 
Später  kommt  sie  dann  in  einer  neuen  Stellung  von  selber 
zum  Gleichgewicht;  allerdings  erst  nach  einer  ganz  unzulässigen 
Formänderung. 

Es  sei  noch  hinzugefügt,  daß  auch  bei  statisch  unbestimmten 
Systemen,  die  also  sogar  mehr  Stäbe  und  Auflagerkräfte  haben,  als 
erforderlich  sind,  derartige  bewegliche  Systeme  vorkommen. 

Jetzt  wollen  wir  dazu  übergehen,  die  Sache  mathematisch 
zu  erklären  und  das  Kennzeichen  abzuleiten,  nach  dem  wir  es 
einer  Konstruktion  sofort  ansehen  können,  ob  sie  solch  einen 
Ausnahmefall  bildet  oder  nicht.  Hierzu  brauchen  wir  einen 
kleinen  Ausflug  in  das  mathematische  Gebiet.  [Für  mathematisch 
geschulte  Leser  wird  es  genügen,   nur  den  Schluß  des  folgenden 


}  Absatzes  zu  lesen.] 


f  16.    Statisch  beBtimmte  Systeme,  die  trotzdem  bew^lieh  sind.     131 

IL  HftUiematik. 

a)  Elementare  Unlenoehimg  Ton  Glelehan^eni  llen  Grades. 

£b  handle  sich  um  eine  Gruppe  von  n  Gleichungen  Iten  Grades 
mit  n  Unbekannten.     Beispielsweise: 

a^x  +  b^y  +  e^z^d^, 

«3  2^  +  ^3  y  +  ''s  -  =  ^/j  . 

Hierin  seien  x,  y,  x  die  Unbekannten  und  o, ,  \  usw.  gegebene 
Zahlen.  Bei  der  Auflösung  dieser  Gleichungen  können  nun  folgende 
Fälle  eintreten:  Erstens,  die  Gleichungen  ergeben  bei  ihrer  Auflösung 
für  jede  der  Unbekannten  einen  bestimmten  endlichen  Wert  Zweitens, 
die  Gleichungen  ergeben  keinen  bestimmten  endlichen  Wert,  sondern 
entweder  den  Wert  „unendlich**  oder  sie  lassen  sich  überhaupt  nicht 
auflösen.  Der  erstere  Fall  ist  ja  der  weitaus  häufigere  und  von  uns» 
bisher  als  der  normale  Fall  als  selbstverständlich  angenommen  (§11,1). 
Die  zweite  Möglichkeit  —  für  die  Unbekannten  kommt  der  Wert  un- 
endlich heraus  oder  aber  die  Gleichungen  lassen  sich  überhaupt  nicht 
auflösen  —  möge  zunächst  noch  an  Beispielen  erläutert  werden. 

Beispielsweise  sei  bei  irgendeiner  Untersuchung  für  die  Unbe- 
kannte X  die  Gleichung  herausgekommen: 

(I)  x.o^i; 

also;  ir  =  --  . 

Je  kleiner  der  Nenner  eines' Bruches  ist,  um  so  gröfier  wird  be- 
kanntlich der  Bruch  selber.  Nähert  sich  der  Nenner  immer  mehr  dem 
Werte  Null,  so  wächst  der  Bruch  immer  mehr;  und  ist  der  Nenner 
direkt  gleich  Null,  so  wird  der  Bruch  unendlich.  Wir  haben  also  in 
der  obigen  Gleichung  (I)  ein  Beispiel  dafür,  wie  aus  einer  einfachen 
Gleichung  Iten  Grades  für  die  betreffende  Unbekannte  der  Wert  ,po" 
herauskommen  kann. 

Ein  anderes  Beispiel: 

X'O  +  y-l  -f  «.0=-  2, 
(ß)  <  X'l+y-l  --Z'l  =3, 

«•i  +  y-o  —  «•1  =  4. 

Diese  anscheinend  so  einfachen  Gleichungen  lassen  sich  nämlich 
überhaupt  nicht  atiflösen.  Zunächst  schreiben  wir  sie  unter  Fortlassung 
aDer  überflüssigen  Zahlen: 

y        -2, 

Addiert  man  nun  die  erste  und  dritte  Gleichung,  so  ergibt  sich: 

«  +  y  — «  =  ^  +  4  =  6. 

Andereiseits  soll  aber  nach  der  zweiten  Gleichung: 
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sein.  Wir  sehen  also:  Die  obigen  Gleichungen  (II)  enthalten  einen 
Widerspruch.  Es  ist  gar  nicht  möglich,  diese  Gleichungen  aufzulösen, 
denn  sie  widersprechen  sich  selbst.  Somit  haben  wir  in  den  Gleichungen 
(I)  und  (II)  Beispiele  dafür  kennen  gelernt,  daß  sich  aus  anscheinend 
ganz  einfachen  Gleichungen  Iten  Grades  keine  bestimmten  endlichen 
Werte  für  die  Unbekannten  ergeben;  sondern  daß  entweder  der  Wert 
„unendlich''  herauskommt,  oder  daß  die  Gleichungen  sich  überhaupt 
nicht  auflösen  lassen. 

Wie  kann  man  nun  erkennen,  ob  eine  Gruppe  von  Gleichungen 
Iten  Grades  diese  Fallstricke  enthält?  Ohne  weitere  mathematische 
Hilfsmittel  würde  man  so  vorgehen:  Man  versucht,  die  Gleichungen  auf- 
zulösen. Ergeben  sich  hierbei  für  die  Unbekannten  bestimmte  endliche 
Werte,  so  ist  alles  in  Ordnung.  Kommt  aber  schließlich  für  eine  oder 
mehrere  Unbekannten  der  Wert  „unendlich''  heraus,  oder  geht  es  mit  der 
Auflösung  überhaupt  nicht  weiter,  indem  sich  schließlich  ein  Wider- 
spruch in  den  Gleichungen  herausstellt,  dann  liegt  eben  der  besondere 
Fall  vor,  den  wir  in  den  Gleichungen  (I)  und  (II)  kennen  gelernt  haben. 
Auf  diese  Weise  —  indem  wir  einfach  die  Auflösung  versuchten  —  sind 
wir  ja  auch  bei  den  Gleichungen  (I)  und  (U)  dahintergekommen,  daß 
bei  ihnen  dieser  besondere  Fall  vorlag. 

Im  folgenden  werden  wir  nun  aber  ein  Hilfsmittel  kennen  lernen, 
mit  dem  wir  einer  Gruppe  von  Gleichungen  sofort  ansehen  können,  ob 
sie  für  die  Unbekannte  endliche  Werte  liefert,  oder  aber  den  Wert 
„unendlich"  resp.  überhaupt  keine  Werte.  Dieses  Mittel,  das  uns  also 
das  probeweise  Auflösen  der  Gleichungen  ersparen  soll,  sind  die  sog. 
„Determinanten".  Unbedingt  nötig  sind  sie  nicht;  sie  erleichtem  uns 
aber  die  Arbeit. 

b)  Untersachung  der  Gleichungen  mittels  Determinanten* 

(x)  Erklärung  einer  Determinante,  • 

Eine  Determinante  hat  den  Zweck,  gewisse  Zusammenstellungen 
von  Multiplikationen,  die  namentlich  beim  Auflösen  von  Gleichungen 
vorkommen,  abgekürzt  zu  schreiben.  Wenn  der  Mathematiker  beispiels- 
weise auf  folgende  Zusammenstellung  von  Produkten  stößt: 

SO  schreibt  er  dies  in  einer  besonderen  Form.  Er  schreibt  nämlich  die 
einzelnen  Zahlen  der  ohigen  Faktoren  einfach  in  einer  Gruppe  zusammen, 
die  folgende  Gestalt  hat: 

Man  nennt  diese  Form  eine  ,, Determinante'',  Sie  ist  also  nichts  weiter 
als  eine  andere  Schreibweise,  gewissermaßen  ein  Symbol,  für  die 
obige  Differenz  der  Produkte  Oj  b^  und  a^  b^ ,  Der  Zweck  dieser  neuen 
Schreibweise  wird  später  klar  werden.  Wir  brauchen  uns  jetzt  nur  die 
Bedeutung  einer  solchen  Determinante  zu  merken;  es  ist: 


0) 


0,      h 


f 


=^  G^b^  —  Og  6] 
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In  Worten:  Man  multipliziert  die  Zahlen  in  der  Determinante  kreuz- 
weis und  nimmt  das  zweite  Produkt  mit  negativem  Vorzeichen.  Dann 
erhält  man  den  Ausdruck,  den  eine  solche  Determinante  darstellen  soll. 
Ferner  kommt  man  beim  Auflösen  von  Gleichungen  häufig  auf 
Summen  von  Produkten  folgender  Art: 

Wenn  wir  auf  diesen  Ausdruck  die  soeben  kennen   gelernte  Determi- 
nantenschreibweise anwenden,  so  würden  wir  ihn  in  der  Form  schreiben: 


^ 

«B 


-«8 


+  0$ 


und   diese  Bumme   zieht  der  Mathematiker  zu   folgender  Schreibweise 
zusammen: 

a^     h^     Ci 

a^     h^     c^ 

ßj     ^a     ^8 

Wenn  wir  also  in  einem  mathematischen  Buche   auf  solch  ein  Symbol 
stoßen,  so  vdssen  wir  jetzt^  daß  damit  gemeint  ist: 


(2) 


«1 


0% 


<h 


"i 
h 


«I 


-0, 


h 


+  «» 


-  <h(P»  <%  —  &»  <^)  -  oj  (*i  <i  —  ^  <i)  +  «8  (*i  <i  —  62  Ci)  • 

In  Fortführung  dieses  Gedankens  können  mr  nun  auch  Determinanten 
mit  noch  mehr  Gliedern  deuten.    Beispielsweise  hat  zu  bedeuten: 


(3) 


«1 

h 

<h 

d. 

«« 

b. 

<^ 

^ 

<h 

b. 

«i 

dt 

«4 

h 

c* 

d. 

&2  £]   d^ 

h  <i   ^1 

^1   ^   ^1 

b^^   rfi 

=  0, 

*»  <>»  d. 

-«2 

feg  Cj   d^ 

+  «8 

&2    ß,    rfj 

-«i 

6j  Ci  c/j 

b^   04   ^4 

64  c^  d^ 

^4    ^i    ^4 

*S    «'s    </3 

Jede  der  auf  der  rechten  Seite  stehenden  kleinen  Determinanten  ist 
nun  weiter  zu  entwickeln,  wie  Formel  (2)  für  eine  solche  Determinante 
mit  drei  Horizontal-  und  Vertikalreihen  angibt     Dann  erhalten  wir: 


r3a) 


0, 

"i 

Cl 

<h 

«I 

h 

C| 

d. 

«3 

\ 

ft> 

dz 

a^ 

h 

''* 
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+  «s  1*1 
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"4 
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d^ 
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(31.) 


Jetzt  haben  wir  die  Sache  so  weit  entwickelt,  daß  nur  noch  Deter- 
minanten mit  zwei  Horizontal-  und  Vertikalreihen  vorkommen.  Diese 
kleinen  Determinanten  werden'  nun  nach  Formel  (2)  weiter  entwickelt, 
80  daß  schließlich  die  große  Determinante  sich  auflöst  in: 

^1    ^1   ^   c^ 
a^  b^  C2   d^ 


a 


a 


^^ 


'4 


-  a^{b^{c^d^-G^d^)  -  \[(^ d^-^c^d^)  +  h^(c^  d^  - c^d^)) 

—  a^{b^{r^d^—c^d^)  —  h^(r^d^  —  c^d^)  +  ^s(^i^«  —  ^^i))  • 

Aus  dem  letzten  Beispiele  wird  man  auch  den  Nutzen  der  Deter- 
minanten erkennen:  8ie  ermöglichen  es,  einen  langen  umständlichen 
Summenausdruck  von  Produkten  durch  ein  übersichtliches,  einfaches 
Symbol  darzustellen.  Man,  lasse  sich  also  weder  durch  den  neuen 
Namen  noch  durch  die  neue  Darstellung  imponieren.  Es  ist  nur  eine 
neue,  aber  recht  zweckmäßige  Schreibweise  für  bekannte,  häufig  vor- 
kommende Sachen. 

Die  Horizontalreihen  einer  Determinante  nennt  man  Zeilen,  die 
Vertikalreihen  heißen  Kolonnen,  Jede  der  Zahlen  a^ ,  6^ ,  . . .  heißt  ein 
Element  der  Determinante.  Eine  Determinante  mit  n  Zeilen  (und  also 
auch  n  Kolonnen)  heißt  vom  nten  Grade.  Sie  hat  n*  Elemente.  Ab- 
gekürzt schreibt  man  Determinante  „D"  oder  auch  mit  dem  griechischen  „  J". 

Will  man  eine  Determinante  vom  nten  Grade  in  ihre  Bedeutung 
(Summe  von  Produkten)  auflösen,  so  verfahre  man,  wie  soeben  bei  der 
Determinante  4ten  Grades  durchgeführt  ist:  Man  zerlegt  die  Deter- 
minante nten  Grades  in  n  Determinanten  vom  (n  -—  l)ten  Grade,  sog. 
„Unterdeterminanten".  Das  hierbei  zu  beachtende  Schema  dürfte  durch 
Fomel  (3)  klargestellt  sein.  Beispielsweise  erhält  man  die  zum  Faktor  a^ 
gehörige  Unterdeterminante,  indem  man  die  Horizontal-  und  Vertikal- 
reihe der  Hauptdeterminante,  in  denen  a^  vorkommt,  fortläßt  und  die 
übrigen  Zahlen  zu  einer  Determinante  zusammenschreibt.  Die  Vor- 
zeichen der  Determinante  sind  abwechselnd  +  und  — .  Jede  dieser 
Unterdeterminanten  vom  (n  —  l)ten  Grade  zerlegt  man  nun  nach  dem» 
selben  Schema  in  (n  -—  1)  weitere  Unterdeterminanten  vom  (n  —  2)ten 
Grade  [Formel  (3  a)].  Schließlich  kommt  man  auf  Determinanten 
2ten  Grades,  die  man  dann  nach  der  in  Formel  (1)  gegebenen  Er- 
klärung direkt  hinschreiben  kann.  Auf  diese  Weise  läßt  sich  also  jede 
Determinante  in  eine  ganz  bestimmte  Summe  von  Produkten  auflösen, 
und  der  Zweck  der  Determinanten  ist  eben  der,  eine  solche  Beihe  von 
Produkten  —  mit  denen  man  es  nämlich  in  der  Theorie  der  Glei- 
chungen fortwährend  zu  tun  hat  —  in  recht  übersichtlicher  und  kurzer 
Weise  zu  schreiben.  Irgendwelcher  mathematische  Lehrsatz  oder  der- 
gleichen steckt  absolut  nicht  dahinter. 

ß)  Anwendung  der  Determinanten  zur  Auflösung  von  Gleichungen. 

Jene  Summe  von  Produkten,  für  die  wir  soeben  die  Determinanten- 
schreibweise   eingeführt    haben,    tritt    besonders    beim    Auflösen    von 
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Gleichungen  auf. 
unbekannten: 


Nehmen   wir  z.  B.  die  zwei  Gleichungen   mit  zwei 


{ 


Die  Auflösung  dieser  Gleichungen   nach   den  gewöhnlichen   Methr^den 
der  Algebra  ergibt  für  die  Unbekannten  die  Werte: 


y  = 


«1^2 


a^r^ 


Aj  62  —  a^  h^ 


Vergleichen  wir  nun  diese  Ausdrücke  mit  unseren  Determinanten, 
80  erkennen  wir,  daß  die  vorkommenden  Summen  von  Produkten  gerade 
in  die  Determinanten  Schreibweise  hineinpassen.  Durch  Anwendung  der 
Formel  (1)  ergibt  sich  nämlich  die  Schreibweise: 


X 


<h 

h 

<^i 

l'2 

«1 

«s 

h 

y^- 


«1 

«1 

3 

''8 

«* 

h 

Diese  Schreibweise  hat  den  großen  Vorteil,  daß  sich  nach  ihr  die  Werte 
von  X  und  y  ohne  weitere  Ausrechnung  direkt  hinschreiben  lassen. 
Nämlich:  Im  Nenner  sowohl  bei  x  als  bei  y  steht  eine  Determinante, 
die  einfach  dadurch  entsteht,  daß  die  in  den  gegebenen  Gleichungen 
bei  X  und  y  stehenden  Faktoren  in  Form  einer  Determinante  zusammen- 
geschrieben werden  (sog.  „Nemierdeterminante").  Und  die  t^Zähler- 
deierminante**  von  x  entsteht  dadurch,  daß  man  die  Faktoren,  die  in 
den  Gleichungen  bei  x  stehen  (o^  und  Oj),  aus  der  Nennerdeterminante 
fortläßt  und  durch  die  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichungen  stehenden 
Faktoren  (c^  und  Cj)  ersetzt.  Entsprechend  findet  man  die  bei  y  im 
Zähler  stehende  Determinante,  indem  man  aus  der  Nennerdeterminante 
die  Zahlen  b^  und  b^  (d.  h.  die  in  den  Gleichungen  neben  y  stehenden 
Faktoren)  fortläßt  und  dafür  die  rechte  Seite  der  Gleichungen  (c^  und  Cj) 
einsetzt  Auf  diese  Weise  kann  man  die  Lösung  der  Gleichungen  in 
Determinantenform  sofort  hinschreiben. 

Genau  wie  bei  zwei  Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten  läßt  sich 
nun  für  eine  beliebige  Anzahl  von  Gleichungen  mit  der  entsprechenden 
Anzahl  von  Unbekannten  der  Rechnungsgang  durchführen:  Zunächst 
schreiben  wir  die  Gleichungen  so,  daß  auf  der  linken  Seite  nur  die 
Unbekannten  x,  y  usw.  mit  ihren  Faktoren  o^,  b^  usw.  stehen;  während 
rechts  die  bekannten  Glieder  sind.  Dann  läßt  sich  jede  Unbekannte 
sofort  in  Form  eines  aus  zwei  Determinanten  gebildeten  Bruches  hin- 
schreiben: Die  Nennerdeterminante  dieses  Bruches  wird  einfach  dadurch 
gebildet,  daß  sämtliche  Faktoren  der  Unbekannten  x,  y  usw.  in  Form 
einer  Determinante  zusammengeschrieben  werden.  Und  die  Zähler- 
determinante z.  B.  der  TTnbekannten  x  läßt  sich"  aus  der  Nenner- 
determinante ableiten,  indem  man  in  dieser  die  Vertikalreihe,  in  der 
die  zu  der  Unbekannten  x  gehörigen  Faktoren  stehen,  wegstreicht  und 
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durch  die  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichungen  stehenden  Zahlen  er- 
setzt. Im  Nenner  aller  Unbekannten  steht  also  ein  und  dieselbe  Deter- 
minante. Dagegen  die  Zählerdeterminanten  der  einzelnen  Unbekannten 
sind  voneinander  verschieden. 

Den  Beweis  für  diese  Sache  können  wir  uns  wohl  schenken.    Doch 
möge  ein  Beispiel  gezeigt  werden: 

6x+2y  +  Sx^lS  , 
2aj  +  42/+l«  =  13, 
la;  + 3^  +  4;t  =  19, 

Unsere  Regel  liefert  sofort  die  Auflösung  (zuerst  wird  die  Nenner- 
determinante hingeschrieben,  dann  die  Zählerdeterminante): 


«  = 


18  2     3 
13     4     1 

19  3     4 

18 

4     1 
3     4 

13 

2  3 

3  4 

+  19 

2 
4 

3 

1 

6     2     3 
2     4     1 
13     4 

5 

4     1 
3     4 

2 

2  3 

3  4 

+  1 

2 
i 

3 

:         1 

18(16  -  3)  ~  13(8  —  9)  +  19(-J  -  12) 
—  2(8-  9) +  1(2— 12) 


y  = 


5(16- 

-3) 

5     18 
2      13 
1     19 

3 
1 

4 

5     2 
2     4 
1     3 

8 
1 
4 

57 


114 
57 


2, 


««3. 

Auf  diese  Weise  kann   man  also  solche  Gleichungen   recht  über- 
sichtlich auflösen. 


y)  Aufsuchung  der  Ausnahmefälle  mittels  Determinanten. 

Jetzt  kommt  für  uns  die  Hauptsache.  Mit  Hilfe  der  Determinanten 
können  wir  nämlich  auch  leicht  entscheiden,  ob  solch  eine  Gruppe  von 
Gleichungen  für  die  Unbekannten  bestimmte  endliche  Werte  liefert  oder 
nicht  Der  mathematische  Satz  hierfür  lautet:  Stellt  sich  bei  einer 
Gruppe  von  Gleichungen  heraus,  daß  die  „Nennerdetertninante"  den  Wert 
„Null"  ergibt,  so  sind  die  Gleichungen  nicht  auflösbar  bzw.  ergeben  für 
die  Unbekannten  den  Wert  „Unendlich".  Als  Beispiel  diene  die  Gruppe  (II) 
von  Gleichungen,  die  wir  zu  Anfang  unserer  mathematischen  Betrachtung 
untersucht  haben: 

fa:-0+2/-l  +  «.0  =  2, 
X'l  +2/-1  —X'l  «3, 
«•  1  +  y-  0  — «•  1  =  4  , 
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Hier  lautet  die  Nennerdeterminante  (d.  h.  die  Koeffizienten  der  Un- 
bekannten zu  einer  Determinante  zusammengeschrieben): 

Ol         0 

11-1 

10-1 

Diese  ergibt  bei  ihrer  Auflösung  :- 


0 


1 

-1 

— 1 

1 

0 

+1 

1 

0 

0 

1 

0 

— 1 

1 

1 

— 1 

0.(~1)-1.(-1)  +  1.(-1)  =  0. 


Die  Nennerdeterminante  liefert  also  d^n  Wert  „Null".  Nach  dem  so- 
eben ausgesprochenen  mathematischen  Satze  ist  dies  ein  Zeichen ,  daß 
die  betreffenden  Gleichungen  sich  nicht  auflösen  lassen  bzw.  fUr  die 
Unbekannte  den  Wert  „Unendlich"  ergeben.  In  der  Tat  haben  wir  ja 
auch  vorhin  beim  Versuch  der  Auflösung  der  Gleichungen  gesehen,  daß 
sie  einen  inneren  Widerspruch  enthalten  und  also  nicht  auflösbar  sind. 

Nur  noch  eine  kleine  Unannehmlichkeit  ist  zu  überwinden.  Die 
Auflösung  einer  Determinante  mit  mehreren  Horizontal-  und  Yertikal- 
reihen  ist  nämlich  etwas  langweilig.  Hier  hilft  folgender  Satz  aus  der 
Determinantentheorie : 

Ist  bei  einer  Determinante  eine  Horizontal-  oder  Vertikalreihe  (d.  h. 
jedes  Glied  derselben)  das  Vielfache  einer  anderen  Horizontal-  oder  Vertikal- 
reihe, so  hat  die  Determinante  den  Wert  „Null". 

Zum  Beispiel  ist  in  der  vorhin  untersuchten  Determinante 

Ol  0 
1  1  —1 
10-1 

die  dritte  Kolonne  (Vertikalreihe)  das  (—1) fache  der  ersten  Kolonne 
(denn  es  ist  0=«(— 1)«0;  usw).  In  der  Tat  hat  ja  auch,  wie  wir 
oben  gesehen  haben,  die  ganze  Determinante  den  Wert  Null. 

Aus  dem  obigen  Satze  folgt  als  Spezialfall:  Eine  Determinante  ist 
auch  dann  gleich  Null,  wenn  eine  Zeile  oder  Kolonne  das  0  fache  einer 
anderen  Reihe  ist;  d.  fa.  wenn  eine  Zeile  oder  Kolonne  nur  aus  den 
Zahlen  „Null"  besteht 

Durch  diese  Betrachtungen  sind  wir  ein  wesentliches  Stück  in  der 
Theorie  .  der  Gleichungen  vorwärts  gekommen.  Sobald  wir  die  Glei- 
chungen angeschrieben  haben,  können  wir  durch  bloße  Untersuchung 
der  Nennerdeterminante  erkennen,  ob  diese  Gleichungen  bei  ihrer 
Auflösung  bestimmte  endliche  Werte  für  die  Unbekannte  liefern  oder 
nicht.  Soweit  brauchen  wir  die  Mathematik  für  die  späteren  statischen 
Untersuchungen. 

Wiederholung, 
Im  vorliegenden  Absätze  haben  wir  eine  rein  mathematische 
Sache  betrachtet,   nämlich  die  Frage:  We}che  Möglichkeiten  er- 
geben sich  beim  Auflösen  von  Gleichungen  Iten  Grades?     Fol- 
gendes war  das  Eesultat: 
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Der  normale  Fall  ist  natürlich  der,  daß  eine  Gruppe  von 
n  Gleichungen  Iten  Grades  mit  n  Unbekannten  für  jede  Un- 
bekannte einen  bestimmten  endlichen  Wert  liefert.  Setzt  man 
dann  diese  endlichen  Werte  an  Stelle  der  Unbekannten  ein,  so 
werden  die  Gleichungen  befriedigt.  Im  Gegensatz  zu  diesem 
Normalfall  kann  aber  auch  der  Ausnahmefall  eintreten,  daß  die 
Gleichungen  bei  ihrer  Auflösung  nicht  endliche  Werte  für  die  Un- 
bekannten ergeben  [Beispiele  Gleichungen  (I)  und  (II)  dieses  Ab- 
satzes]. In  diesem  Falle  können  die  Gleichungen  nur  durch  un- 
endliche Werte  der  Unbekannten  befriedigt  werden  bzw.  sie  lassen 
sich  überhaupt  nicht  befriedigen  (da  sie  einen  inneren  Widerspruch 
enthalten). 

Um  nun  diesen  Ausnahmefall  —  der  für  das  Spätere  sehr 
wichtig  ist  —  zu  erkennen,  kann  man  verschieden  vorgehen. 
Entweder:  Wir  beginnen  ruhig  nach  den  elementaren  Methoden 
der  Algebra  mit  der  Auflösung  der  Gleichungen.  Dann  muß  sich 
später  von  selber  herausstellen,  ob  sie  endliche  Werte  liefern 
oder  nicht.  Oder:  Wir  denken  uns  die  Lösung  der  Gleichungen 
mittels  Determinanten  durchgeführt.  Dann  tritt  bei  allen  Un- 
bekannten im  Nenner  ein  und  dieselbe  Determinante  {„Nenner- 
determiTiante^^)  auf,  die  einfach  dadurch  entsteht,  daß  die  in  den 
Gleichungen  neben  den  Unbekannten  stehenden  Koeffizienten  in 
Determinantenform  zusammengeschrieben  werden.  Ist  diese 
NennerdeterminantegleichNull,  dann  liegtder  Ausnahme- 
fall vor. 

Zur  Erleichterung  der  Eechnung  wurde  noch  der  Hilfssatz 
erwähnt:  Ist  bei  einer  Determinante  eine  Zeile  oder  Kolonne  pro- 
portional einer  anderen  Zeile  oder  Kolonne,  so  ist  die  Determi- 
nante gleich  Null. 

Handelt  es  sich  nur  um  eine  Gleichung  mit  einer  Un- 
bekannten, so  braucht  man  natürlich  keine  besonderen  Unter- 
suchungen. Für  diesen  Fall  [Gleichung  (I)]  haben  wir  bereits  ge- 
sehen, daß  sich  dann  der  Wert  „unendlich"  für  die  Unbekannte 
ergibt,  wenn  der  Faktor  der  Unbekannten  aus  der  Zahl  „Null" 
besteht.  [Die  Determinante  besteht  dann  gewissermaßen  nur  aus' 
der  einen  Zahl  Null.] 

III,  Erklärung  der  statischen  Ausnahmefälle  (bewegliche  st.  best.  Systeme) 

durch  die  Theorie  der  Gleichungen. 

Im  ersten  Absätze  dieses  Paragraphen  haben  wir  an  einigen 
Beispielen  gesehen,   daß  es  Systeme  gibt,   die  trotz  genügender 
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Anzahl  von  Unbekannten  beweglich  sind.  Jetzt  soll  mit  Hilfe 
der  soeben  durchgenommenen  Theorie  der  Gleichungen  die  mathe- 
matische Erklärung  folgen. 

Die  ganze  Berechnung  eines  Systems  läßt  sich  ja  in  mathe- 
matischer Hinsicht  zurückführen  auf  die  Aufstellung  und  Auf- 
lösung einer  Gruppe  von  Gleichungen.  Der  grundlegende  Gedanken- 
gang ist  stets  folgender:  Jeder  Teil  der  Konstruktion  soll  im 
Ruhezustand  sein.  Unter  dieser  Annahme  schreiben  wir  die  Gleich- 
gewichtsbedingungen an  und  schaffen  uns  hierbei  eine  Gruppe 
von  Gleichungen.  Die  Unbekannten  in  diesen  Gleichungen  sind 
die  gesuchten  Stab-  und  Auflagerkräfte,  und  zwar  erscheinen  sie 
sämtlich  in  der  ersten  Potenz  (also  lineare  Gleichungen).  Die 
Faktoren,  mit  denen  die  Unbekannten  multipliziert  sind,  sind  die 
Neigungswinkel  der  Stäbe  bzw.  Abmessungen  des  Fachwerkes; 
also  bekannte  Größen.  Außerdem  kommen  in  diesen  Gleichungen 
noch  Glieder  vor,  die  von  den  Lasten  P  herrühren;  also  ebenfalls 
bekannt  sind.  Mit  anderen  Worten:  Der  ganze  Gleichgewichts- 
zustand eines  Systems  läßt  sich  mathematisch  darstellen  durch 
eine  Gruppe  von  Gleichungen,  die  die  Form  haben: 

ai  a?  +  ftj  y  -f  . . .  =  Ci  , 

«2  a?  -f  62  y  +  ...  ==  Cg  , 

usw. 

Hierin  sind  ä?,  y  usw.  die  unbekannten  Kräfte  (Stäbe  und  Auf- 
lager), und  a^ ,  \  usw.  sind  bekannte  Größen.  (Als  Beispiel  nehme 
man  die  Gleichungen  von  §  12,  erste  Aufgabe.  Natürlich  können 
einzelne  Faktoren  auch  gleich  Null  sein.  Dann  fallen  die  be- 
treffenden Glieder  aus.) 

Nach  den  Lehren  von  Absatz  11  dieses  Paragraphen  können 
sich  nun  beim  Auflösen  dieser  Gleichungen  folgende  Fälle  ergeben: 

a)  Normalfall.  Für  jede  der  Unbekannten  ergibt  sich  ein  be- 
stimmter endlicher  Wert.  Setzt  man  diese  Werte  an  Stelle  der 
Unbekannten  in  die  Gleichungen  ein,  so  werden  sie  erfüllt  (d.  h. 
die  linke  Seite  wird  gleich  der  rechten).  Dies  hat  folgende  physi- 
kalische Bedeutung:  In  dem  betreffenden  System  muß  jede  Stab- 
und  Auflagerkraft  in  einer  bestimmten  endlichen  Größe  wirken. 
Wenn  sie  aber  in  dieser  Größe  wirkt,  dann  ist  dafür  auch  jede 
Gleichgewichtsbedingung  erfüllt,  d.  h.  dann  ist  tatsächlich  jeder 
Punkt  des  Systems  im  Euhezustand.     ^jStarres  System^^. 

b)  Ausnahmetall.  Für  die  Unbekannten  ergeben  sich  Werte 
„unendlich^'  bzw.  überhaupt  keine  Werte,  da  sich  die  Gleichungen 
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nicht  erfüllen  lassen.  Die  Bedeutung  des  letzteren  Falles  ist  ohne 
weiteres  klar :  Die  Forderung,  die  in  den  Gleichgewichtsbedingungen 
steckt,  läßt  sich  durch  keinerlei  Stab-  oder  Auflagerkräfte  er- 
füllen; sie  ist  direkt  unerfüllbar.  Ein  solches  System  läßt  sich 
also  überhaupt  nicht  im  Ruhezustand  halten.  Wenn  dagegen  für 
die  Unbekannten  der  Wert  „unendlich^'  herauskommt,  so  würde 
dies  bedeuten,  daß  sich  der  Oleichgewichtszustand  nur  mit  Hilfe 
von  unendlich  großen  Spannkräften  aufrechterhalten  läßt.  Un- 
endlich große  Kräfte  können  wir  aber  mit  unseren  Stäben  und 
Auflagern  nicht  ausüben.  Auch  in  diesem  Fall  ist  also  kein 
Gleichgewichtszustand  des  Systems  zu  erzielen.  yjBeweglichesSystem^^, 

Mit  anderen  Worten:  Wenn  die  Gleichungen,  auf  die  sich 
schließlich  die  Berechnung  eines  jeden  Systems  zurückführen  läßt, 
mit  endlichen  Werten  der  Unbekannten  nicht  erfüllbar  sind,  so 
bedeutet  dieses,  daß  die  Vorbedingung  des  ganzen  Bechnungsganges, 
nämlich  die  Möglichkeit  des  Gleichgewichtes,  nicht  vor- 
handen ist.  In  diesem  Falle  handelt  es  sich  also  um  hewegliehe 
Systeme. 

Hiermit  ist  das  Kennzeichen  der  beweglichen  Systeme  gefunden. 

IV.  Znsammenfassangt 

Um  zu  erkennen,  ob  ein  System  starr  oder  beweglich  ist, 
fangen  wir  zunächst  ruhig  mit  der  Berechnung  an  und  stellen  die 
gesuchten  Kräfte  als  Unbekannte  von  Gleichungen  dar.  (Z.  B.  nach 
der  ursprünglichen  Methode  der  Betrachtung  der  einzelnen  Knoten- 
punkte, oder  nach  Ritter,  oder  nach  der  Brsatzstabmethode  usw.) 
Ergibt  sich  dann  aus  der  mathematischen  Betrachtung  dieser 
Gleichungen,  daß  sie  für  die  Unbekannten  bestimmte  endliche 
Werte  liefern,  so  ist  die  Konstruktion  starr.  Ergibt  sich  aber,  daß 
die  Gleichungen  für  die  Unbekannten  den  Wert  ^^unenälic¥^  liefern 
oder  überhaupt  nicht  auflösbar  sind,  so  ist  die  Konstruktion  he- 
weglich. 

Bei  dieser  mathematischen  Untersuchung,  ob  die  Gleichungen 
endliche  Werte  liefern  oder  nicht,  werden  wir  nach  Absatz  II 
folgendermaßen  vorgehen:  Ist  die  betreffende  Gleichung  so  einfach, 
daß  nur  eine  Unbekannte  vorkommt,  so  liegt  der  Ausnahmefall 
vor,  falls  der  Koeffizient  der  Unbekannten  die  Zahl  „Null"  ist. 
Treten  dagegen  mehrere  Gleichungen  mit  entsprechenden  Un- 
bekannten auf,  so  besteht  das  Kennzeichen  für  den  Ausnahmefall 
darin,  daß  die  Nennerdeterminante  gleich  Null  wird. 

Wenn  man  ein  Fachwerk  richtig  berechnet,  kann  man  also 
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niemals  In  die  Gefahr  kommen,  ein  bewegliches  System  in  die 
Welt  zn  setzen.  Im  Laufe  der  Bechnnng  zeigt  sich  der  Ausnahme- 
fall ganz  von  selber  dadurch  an,  daß  sich  für  die  Unbekannten 
keine  endlichen  Werte  ergeben.  Wenn  dagegen  der  betreffende 
Eechnungsgang  —  graphisch  oder  analytisch  —  glatt  zu  Ende 
gegangen  ist,  so  ist  dies  gleichzeitig  ein  Zeichen,  dafi  ein  Aus- 
nahmefall nicht  vorliegt.  Bei  einfachen  Konstruktionen  wird 
man  also  gar  nicht  erst  an  den  Ausnahmefall  denken,  sondern 
sofort  mit  der  Berechnung  beginnen.  Die  glfickliche  Beendigung 
derselben  ist  dann  die  nachträgliche  Bestätigung,  daß  das  System 
starr  ist. 

§17. 
Beispiele  zn  §  16. 

Erste  Aufgabe, 

Das  in  Fig.  41a  gezeichnete  System  ist  hinsichtlich  BetceglichJceit 
zu  untersuchen  t 

Das  System  hat  die  nötige  Zahl  von  Unbekannten.  Es 
müßte  also  eigentlich  starr  sein.  Jedoch  lehrt  bereits  der  Augen- 
schein, daß  die  Konstruktion  infolge  falscher  Anordnung  der 
Stäbe  beweglich  ist.  Jetzt  wollen  wir  noch  sehen,  daß  natürlich 
auch  das  mathematische  Kennzeichen  der  Beweglichkeit  auf  diesen 
Fall  zutrifft. 

Es  kommt  also  darauf  an,  die  Spannkräfte  in  analytischer 
Form  darzustellen,  so  daß  sie  als  Unbekannte  von  Gleichungen 
auftreten.  Die  Untersuchung  dieser  Oleichungen  muß  dann  darauf 
hinweisen,  daß  der  Ausnahmefall  vorliegt.  Um  nun  den  be- 
treffenden analytischen  Ausdruck  für  die  Unbekannten  zu  erhalten, 
kann  man  in  Fig.  41  verschieden  vorgehen. 

a)  Direkt  mit  dsn  Oleichgewichtshedingungen. 
^  Wir  legen  den  Schnitt  oc — x  (Fig.  41  a)  und  schreiben  für 
den  rechten  oder  linken  Teil  die  Gleichgewichtsbedingung:  Summe 
aller  Vertikalprojektionen  gleich  Null,  an.  Die  Neigungswinkel 
der  Kräfte  0  und  U  gegen  die  Horizontale  sind  gleich  Null.  Also 
lautet  die  obige  Gleichgewichtsbedingung: 

O.8in0®+I7-sin0^  =  B, 

(0  +  J7)sinO^«jB, 

{O  +  U)0  =  B, 

(0  +  l7)=|-, 
(0  +  ü)  -=  «> . 
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Die  obige  Oleichgewichtsbedingung  £y » (9  wäre  also  nur  dann 
zu  erfüllen,  wenn  die  Stabkräfte  0  +  U  unendlich  wären.  In 
Wirklichkeit  ist  sie  demnach  nicht  zu  erfüllen;  d.  h.  das  System 
ist  beweglich. 

b)  Mit  der  Ersatzstdbmethode. 

Wenn  es  Schwierigkeiten  macht,  die  betreffenden  Gleichungen 
mit  den  Unbekannten  aufzustellen,  so  sei  daran  erinnert,  daß  die 
Ersatzstabmethode  diejenige  Methode  ist,  die  auch  in  kompli 
zierten  Fällen  auf  einfache  Welse  die  Unbekannten  stets  in  analy- 
tischer Form  liefert.  In  Fig.  41b  und  c  ist  diese  Methode  angewandt. 
Der  Stab  Z  ist  als  Störungsstab  genommen  und  dafür  der  Ersatz- 
stab E  eingeführt.     Dessen  Spannkraft  wird   nun  in   der  Form 

dargestellt  (§  15): 

E  =  Eq  -\--  Z '  Ezsii  • 

Dieser    Ausdruck    wird    gleich    Null    gesetzt,   wodurch    sich    die 

Gleichung  ergibt: 

Eq  -{-  Z  -  Ez^i^^O  f 

Z  •  Eg^l   a=  Eq    . 

Hiermit  ist  für  die  Unbekannte  Z  der  Ausdruck  gefunden,  der 
zu  diskutieren  ist.  Zunächst  muß  natürlich  der  Zahlenwert  von 
J^zsi  berechnet  werden.  In  Fig.  41c  ist  der  „Zustand  Z  =  V*^ 
gezeichnet.  Es  ergibt  sich,  daß  nur  das  stark  gezeichnete  Viereck 
in  Spannung  versetzt  wird.  Alle  anderen  Kräfte  sind  gleich 
Null.    Also: 

Hiermit  geht  die  obige  Gleichung  über  in: 

Z  •  0  -=  — JBo  • 

Wir  sehen  also,  daß  der  neben  der  Unbekannten  stehende  Faktor 
die  Zahl  „Null''  ist.  Dieses  ist  aber  das  Kennzeichen  dafür,  daß 
die  Gleichung  keinen  endlichen  Wert  für  die  Unbekannte  liefert. 
Der  angenommene  Gleichgewichtszustand  läßt  sich  also  mit  end- 
lichen Spannkräften  nicht  erzielen;  das  Fach  werk  ist  beweglich. 

Zugatz :  Fig.  41  d  zeigt,  daß  auch  diese  Konstruktion  bei  ge- 
wissen Belastungen  im  Buhezustand  sein  kann.  Bei  dieser  Be- 
lastung wird  nämlich  die  Kraftsumme  Q  =  ul  —  P  für  den  Schnitt 
a— Ä  gleich  Null.  Eine  Diagonale,  die  in  dem  offenen  Felde 
etwa  vorhanden  wäre,  würde  also  die  Spannkraft  „Null"  erhalten. 
Das  heißt,  sie  kann  auch  fortgelassen  werden,  ohne  daß  etwas 
an  der  Konstruktion  zu  merken  wäre. 
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Natürlich  sagt  aber  solch  ein  einzelner  Fall  nichts  gegen  unsere 
allgemeine  Theorie.  Denn  daß  bei  gewissen  Belastungen  ein  Stab  oder 
auch  mehrere  Stäbe  einer  Konstruktion  spannungslos  und  deshalb 
auch  einfach  fortgelassen  werden  können,  ist  ja  nichts  Neues. 
Sobald  sich  aber  die  Belastung  auch  nur  im  geringsten  ändert, 
würde  der  Zusammenbruch  der  Konstruktion  erfolgen. 

In  mathematischer  Beziehung  würde  sich  für  Fig.  41  d  bei 
Aufstellung  der  Gleichung  By  =  0  ergeben : 

{0  +  17).0  =  A-P«0. 

Wir-  sehen  also,  die  Gleichung  JB^  =  0  stellt  in  diesem  Fall 
tatsächlich  keinen  Widerspruch  dar,  weil  zufällig  auch  bei  der 
rechten  Seite  die  Zahl  Null  steht.     Bei  der  geringsten  Änderung 


A(-PJ 


der  Belastung  würde  aber  auf  der  rechten  Seite  eine  andere  Zahl 
entstehen,  z.  B.  -^^  und  dann  bekämen  wir  wieder: 

(0  +  ü) .  0  ==  0,1  , 

0  +  Cr  =  -^  =  oo, 

also  unendlich  große  Spannkräfte.  Unsere  Begeh  Das  System 
ist  unbrauchbar,  wenn  in  der  Gleichung  neben  der  Unbekannten 
der  Faktor  „Null'^  steht,  ist  also  auf  jeden  Fall  innezuhalten. 

Zweite  Aufgabe. 


Die  BeiDeglichJceit  des  Systems  Fig.  42  ist  mathematisch  nach' 
zuweisen  I 

Zur  Berechnung  der  Auflagerkräfte  wenden  wir  u.  a.  die 
Gleichgewichtsbedingung  an:  Summe  aller  Horizontalprojektionen 
gleich  Null. 


l 
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A  •  cosQO^  +  B  -  cos90«>  +  0  •  cos90o  =  P .  cosd  , 

(ul  +  ^  +  C)  •  COS900  =  P  •  cosd  , 
(JL+JB  +  C).0  =  P-cosd. 

Wir  sehen:  neben  der  Unbekannten  ( J.  +  B  +  <7)  steht  der 
Faktor  Null.  Es  ergeben  sich  also  keine  endlichen  Werte  für  die 
Auflagerkräfte.  Fig.  42  a  kann  demnach  nur  eine  papierne  Existenz 
führen;  verwirklichen  läßt  sich  dieser  Gleichgewichtszustand  nicht. 

Auch  bei  dieser  Aufgabe  möge  noch  gezeigt  werden,  wie  man 
mit  dem  Ersatzstabverfahren  arbeiten  würde  (Fig.  42b).  Die 
mittlere  Auflagerkraft  werde  als  Störungskraft  genommen  und 
dafür  bei  A  eine  Ersatzauflagerkraft  "E  eingeführt.  Der  Punkt  A 
wird  hierdurch  zu  einem  festen  Auflager  (mit  zwei  Unbekannten  A 
und  JB);   der  ganze  Träger  also  zu  einem   einfachen  Balken  mit 


Fig.  42. 


einem  festen  und  einem  beweglichen  Lager.    Zur  Berechnung  von 
Z  dient  dann  nach  dem  Ersatzstabverfahren  die  Gleichung: 

JB  =*  JE^Q  -}-  Z  •  E^zsi  ="  0  y 

Z  •  Ez^i  =  — Eq  . 

Nun  muß  der  Zahlen  wert  von  JS7^=i  eingesetzt  werden.  Es 
ergibt  sich  hierbei  aus  Fig.  42b,  daß  der  Faktor  Eg^i  —  Auflager- 
kraft E  infolge  einer  angenommenen  Kraft  Z  =1,0  t  —  gleich 
Null  ist.  Denn  eine  Vertikalkraft  Z  bringt  nur  vertikale,  keine 
horizontale  Auflagerdrücke  hervor.    Die  obige  Gleichung  geht  also 

über  in: 

Z .  0  =  -Eo  ; 

und  hieraus  folgt,  daß  für  die  Kraft  Z  kein  endlicher  Wert  heraus- 
kommt.    Das  System  bildet  also  keinen  Buhezustand. 

Zusatz:  Auch  bei  dieser  Konstruktion  ist  bei  einer  ganz  be- 
stimmten Belastung  ein  Buhezustand  möglich.  Nämlich  dann, 
wenn  die  Lasten  genau  senkrecht  stehen.     Denn  dann  braucht 
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in  den  Auflagern  keinerlei  Horizontalkraft  aufzutreten,  so  daß  es 
gleichgültig  ist,  ob  ein  Lager  fest  ist  oder  ob  alle  horizontal  be- 
weglich sind.  Unsere  vorhin  angeschriebene  Gleichgewichts- 
bedingung 12,  =  0   würde  in   diesem  Falle  lauten   (mit  ^  =  90*^, 

cos<J  =  0): 

{A  +  B  +  q-O^O; 

hieraus  0  =  0. 

Auch  aus  dieser  Gleichung  zeigt  sich,  daß  in  diesem  besonderen 
FaUe  kein  Widerspruch  mit  der  Bedingung  des  Gleichgewichtes 
besteht.  [Die  Gleichtmg  kann  allerdings  auch  nicht  zur  Aus- 
rechnung von  (A  +  B  +  O)  benutzt  werden,  da  sie  nichts  weiter 
aussagt,  als  daß  0  =  0  ist.]  Doch  hat  dieser  Fall  keinerlei  prak- 
tische Bedeutung,  da  bei  der  geringsten  Abweichung  der  Lasten 
von  ihrer  Vertikalstellung  sofort  für  {A  +  B  +  G)  der  Wert  „un- 
endlich" auftreten  •  würde.  Das  System  ist  auf  jeden  Fall  un- 
brauchbar. 

Dritte  Aufgabe, 

Die  in  Fig.  43  dargestellte  Stahverhindung  ist  hinsicMich  Be- 
weglichkeit zu  untersuchen! 

Den  Neigungswinkel  der  Stäbe  S  gegen  die  Horizontale  wollen 
wir  allgemein  mit  a  bezeichnen  (Fig.  43  b).     Zur  Berechnung  der 
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(a)  (ß) 

Fig.  43. 

Stabkräfte  8  wenden  wir  dann  auf  den  Punkt  m  die  Gleichgewichts- 
bedingung: Summe  aller  Vertikalprojektionen  gleich  Null,  an: 

8  •  sina  +  8  •  sinoc  =  P  , 

/8'-2sinöt  =  P. 

[8  von  vornherein  als  Druck  eingeführt.]     Für  den  besonderen 
Fall,  daß  öt  =  0  wird  (Fig.  43a),  geht  diese  Gleichung  über  in: 

fif.O«P. 

Bei  der  Unbekannten  steht  der  Faktor  0.     Das  bedeutet:   die 
Gleichung  liefert  für  die  gesuchte  Spannkraft  den  Wert  oo .    Somit 


Fischer,  Stotik.    UfX. 


10 


146  Abschnitt  I.    2.  Vortrag. 

ist  mathematisch  nachgewiesen,  daß  die  Voraussetzung  der  ganzen 
Bechnung,  nämlich  der  Gleichgewichtszustand,  nicht  erfüllbar  ist. 
Auch  Fig.  43  a  existiert  nur  im  Bilde,  nie  in  der  Wirklichkeit. 

Zusaizi  Auch  bei  Fig.  43a  ist  ein  Gleichgewichtszustand 
möglich,  nämlich  dann,  wenn  die  Last  P  genau  in  die  Bichtung 
der  Stäbe  8  fällt.  Dann  nimmt  die  vorhin  gebrauchte  Gleich- 
gewichtsbedingung die  Form  an: 

also  0  =  0. 

Diese  Gleichung  enthält  keinen  direkten  Widerspruch;  also  ist  ein 
solcher  Gleichgewichtszustand  tatsächlich  möglich.  Sie  ist  aber 
auch  keine  eigentliche  mathematische  Gleichung,  aus  der  sich  die 
Unbekannte  8  berechnen  ließe.  Es  handelt  sich  wiederum  um 
einen  vorübergehenden  Gleichgewichtszustand,  der  bei  der  ge- 
ringsten Änderung  der  Lastrichtung  aufhören  würde. 

Vierte  Aufgabe. 

An  Hand  von  Fig.  43  ist  der  Übergang  eines  anscheinend 
starren  Systems  in  ein  bewegliches  System  zu  unter  suchen  l 

An  das  soeben  durchgenommene  Beispiel  werde  noch  eine 
interessante  Betrachtung  angeknüpft.  Wir  wollen  nämlich  unter- 
suchen, wie  sich  solch  eine  Konstruktion  verhält,  wenn  sie  zwar 
nicht  direkt  in  bewegh'cher  Form  auftritt,  aber  doch  nahe  daran 
ist.  Nehmen  wir  beispielsweise  ä  =  1^  an.  P  sei  gleich  1000  kg. 
Dann  ergibt  die  Gleichung  für  8  (Fig.  43  b): 

^  =  TT?—  =  o    ]^nA^  =  28600  kg, 
2sina        2-0,01745  ^ 

Wir  bekommen  also  einen  großen,  aber  immerhin  noch  endlichen 
Wert  für  die  Spannkraft  8^  und  man  könnte  glauben,  daß  alles 
in  Ordnung  sei.  In  Wirklichkeit  ist  aber  das  System  recht  be- 
denklich. Die  Stäbe  8  erfahren  nämlich  infolge  dieser  Spannkraft 
auch  eine  Zusammendrückung.  Der  Punkt  m  senkt  sich  infolge- 
dessen, und  das  Fachwerk  kommt  aus  der  anscheinend 
stabilen  Lage  (ä  «1®)  in  die  bewegliche  Lage  von  Fig.  43a. 
Dann  ist  aber  erst  recht  kein  Buhezustand  möglich,  und  das  System 
schlägt  noch  weiter  nach  unten  durch. 

Wir  sehen  an  diesem  Beispiel,  daß  eine  Konstruktion,  die 
zunächst  in  einer  stabilen  Lage  ist,  durch  die  Nachgiebigkeit  des 
Materials  in  eine  bewegliche  Lage  gerät  und  sich  in  dieser  dann 
natürlich  genau  so  wie  jedes  andere  bewegliche  System  verhält. 
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um  auch  gegen  solche  Überraschungen  gesichert  zu  sein,  müßte 
man  jedes  System  nicht  in  der  Lage  untersuchen,  in  der  man  es 
zunächst  aufzeichnet,  sondern  in  derjenigen  Lage,  die  es  infolge  der 
Elastizität  des  Materials  annimmt.  Mit  anderen  Worten :  Man  müßte 
der  Untersuchung  die  Systemfigur  zugrunde  legen,  die  die  Kon- 
struktion im  gespannten  Zustande  annimmt.  Doch  geht  eine 
solche  Genauigkeit  im  allgemeinen  zu  weit.  Für  die  Praxis  ge- 
nügt es,  wenn  man  die  ursprüngliche  Systemfigur  als  das  Gegebene 
annimmt  und  an  dieser  die  Untersuchung  hinsichtlich  Beweglich- 
keit anstellt.  Kur  wenn  die  Spannkräfte  an  einzelnen  Stellen 
ungewöhnlich  groß  werden,  d.  h.  sich  dem  Werte  oo  nähern, 
wäre  darauf  zu  achten,  ob  nicht  eine  Konstruktion  vorliegt,  die 
infolge  Längenänderung  der  Stäbe  in  ein  bewegliches  System  über- 
gehen könnte. 

Fünfte  Aufgabe^ 

Das  in  Fig,  44a  gezeichnete  Tragwerlc  mit  drei  Äuflagerstäbenf 
die  sich  in  einem  Punkte  sehneiden j  ist  zu  untersuchen! 


(CL) 


Fig.  44. 


S) 


(C) 


Wir  wenden  die  Gleichgewichtsbedingung  ^Jlf  =  0  an.     Als 

Bezugspunkt  werde  der  Schnittpunkt  B  genommen.    Dann  lautet 

die  Bedingung: 

-ä  •  0  + -B  •  0  +  0  •  0  =  P  •  p  , 

(A  +  B+O)-0  =  P-p. 

Aus  dieser  mathematischen  Gleichung  folgt,  daß  (J.  +  2?  +  C) 
unendlich  groß  sein  müßte,  falls  die  Gleichgewichtsbedingung  er- 
füllt sein  sollte.  In  der  Wirklichkeit  läßt  sich  also  der  ange- 
nommene Gleichgewichtszustand  überhaupt  nicht  erreichen;  das 
System  ist  beweglich.     Die  Fig.  44  a  verhält  sich   genau  so  wie 

10* 
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Fig.  43  a:  Sobald  die  Belastung  zu  wirken  beginnt,  verlaßt  die 
Konstruktion  die  gezeichnete  Stellung,  führt  eine  sehr  beträcht- 
liche Bewegung  aus  und  kommt  dann  in  einer  neuen  Stellung 
zur  Euhe. 

In  Fig.  44b  ist  derselbe  Fall  gezeichnet:  Stützung  durch  drei 
Auflagerdrücke  A  ,  B  und  0  j  die  sich  in  einem  Punkte  schneiden. 
Auch  dieses  System  ist  beweglich  und  somit  unbrauchbar. 

Einen  anderen  Fall  zeigt  Fig.  44  c.  Es  handelt  sich  um  ein 
Maschinenfundament,  das  wegen  schlechten  Untergrundes  auf 
Pfählen  gegründet  werden  muß.  Würde  man  die  in  Fig.  44  c  ge- 
zeichnete Anordnung  der  Pfähle  ausführen,  so  wäre  die  Konstruk- 
tion beweglich.  Infolge  der  Horizontalstöße  H  der  Maschine 
würde  das  Fundament  sicherlich  derartige  Bewegungen  machen, 
daß  ein  Betrieb  unmöglich  wäre.  Man  sieht  übrigens  schon  an 
diesem  Beispiel,  daß  die  Lehre  von  den  Ausnahmefällen  nicht  nur 
theoretisches  Interesse  bietet. 

Sechste  Aufgabe. 

Das  in  Fig.  46  gezeichnete  Sechseck  ist  hinsichtlich  Beweglich- 
keit zu  untersuchen! 

Der  allgemeine  Bechnungsgang  bei  diesem  System  ist  bereits 
in  §  15,  erste  Aufgabe,  durchgenommen: 

An  Stelle  des  Störungsstabes  Z  setzen  wir  einen  Ersatzstab  E 
ein.     Dessen  Spannkraft  wird  in  der  Form  angeschrieben: 

E  ^=  Eq  -{-  Z  •  Egal  • 

Da  in  Wirklichkeit  E  gleich  Null  ist,,  ergibt  sich  aus  dieser 

Formel  eine  Gleichung,    die  zur  Berechnung  von  Z  verwendet 

werden  kann: 

Eq+ Z  •Egai=^0  ^ 

Z  •  Egal  =  — Eq  • 

Wir  haben  also  auch  für  diesen  Fall  durch  die  analytische 
Berechnung  eine  Gleichung  mit  einer  unbekannten  erhalten.  Nun 
muß  man  den  neben  der  Unbekannten  stehenden  Faktor  Eg^i 
berechnen.  {Ez^i  bangt  natürlich  von  den  gegebenen  Abmessungen 
der  Systemfigur  ab.  Dagegen  hat  es  nichts  mit  der  Belastung 
P  zu  tun.)  Ergibt  sich  für  JS?^«,  der  Wert  „Null",  so  ist  das 
betreffende  Sechseck  beweglich;  andernfalls  ist  es  starr.  Hier- 
nach  ist  die  Aufgabe  für  jeden  gegebenen  Fall  zu  lösen. 
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Man  kann  auch  ein  sehr  hübsches,  ganz  allgemeines  mathe- 
matisches Kennzeichen  ableiten,  nm  bei  einem  Sechseck  sofort 
zu  entscheiden,  ob  der  Wert  ^^«i  gleich  Null  wird.  Hierzu 
führt  folgende  Beihe  von  Überlegungen:  Zunächst  läßt  sich  zeigen, 
daß  die  vier  Kräfte  Su  S^j  /Sg ,  8^  von  Fig.  45  a  zusammen  ein 
Oleichgewichtssystem  bilden.  Denn  S^  und  8^  ergeben  in  Fig.  45  a 
eine  Besultierende  von  1,0  t ,  und  8^  und  8^  ebenfalls.  Da  diese 
beiden  Besultierenden  von  je  1,0  t  außerdem  in  derselben  Geraden 


Ä:;^(i 


f^) 


jR^^SIl 


Fig.  45. 


liegen  und  entgegengesetzt  gerichtet  sind,  so  heben  sie  sich  gegen- 
seitig auf.  Folglich  bilden  auch  die  ursprünglichen  Kräfte  8i , 
^t9  ^zj  ^4  zusammen  ein  Oleichgewichtssystem. 

Nun  denken  wir  uns  in  Fig.  45  a  diese  vier  Kräfte  anders 
zusammengefaßt.  Nämlich  8^  und  8^  zu  ihrer  Besultierenden  £, 
und  /9|  und  8^  zu  einer  Besultierenden  R\  Auch  diese  beiden 
Kräfte  müssen  ein  Gleichgewichtssystem  ergeben,  da  ja  die  ur- 
sprünglichen Kräfte  8i. .  8^^  ein  solches  bilden.  R  und  R'  müssen 
also  gleich  groß  sein,  entgegengesetzte  Bichtung  haben  und  in 
ein  und  derselben  Geraden  liegen.    Nun  geht  aber  die  Kraft  R 
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durch  den  Schnittpunkt  a  von  82  und  8^ ,  da  sie  ja  die  Besul- 
tierende  von  8t  und  8^  ist;  und  die  Kraft  R^  geht  durch  den 
Schnittpunkt  h  von  81  und  84^  •  Wenn  also  beide  Kräfte  in  ein 
und  derselben  Geraden  liegen  sollen,  so  kann  dieses  nur  die  Ver- 
bindungsgerade a  b  sein.  Denn  diese  ist  die  einzige  Wirkungs- 
linie, innerhalb  deren  die  Kräfte  22  und  Jß^  sich  aufheben  könnten. 
Wir  haben  also  durch  diese  Zwischenbetrachtung  zunächst  das 
Eesultat  gefunden,  daß  die  Besultierende  22  von  8^  und  8^  bzw. 
22'  von  81  und  8^ ,  innerhalb  der  Verbindungsgeraden  der  Schnitt- 
punkte a  und  h  verläuft.  Dieses  Eesultat  werden  wir  zur  Er- 
mittelung von  Ez^i  verwenden. 

um  nämlich  die  Spannkraft  E  für  den  angenommenen  Be- 
lastungszustand Z  =  1,0 1  auszurechnen,  legen  wir  den  Schnitt 
Ä — a  und  betrachten  das  Gleichgewicht  des  linken  Teiles  (Fig.  45a). 
Dieser  besteht  nur  aus  dem  Stab  8^.  Angreifende  Kräfte  sind:  8^ , 
E ,  8>j ,  8^  und  8^ .  (Auflagerkräfte  treten  jetzt  nicht  auf.)  Für 
82  und  Äjj  wird  die  Ersatzkraft  22  eingeführt.  Nehmen  wir  nun 
den  Schnittpunkt  c  der  beiden  Kräfte  8^  und  8^  zum  Bezugs- 
punkt einer  Momentengleichung,  so  lautet  diese: 

JB-6  =  22*r.  ^ 

[e  und  f  sind  die  Lote  vom  Bezugspunkte  auf  die  Kräfte  E  und  B. 
Die  Kräfte  8^  und  8^  haben  die  Lote  0.]  Hieraus  folgt  die  ge- 
suchte Spannkraft  des  Stabes  E: 

TP      -  ^-^ 
e 

Nun  können  wir  auch  angeben,   wann  der  Wert  Ez^i  gleich 

Null  werden  wird.    Nämlich  dann,  wenn  die  Verbindungslinie  der 

Punkte   a  und  h   durch  den  Schnittpunkt  c  der  Stäbe  8^  und  8^ 

hindurchgeht.     Dann   wird   nämlich   das   Lot  r  gleich  Null   und 

folglich  auch  der  obige  Wert  i7^=:i  gleich  Null.    Wir  haben  also 

durch   die  vorigen  Überlegungen  folgendes  interessante  Eesultat 

erhalten:  Wenn   bei   einem  Sechseck  die  Verbindungslinie 

der    Schnittpunkte    a    und    h    hindurchgeht    durch    den 

Schnittpunkt  c,  so  ist  der  Wert  Ez^i  gleich  Null.    Dieses 

war  aber,  wie  vorhin  abgeleitet,  das  Kennzeichen  dafür,  daß 

das  System  verschieblich  ist.  Wenn  wir  also  irgendwo  auf  eine 

solche  sechseckige  Pachwerkfigur  stoßen,  werden  wir  vor  allen  Dingen 

danach   sehen,  ob   etwa  die  Schnittpunkte   a,  h  und  c  in  einer 

Geraden  liegen.     Trifft  dieses  zu,   so  hat  es  gar  keinen  Zweck, 

zu  rechnen;  dann  ist  die  Konstruktion  beweglich.    Auf  jeden  Fall 

ein  hübsches  mathematisches  Kennzeichen  für  eine  statische  Sache. 
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In  Fig.  45b  ist  dieser  Ausnahmefall  gezeichnet.  Hier  geht 
die  Verbindungslinie  a  h  durch  den  Schnittpunkt  c  der  Diago- 
nalen 8q  und  8f .  Es  läßt  sich  mathematisch  zeigen,  daß  dieser 
PaU  immer  dann  eintritt,  wenn  die  Eckpunkte  des  Sechseckes  auf 
einem  sogenannten  Kegelschnitte  (Kreis,  Ellipse,  Hyperbel,  Parabel) 
liegen.  Dieser  geometrische  Satz  stammt  schon  von  dem  französi- 
schen Mathematiker  Pasoaiy  aus  dem  17.  Jahrhundert  {Pascahches 
Sechseck).  Wie  so  oft,  hatte  auch  hier  die  Mathematik  den 
Boden  vorbereitet,  auf  dem  drei  Jahrhunderte  später  die  Technik 
ernten  konnte. 

Herr  Professor  Ä.  Föppl  (München)  erwähnt  in  seinen  „Vor- 
lesungen über  technische  Mechanik' '  eine  interessante  experimentelle 
Darstellung  dieses  Ausnahmefalles.  Ein  Pascalsches  Sechseck,  dessen 
Endpunkte  auf  einem  Kreise  von  etwa  70  cm  Durchmesser  lagen, 
wurde  mit  50  kg  belastet.  Während  ein  starres  System  von  der- 
artig geringen  Abmessungen  Formänderungen  von  nicht  mehr  als 
einigen  Zehntel  mm  aufweist,  zeigte  sich  bei  dem  Ausnah^lefall 
zwischen  den  einzelnen  Knotenpunkten  eine  Verschiebung  von 
3 — 4  mm.  Hiernach  kann  man  beurteilen,  welche  Formänderungen 
eintreten  wurden,  wenn  man  eine  derartige  Konstruktion  im 
Großen  ausführen  würde. 


Siebente  Aufgabe. 

Die  in  Fig.  46  gezeichneten  Brücicensysteme  sind  hinsichtlich 
BeweglichJceit  zu  untersuchen! 

Im  Jahre  1876  entspann  sich  ein  Streit,  ob  die  in  Fig.  46a 
gezeichnete,  ausgeführte  Brücke  etwa  beweglich  wäre.     Zunächst 


2S,iS,  ^ 


Z      3       if 


Fig.  46. 


sieht  man  ein,  daß  die  eventuelle  Beweglichkeit  von  dem  mittleren 

Sechseck  1 6  abhängt.     Denn  wenn  man  von  den  Auflagern 

A  und  B  z.  B.  mit  einem  Kräfteplan  anfängt,  so  kommt  man 
glatt  bis  zu  dem  mittleren  Sechseck.  Für  die  Stäbe  links  und 
rechts  ergeben  sich  also  bei  der  Berechnung  bestimmte  endliche 
Werte.     Die  eventuelle  Beweglichkeit  des  ganzen  Systems  kann 
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also  nur  dadurch  zustande  kommen,  daß  der  mittlere  Teil  be- 
weglich ist. 

Auf  Grund  unserer  vorhergegangenen  Untersuchungen  können 
wir  aber  sofort  aussagen,  daß  das  Sechseck  von  Fig.  46a  nicht 
beweglich  ist.  Denn  der  Schnittpunkt  a  der  Seite  8^  und  8^  liegt 
auf  der  Horizontalen  A — B ;  desgl.  der  Schnittpunkt  b  der  Seite 
8i  und  A4 .  Die  Verbindungslinie  dieser  beiden  Schnittpunkte 
geht  also  nicht  durch  den  Schnittpunkt  von  8^  und  8^ .  Folglich 
ist  das  Sechseck  und  somit  die  ganze  Brücke  nicht  beweglich. 

Anders  ist  es  bei  Fig.  46  b.  Hier  sind  die  Seiten  82  ,  81  parallel 
den  Seiten  8^ ,  84,  angenommen,  und  der  Schnittpunkt  von  8^ , 
8^  liegt  in  halber  Höhe  zwischen  den  Gurtseiten.  Die  Schnittpunkte 
a  und  b  der  Seite  Äg,  Sj  und  A4,  81  liegen  in  der  Unendlich- 
keit.* Ihre  Verbindungslinie  ist  wegen  der  Symmetrie  als  eine  in 
halber  Höhe  durchlaufende  horizontale  Gerade  anzusehen.  Sie  geht 
also  durch  den  Schnittpunkt  von  8q,  8^ .  Folglich  ist  das  Fach- 
werk beweglich.  [Der  Kegelschnitt,  auf  dem  die  sechs  Eckpunkte 
liegen,  kann  hier  als  eine  unendlich  lange  Ellipse  aufgefaßt  werden.] 
Wenn  man  also  eine  Brücke  nach  Fig.  46  b  ausführen  würde, 
müßte  man  sich  auf  ganz  unzulässige  Formänderungen  gefaßt 
machen.  Der  Vorgang  wäre  der,  daß  die  Brücke  sich  zunächst 
sehr  stark  deformiert;  die  sechs  Knotenpunkte  kommen  hierdurch 
in  eine  andere  Lage,  bei  der  sie  nicht  mehr  ein  Pa^caZsches 
Sechseck  bilden,  und  auf  diese  Weise  gelangt  die  ganze  Kon- 
struktion in  eine  mögliche  neue  Gleichgewichtslage.  Natürlich 
dürfen  wir  derartige  Bauwerke,  die  sich  zunächst  eine  neue  Gleich- 
gewichtslage aufsuchen  müssen,  um  überhaupt  stehen  zu  können, 
nicht  bauen. 

Aber  auch  Fig.  46a  ist  durchaus  kein  mustergültiges  System. 
Es  ist  augenscheinlich  nahe  daran,  beweglich  zu  sein,  und  der- 
artige Bauwerke  führen  immer  sehr  starke  Schwankungen  aus. 
Durch  die  festvernieteten  Knotenpunktsverbindungen  werden  diese 
Bewegungen  allerdings  etwas  beschränkt. 

Achte  Aufgabe. 

Das  in  Fig.  37  gezeichnete  Gerüst  ist  hinsichtlich  Beweglichkeit 
zu  untersuchen!    . 

Mit  Hilfe  der  Brsatzstabmethode  hatten  wir  die  Unter- 
suchung des  Systems  zurückgeführt  auf  die  Berechnung  des 
Störungsstabes  Z: 

Z  •  EjS:^i  =  — ^0  • 
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Das  System  wird  also  dann  beweglich  sein,  wenn  beim  Zustande 
Z  »  1  für  den  Ersatzstab  die  Spannkraft  Null  herauskommt.  Bei 
der  Anordnung  Fig.  37  ist  dies  nicht  der  Fall,  denn  in  §  15, 
zweite  Aufgabe,  hatte  sich  ja  für  Ez^i  ein  bestimmter  endlicher 
Wert  ergeben.  Wohl  aber  wäre  Ez^i  =  0,  wenn  die  beiden  Auf- 
lager in  gleicher  Höhe  wären.  [Die  Zeichnung  führe  man  selber 
aus.  Daß  dann  J5jyoi  =  0  wird,  folgt  schon  ohne  weitere  Rech- 
nung aus  Symmetriebetrachtungen.]  Für  diesen.  Fall  ist  das  Ge- 
rüst  unausführbar. 

Auch  wenn  die  beiden  Fußptmkte  annähernd  in  gleicher 
Höhe  gelagert  sind,  ist  das  System  nicht  zu  empfehlen.  Denn 
dann  gibt  es  erstens  sehr  große  Spannkräfte  (annähernd  gleich 
unendlich),  und  zweitens  sehr  große  Formänderungen. 

Nennte  Aufgabe« 


Das  in  Fig.  47  gezeichnete  sechs fctche  Fachwerk  ist  zu  untersuchen! 

Die  Fig.  47  unterscheidet  sich  von  der  in  §  15  untersuchten 

Fig.  38  nur  durch   die  Zahl  der  Felder.    Die  Berechnung  wird 


Fig.  47. 


wieder  mit  Hilfe  von  drei  Störungs-  bzw.  Ersatzstäben  durch- 
geführt. Die  schließlichen  Gleichungen  zur  Berechnung  der 
Störungsstäbe  lauten: 


X  •  Fj^i  "4-  Y  •  Fy^i  +  Z  •  Fg-i  = 


R 


0  ) 


F. 


0  } 


Da  wir  jetzt  drei  Gleichungen  mit  drei  Unbekannten  haben, 
führen   wir   die  Untersuchung  mittels  Determinanten  aus.     Wir 
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-^2  =  1  =       0  • 


sehen  also  nach,  ob  die  Nennerdeterminante  eventuell  den  Wert 
Null^hat.     Die  Nennerdeterminante  lautet: 

^X=l      Fy-i      Fz^t 

^x^i     ^r=i     Gz=\ 

Für  Bx^i  usw.  ergeben  sich  bei  der  Durchrechnung  der  System- 
figur folgende  Werte  (die  Ausrechnung  führe  der  Leser  an  Hand 

von  §  lö,  dritte  Aufgabe,  selber  durch!): 
Ex«i=      0;       J5y^i  =  -1; 

öz=i«-l;       ör=i=     0; 

[Es  sei  hierbei  daran  erinnert,  daß  die  Spannkräfte  Ex^x  usw.  nur 
von  dem  Zustande  X=»l  usw.  abhängen,  nicht  aber  von  den 
äußeren  Lasten  P.]  Setzen  wir  diese  Werte  in  die  obige  Deter- 
minante ein,  so  erhalten  wir: 

0-1  0 
-1  -1  +1 
-1         0     +1 

Je  nachdem  diese  Determinante  den  Wert  .,Null"  ergibt  oder  nicht, 
ist  das  System  beweglich  oder  starr. 

Nach  unseren  Eegeln  über  Determinanten  erkennen  wir  nun 
aber  sofort,  ohne  erst  die  obige  Determinante  in  ihre  Produkte 
aufzulösen,  daß  sie  tatsächlich  den  Wert  „Null"  hat.  Denn  die 
dritte  Vertikalreihe  läßt  sich  aus  der  ersten  ableiten,  indem  man 
jedes  Glied  mit  ein  und  derselben  Zahl,  nämlich  —1,  multipliziert. 
Eine  derartige  Proportionalität  zwischen  zwei  Eeihen  einer  Deter- 
minante ist  aber  nach  dem  Früheren  ein  Kennzeichen,  daß  die 
ganze  Determinante  den  Wert  „Null**  hat. 

Somit  ist  zu  ersehen,  daß  die  obigen  drei  Gleichungen  keine 
endlichen  Werte  für  die  Spannkräfte  der  Stäbe  X,  Y,  Z  liefern. 
Das  in  Fig.  47  gezeichnete  System  stellt  also  keinen  möglichen 
Gleichgewichtszustand  dar;  es  ist  beweglich. 

Aus  dem  entgegengesetzten  Verhalten  von  Fig.  38  und  Fig.  47 
ersieht  man,  daß  ein  und  dasselbe  System  je  nach  der  Anzahl 
der  Felder  starr  oder  beweglich  ist.  Es  ist  die  alte  Eegel:  Wenn 
man  an  nicht-einfache  Konstruktionen  herangeht,  muß  man  sich 
auch  auf  Ausnahmefälle  gefaßt  machen.    * 

Zusatz:  Nur  in  einem  Falle  wäre  auch  bei  Fig.  47  ein  Gleich- 
gewichtszustand möglich;  nämlich  dann,  wenn  zufällig  auch  die 
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Zählerdeterminante  der  obigen  drei  Gleichungen  gleich  Null  ist. 
Dann  ergeben  nämlich,  wie  die  mathematische  Betrachtung  zeigt, 
die  Gleichungen  keinen  Widerspruch;  sondern  sie  liefern  für  die 
Unbekannten  den  (unbestimmten)  Ausdruck  0:0.  Wir  brauchen 
aber  auf  diesen  Fall  nicht  näher  einzugehen,  da  er  für  die  Praxis 
ohne  Belang  ist.  Denn  in  der  Zählerdeterminante  kommen  die 
rechten  Seiten  der  Gleichungen,  nämlich  die  Werte  Eq  ,  Fq  und  Oq  , 
vor.  Diese  hängen  aber  von  der  Belastung  P  ab  (während  bei 
•Bjr=i  ^ttsw.  die  äußere  Belastung  nicht  auftritt).  Wenn  nun  auch 
zufällig  bei  einer  bestimmten  Größe  und  Bichtung  der  Belastung 
die  Zählerdeterminante  gleich  Null  wird,  so  wird  bei  der  geringsten 
Änderung  der  Belastung  diese  Determinante  einen  anderen,  end- 
lichen Wert  annehmen.  Dann  aber  tritt  sofort  wieder  der  Fall 
in  Erscheinung,  daß  beim  Eesultat  im  Zähler  des  Bruches  eine 
endliche  Zahl,  im  Nenner  dagegen  die  Zahl  Null  steht;  d.  h.  daß 
die  Gleichungen  mit  endlichen  Werten  nicht  erfüllbar  sind,  unsere 
allgemeine  Eegel:  Bei  mehreren  Gleichungen  tritt  dann  der  Aus- 
nahmefall ein,  wenn  die  Nennerdeterminante  gleich  Null  ist,  ist 
also  für  die  Praxis  unbedingt  maßgebend. 

§18. 

Belastung  außerhalb  der  Knotenpunkte.   Fachwerke  aus  scheiben- 
förmigen Gliedern. 

Alle  unsere  bisherigen  Fachwerkberechnungen  hatten  zur 
Voraussetzung,  daß  die  äußeren  Kräfte  nur  in  den  Knotenpunkten 
des  Systems  angreifen.  Es  kommt  aber  auch  vor,  daß  eine  Laat 
außerhalb  der  Knotenpunkte,  also  direkt  auf  einen  Stab,  wirkt. 
Für  diese  Belastungsart  mögen  nun  unsere  bisherigen  Untersuchungeo 
vervollständigt  werden. 

L  Belastung  gwlsehen  den  Knotenpunkten. 

1.  Unterschied  in  der  Wirhungsweise  eines  unbelasteten  und  eines  be- 
lasteten FachwerJcsiäbes. 

Mit  der  Wirkungsweise  eines  gewöhnlichen  Fachwerkstabes 
wurde  die  Untersuchung  der  Fachwerke  begonnen  (§  2).  Wir 
machten  uns  klar,  daß  ein  solcher,  an  seinen  beiden  Enden  ge- 
lenkig gelagerter  Stab  wie  eine  Feder  wirkt,  die  auseinander- 
gezogen bzw.  zusammengedrückt  worden  ist  (Fig.  2  c  und  d).  In 
Fig.  48  b  ist  als  Beispiel  die  Wirkungsweise  des  Stabes  0^,  der  als 
Druckstab  angenommen  ist,  dargestellt.    Das  Kennzeichnende  für 
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einen  solclien  unbelasteten  Stab  besteht  also  darin,  daß  die  beiden 
Eräfte,  mit  denen  er  auf  seine  beiden  Endpunkte  (Bolzen)  ein- 
wirkt, innerhalb  der  Stabachse  liegen. 

Auch  wenn  im  Knotenpunkte  eine  Last  steht,  wird  hieran 
nichts  geändert.  Denn  eine  solche  Last  wird  direkt  auf  den  Bolzen 
übertragen  (Fig.  48  c),  so  daß  die  eigentlichen  Stabkräfte  immer 
in  der  Linie  der  Stabachse  zur  Wirkung  kommen. 

Außerdem  sind  die  beiden  Kräfte,  mit  denen  ein  Stab  auf 
seine  beiden  Knotenpunkte  wirkt,  natürlich  gleich  groß.  Denn  sie 
sind  ja  nichts  anderes  als  die  Spannkraft  ein  und  desselben  Körpers, 
betrachtet  in  ihrer  Einwirkung  auf  die  beiden  Endstützpunkte 
dieses  Körpers. 

Ganz  anders  ist  die  Sache,  wenn  der  Stab  selbst  noch  eine 
Last  trägt  (Stab  8  in  Fig.  48  a).  Die  Einwirkung  eines  solchen 
Stabes  auf  seine  Endbolzen  besteht  nicht  mehr  in  zwei  gleich 
großen,  innerhalb  der  Stabachse  liegenden  Kräften.  Sondern  je 
nach  der  Größe  der  Last  P  werden  diese  Kräfte  mehr  oder  weniger 
geneigt  sein  (Fig.  48 d).  Wir  haben  also  auf  die  Endpunkte  zwei 
zunächst  ganz  unbekannte  Kräfte  K'  und  K"  wirkend.  Das  einzige, 
was  wir  von  dieser  Einwirkung  eines  solchen  belasteten  Stabes  8 
auf  seine  Endknotenpunkte  aussagen  können,  ist  folgendes:  Kebrt 
man  in  Fig.  48 d  die  Pfeile  von  JE'  und  K''  um,  d.  h.  zeichnet 
man  die  Kräfte  so,  wie  sie  umgekehrt  von  den  Bolzen  auf  den 
Stab  8  einwirken,  so  müssen  JE',  P  und  K"  ein  Gleichgewichts- 
system bilden.  Denn  sie  sind  ja  die  Kräfte,  die  den  Körper  8 
im  Euhezustand  halten.  Daraus  folgt,  daß  in  Fig.  48  c  die  Wirkungs- 
linien  der  drei  Kräfte  P,  JE'  und  K"  sich  in  einem  Punkte  schneiden 
müssen.  Und  ferner,  daß  die  drei  Kräfte  bei  ihrer  Zusammen- 
setzung ein  geschlossenes  Polygon  bilden  (Fig^  48  e).  Mit  anderen 
Worten:  JE'  und  K"  bilden  die  Komponenten  der  gegebenen 
Kraft  P.  Der  Punkt  z  aber,  wo  die  Zerlegung  von  P  in  ihre 
Komponenten  stattzufinden  hätte,  ist  natürlich  unbekannt,  so  daß 
wir  weder  JE'  noch  JE"  angeben  können. 

Zusammenfassend  haben  wir  als  Unterschied:  Ein  unbelasteter 

m 

Fachwerkstab  übt  auf  seine  beiden  Endknotenpunkte  nur  Kräfte 
aus,  die  in  der  Linie  der  Stabachse  wirken,  und  zwar  ist  die  Ein- 
wirkung des  Stabes  auf  den  einen  Endpunkt  ebenso  groß  wie  auf 
den  anderen. 

Ein  belasteter  Fachwerkstab  übt  auf  seine  Endpunkte  un- 
bestimmt gerichtete  Kräfte  K^  und  K''  aus,  die  außerdem  ver- 
schieden groß  sind.    Folgerichtig  werden  wir  jetzt  diese  schrägen 
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Kräfte  K%  K"  als  die  „Stabkräfte"  des  betreffenden  (belasteten) 
Fachwerkstabes  bezeichnen ,  da  sie  ja  die  Einwirkung  des  Stabes 
auf  seine  Knotenpunkte  darstellen«  Die  einzige  Aussage  hinsichtlich 
dieser  Kräfte  K'  und  K^'  ist  die,  daB  sie  die  Seitenkräfte  der  ge- 
gebenen Elraft  P  darstellen. 

2.  Zurüekführung  der  Kräfte  K'  und  K"  auf  gewöhrdiche  Stahkräfte 

und  KnotenpunJcÜasten. 

Nun  sind  aber  sämtliche  Methoden  der  Fachwerkberechnung 
darauf  aufgebaut,  daß  die  Bichtungslinien  der  Stabkräfte  stets 


0 


f^'' 


'"T^ 


P'  K' 


.'  1 b  /.'.  g'J 


^tj 


vy> 


X^^ 


Fig.  48. 

bekannt  seien.  Jede  Berechnung  beginnt  ja  damit,  daß  zunächst 
die  Elräfte  innerhalb  der  Stabachsen  eingezeichnet  werden,  worauf 
dann  die  Ermittlung  der  Größe  der  Kräfte  erfolgt.  Wenn  wir 
also  die  Berechnung  eines  solchen  belasteten  Fachwerkstabes  8  den 
bisherigen  Methoden  zur  Berechnung  von  Fachwerkstäben  zu- 
gänglich macheu  wollen,  müssen  wir  versuchen,  diese  unregel- 
mäßigen Kräfte  E^  und  K'^  möglichst  durch  Kräfte  zu  ersetzen, 
die  innerhalb  der  Stabachse  liegen.     [Natürlich  lassen  sich   die 


'S' 
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Drücke  K'  und  K"  nicht  ans  der  Welt  schaffen,  da  sie  ja  die 
wirklich  vorhandenen  Kräfte  sind,  die  zwischen  Bolzen  und  Stab 
auftreten.  Wohl  aber  können  wir  sie  zerlegen,  so  daß  sie,  zum 
Teil  wenigstens,  in  der  Eechnung  als  Kräfte  auftreten,  die  inner- 
halb der  Stabachse  liegen.] 

Wir  zerlegen  also  im  Punkte  m  die  Kraft  K'  so,  daß  die  eine 
Seitenkraft  in  Sichtung  der  Stabachse  liegt.  Als  Eichtungslinie 
der  anderen  Seitenkraft  werde  die  Parallele  zu  der  gegebenen 
Last  P  genommen  (Fig.  48  f).  Das  gleiche  machen  wir  mit  K 
im  Punkte  n.  Das  eigentliche  Zerlegungsbild  von  K'  und  K 
ist  in  Fig.  48  g  skizziert.  Hierbei  ergibt  sich  folgendes  wichtige 
Resultat:  Wie  groß  auch  K'  und  K"  sein  mögen,  die  horizontale 
Seitenkraft  von  K'  ist  auf  jeden  Fall  ebenso  groß  und  entgegen- 
gesetzt gerichtet  wie  die  horizontale  Seitenkraft  von  K'\  (Deshalb 
sind  auch  beide  mit  demselben  Buchstaben  8'  bezeichnet.)  Mit 
anderen*  Worten:  Bei  dieser  Zerlegung  haben  sich  innerhalb  der 
Stabachse  zwei  gleich  große  und  entgegengesetzt  gerichtete  Ejräfte 
ergeben;  d.  h.  genau  solche  Kräfte,  wie  sie  ein  gewöhn- 
licher unbelasteter  Fachwerkstab  ausübt.  Das  ist  ein  großer 
Vorteil  dieser  Zerlegungsmethode. 

Ferner  hat  die  vorgenommene  Zerlegung  der  Kräfte  K'  und  JT" 
den  Vorteil,  daß  sich  die  anderen  Seitenkräfte  (P'  und  P"  in 
Fig.  48  f  und  g)  leicht  aus  der  Last  P  bestimmen  lassen.  Da 
nämlich,  wie  unter  1.  gezeigt,  JE'  und  Z"  die  Seitenkräfte  von  P 
sind,  so  würden  auch  die  vier  Kräfte  P',  S',  S',  P''  bei  ihrer  Zu- 
sammensetzung als  Eesultierende  die  Kraft  P  haben.  Deshalb  ist 
das  statische  Moment  der  Kraft  P  in  bezug  auf  irgendeinen  Punkt 
gleich  der  Summe  der  statischen  Momente  der  vier  Kräfte  in  bezug 
auf  diesen  selben  Punkt.  Beispielsweise  ergibt  sich,  wenn  der 
Punkt  n  als  Bezugspunkt  genommen  wird: 

p .  a'  =  P'.  c'  +  Ä'.  0  +  iSf' .  0  +  P''-  0  , 

Statt  der  Abstände  a'  und  c'  (rechtwinklig  zu  den  Kräften)  wird 
es  mitunter  bequemer  sein,  die  in  der  Stabrichtung  zu  messenden 
Abstände  a  und  o  einzuführen.  Man  sieht  aus  Fig.  48  f,  daß  nach 
den  geometrischen  Sätzen  über  Proportionen  a':  c'  =  a:  c  ist.  Die 
obige  Formel  läßt  sich  also  auch  schreiben: 

(D  P'=-^. 
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Trotzdem  die  Kraft  K'  selber  nicht  bekannt  ist,  haben  wir  somit 
die  Seitenkraft  P'  direkt  aus  der  Last  P  und  den  gegebenen  Ab- 
messungen a  und  0  bestimmt.     Entsprechend  ergibt  sich  für  die 

Seitenkraft  P": 

P-6'       P*ft 

(I)  p-==jLJ_  =  £^. 

Als  Gedächtnisstütze  kann  man  sich  merken,  daB  diese  beiden 
Seitenkräfte  P'  und  P"  genau  so  groß  sind  wie  die  Auflagerdrücke 
A'  und  B'  eines  einfachen  Balkens  von  der  Länge  c\  der  recht- 
winklig zu  der  äußeren  Last  P  verläuft  (Fig.  48h).  Da  P'+  P" 
zusammen  wieder  P  ergibt,  genügt  es,  auch  nur  eine  der  obigen 
Formeln  auszurechnen. 

Zusammenfassend  haben  wir  also  folgendes  gesehen:  Die  Ein- 
wirkungen K'  und  K^^  eines  belasteten  Fachwerkstabes  auf  seine 
beiden  Endknotenpunkte  lassen  sich  darstellen  durch  zwei  Ein- 
wirkungen 8'^  die  gleich  groß,  entgegengesetzt  gerichtet  sind  und 
innerhalb  der  Stabachse  liegen,  und  durch  die  beiden  Kräfte  P' 
und  P'\  die  direkt  in  den  Knotenpunkten  einwirken.  Vergleicht 
man  nun  dieses  Einwirkungsschema  mit  der  Einwirkung  eines 
normalen,  unbelasteten  Fachwerkstabes ,  an  dessen  Enden  ge- 
wöhnliche Knotenpunktslasten  angreifen  (Fig.  48  c),  so  erkennt  man 
folgende  wichtige  Übereinstimmung:  Der  be{a«t€t«  Fachwerkstab  S 
wirkt  auf  die  Endknotenpunkte  (and  somit  auch  auf  das 
ganze  übrige  System)  genau  so,  wie  ein  normaler  unbelasteter 
Fachwerkstab,  in  dessen  Knotenpunkten  Lasten  im  Be- 
trage von  P'  und  P'^  vorhanden  sind.  Die  Größe  dieser  beiden 
Lasten  P'  und  P'^  ist  gegeben  durch  die  obigen  Formeln: 


0) 


^,_  P-a'      Pja 

c'  ^ 


3.  Vollständige  Berechnung  des  FachwerJces  mit  belasteten  Stäben. 

Hiermit  ist  der  Weg  zur  Berechnung  einer  derartigen  Kon- 
struktion klargestellt.  Wir  ersetzen  die  zwischen  den  Knoten« 
punkten  befindliche  Last  P  durch  zwei  ihr  parallele  und  in  den 
Knotenpunkten  angreifende  Seitenkräfte  P'  und  P",  und  berechnen 
dann  das  Fach  werk  so,  wie  jedes  andere  Fachwerk,  das  nur  in 
den  Knotenpunkten  belastet  ist.  Hiermit  ist  die  Lösung  gefunden 
(Fig.  48  i). 
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Nur  auf  die  Beanspruchung  des  Stabes  8  muß  noch  etwas 
genauer  eingegangen  werden.  Insgesamt  wirken  auf  ihn  die  Last  P 
und  die  beiden  Kräfte  K^  und  K^\  mit  denen  die  Bolzen  auf  den 
Stab  drücken  (Fig.  49a).  [Die  Pfeüe  von  Z'  und  K''  in  Fig.  49 
sind  entgegengesetzt  den  Pfeilen  von  Fig.  48,  da  jetzt  nicht  die 
Wirkung  des  Stabes  auf  die  Bolzen,  sondern  umgekehrt  der  Bolzen 
auf  den  Stab  dargestellt  werden  soll.]  Von  den  Kräften  JT'  und  K'' 
sind  bekannt  die  Seitenkräfte  P'  und  P''  nach  den  obigen  For- 
meln (I).  Ferner  die  beiden  gleich  großen  Seitenkräfte  8%  die  ja 
aus  dem  Gesamt  fach  werk  wie  gewöhnliche  Stabkräfte  berechnet 
werden  (Fig.  48  i).  Solch  ein  Fachwerkstab  stellt  also  einen  Körper 
d?r,  auf  dem  im  ganzen  fünf  bekannte  Kräfte  wirken.  Nämlich 
die  gegebene  Last  P  und  die  vier  Bolzeodrücke  (gewissermaßen 
die  Auflagerkräfte  dieses  Körpers)  P%  8%  8'  und  P''  (Fig.  49  a).  Im 
Gegensatz  hierzu  ist  in  Fig.  49  b  ein  unbelasteter  Fachwerkstab  ge- 
zeichnet. Dieser  ist  nur  durch  die  beiden  Kräfte  8  beansprucht. 
Auch  wenn  er  in  seinen  Enden  zur  Übertragung  von  Knotenpunkts- 
lasten dient,  kommen  letztere  nicht  für  die  Spannungen  des  Stabes 
in  Betracht,  da  eine  solche  Last  P  direkt  durch  einen  gleich  großen 
Bolzendruck  P'  aufgehoben  wird  (Fig.  49  b,  rechtes  Ende).  Bei 
Belastung  außerhalb  der  Knotenpunkte  ist  aber  zwischen  dem 
Gegendruck  P'  bzw.  P"  und  der  Last  P  ein  Abstand  (Fig.  49a), 
so  daß  sich  Druck  und  Gegendruck  nicht  sofort  aufheben,  sondern 
im  Stabe  Spannungen  erzeugen.  Darin  eben  besteht  der  Gegen- 
satz zwischen  belasteten  und  unbelasteten  Stäben. 

Um  diese  Spannungen  richtig  zu  berechnen,  muß  man  natürlich 
das  gesamte  Kräftesystem  P\  8\  P,  8'  und  P"  beachten.  Für 
irgendeinen  Schnitt  ß — ß  (Fig.  49  c)  ergibt  sich  zunächst  die  ge- 
samte Normalkraft  (rechtwinklig  zum  Querschnitt): 


(II) 


Ä  =  i8f'+P'-cosa- 


Dieses  ist  also  die  eigentliche  Längskraft,  die  den  Stab  auf 
Druck  bzw.  Zugbeansprucht.  Berechnet  man  die  Längskraft  von 
der  rechten  Seite,  so  ergibt  sich  für  den  untersuchten  Schnitt  ß — ß : 
8  «  S'-  P'^cosa  +  Pcosa  =  Ä'+  (P  -  P'^cosa 
==S'+P^cosa. 
Natürlich  derselbe  Wert  wie  vorhin. 

Außer  der  Kraft  rechtwinklig  zum  Querschnitt  wirkt  aber 
auch  noch  eine  Kraft  in  Eichtung  des  Querschnittes  (Querkraf  b) : 

(III)  I  Ö  =  P^sina. 
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Diese  Kraft  ruft  in  dem  Querschnitte  Schubspannnngen  t 
hervor. 

Schließlich  wirkt  anf  den  betrachteten  Querschnitt  noch  ein 
Bi^uDgsmoment : 


(IV) 


oder  auch        «  P' sin«  • »  . 


/P'('  P) 


irillMHl 


Fig.  49. 

Dieses  Biegungsmoment  ist  genau  so  groß,  wie  dasjenige  eines  ge- 
dachten Balkens,  der  rechtwinklig  zu  der  Last  P  in  einer 
Länge  cf  verlaufen  würde  (Fig.  49  d). 


Fischer,  StaUk.    U/L 
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Der  Stab  ist  also  auf  zusammengesetzte  Festigkeit,  nämlich 
Zug  oder  Druck  und  außerdem  Biegung,  beansprucht.  Ist  nun 
die  Fläche  des  betrachteten  Querschnittes  gleich  F  und  sein 
Widerstandsmoment  gleich  W,  so  ergibt  sich  nach  den  Lehren  Ton 
der  zusammengesetzten  Festigkeit  die  Qesamtbeanspruchung  des 
betrachteten  Querschnittes  ß — ß: 

S       M 


(V) 


a  =» 

F 

W 

a  =■ 

8 
F 

+ 

M 

W 

(in  der  obersten  Faser), 


(in  der  untersten  Faser). 


Die  Querkraft  Q  würde  Schubspannungen  zur  Folge  haben,  die 
jedoch  fast  immer  unberücksichtigt  bleiben  (vgl.  I.  Band,  §  41). 
Hiermit  ist  die  endgültige  Beanspruchung  eines  derartigen  be- 
lasteten Fachwerkstabes  erledigt. 

In  Fig.  49 e  ist  noch  gezeigt,  wie  8^  Q  und  M  verschieden 
sind,  je  nachdem  man  einen  Querschnitt  ß  bzw.  y  links  oder  rechts 
von  der  Last  P  untersucht.  Hierin  zeigt  sich  besonders  der  Unter- 
schied gegen  einen  normalen  Fachwerkstab,  der  ein  und  dieselbe 
Stabkraft  8  auf  der  ganzen  Länge  beibehält  und  auBerdem  von 
Q  und  M  überhaupt  nichts  weiß.  Hat  ein  belasteter  Fachwerkstab 
mehrere  Lasten  P,  so  wechselt  seine  Normalkraft  8  von  Last  zu 
Last  (vgl.  Fig.  49 e  bei  einer  Last). 

ZuBammenfassung« 
Wenn  eine  Last  P  unter  einem  Winkel  (x  direkt  auf  einen 
Fach  wer  kstab  einwirkt,  so  verteilen  wir  sie  zunächst  nach  dem 
Hebelgesetz  auf  die  beiden  Endknotenpunkte: 


(I) 


e  0 

0  c 


Hierdurch  erhalten  wir  ein  Fachwerk  mit  lauter  Enotenpunkts- 
lasten,  das  wie  jedes  andere  gewöhnliche  Fachwerk  berechnet  wird. 
Die  aus  dieser  Berechnung  sich  ergebenden  Spannkräfte  mögen  8' 
genannt  werden  (Fig.  48  i).  Dann  werden  die  Kräfte  P'  und  P'' 
mit  ihren  Pfeilen  umgedreht,  um  die  Wirkung  der  Bolzen  auf  den 
Stab,  nicht  umgekehrt,  zu  veranschaulichen,  und  hierauf  der  Stab 
mit  seinen  sämtlichen  angreifenden  Kräften,  nämlich:  den  um- 
gekehrten Kräften  P'  und  P",  den  soeben  gefundenen  Achs- 
kräften 8'  und  der  gegebenen  Belastung  P,  aufgezeichnet.     Aus 
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diesem   gesamten  Belastungsschema  ergeben  sich  dann  folgende 
Beanspruchungen  des  Stabes: 
Seine  gesamte  Längskraft 

I  flf  «  Ä'  ±  P'  .  cos«      [für  Querschnitt  links  von  P], 
^  t  S  — /8'+P''.C0SÄ     [„  n  rechts,,     „]. 

Femer  seine  Querkraft 

[für  Querschnitt  links  von  P], 
[n  n  rechts  „    „  ]. 

und  schließlich  sein  Biegangsmoment 

P'  •  2;  —  P^  sina  •  rr     [für  Querschnitt  links  von  P], 
P'^'H^  P" sin^x  •  rr     [  „  „  rechts  „    „ ]. 

Letzteres  ist  genau  so  groß|  wie  das  Biegungsmoment  eines  ein- 
fachen Balkens  von  der  Länge  e\  der  rechtwinkUg  zu  der  Last  P 
verläuft.    Ist  nun  bei  dem  betrachteten  Querschnitt 

die  Querschnittsflächc  ^  F , 

das  Widerstandsmoment »  Wf 

so  ergibt  sich  die  endgültige  Spannung: 

(V)  .-|±f. 

Dieses  ist  also  die  Spannung,  die  das  zulässige  Maß  nicht  über- 
schreiten darf. 

Die  Längskraft  (Normalkraft)  8  werden  wir  auch  als  die  eigent- 
liche ,,Spannkraft"  des  Stabes  bezeichnen.  Dann  verwechsele  man 
sie  aber  nicht  mit  den  „Stabkräften^'  K^  und  K'\  mit  denen  wir 
die  Einwirkung  des  Stabes  auf  seine  Knotenpunkte  bezeichnet 
haben.  .^Spannkraft^'  (Längskraft)  und  ,,Stabkraft'^  (Bolzendruck) 
sind  bei  einem  belasteten  Stabe  durchaus  voneinander  ver- 
schieden. 

SpezIalfaU: 
Belastung  recJUwinkHg  zum  Stäbe.  In  diesem  Falle  sind  die 
beiden  Seitenkräfte  P'  und  P'\  mit  denen  die  Last  P  auf  die 
Knotenpunkte  m  und  n  wirkt,  ebenfalls  rechtwinklig  zum  Stabe 
gerichtet  (Fig.  50a).  Setzen  wir  nun  in  die  früheren  Formeln  den 
Winkel  a  '^90^  ein  (also  cos«  »0 ,  sin«  »1),  so  gehen  sie  über  in: 

(IIa)  Längskraft  ß  =^  8' , 

(lila)  Querkraft     ^  =  P'    bzw.    -P'% 

(IVa)  Moment      Jtf  =  P'.a?    bzw.    P'^a?. 

11* 
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Die  Stabkraft  Ä'  (die  sich  nach  der  Verteilung  von  P  in  P'  und  P'' 
aus  Fig.  50a  ergeben  würde)  ist  also  direkt  die  gesamte  Spann- 
kraft des  Stabes.  In  Fig.  50  b  ist  der  Stab  mit  seinen  sämtlichen 
fünf  Kräften  gezeichnet.  Man  erkennt  auch  hieraus,  daß  bei 
rechtwinkliger  Belastung  die  Normalkraft  des  Stabes  nur  aus  den 
Kräften  8'  besteht,  da  die  anderen  Kräfte  in  dieser  Kraftrichtung 
keinen  Beitrag  liefern.  Diese  Spannkraft  S'  gilt  dann  für  sämt- 
liche Querschnitte  des  Stabes. 

Betrachtet  m£^n  zum  Vergleiche  ein  Fachwerk  unter  den  glei- 
chen Umständen,  bei  dem  die  Last  P  aber  indirekt,  d.*  h.  durch 
Vermittlung  von  Längs-  und  Querträgern,  einwirkt  (Fig.  50  c),  so 
erkennt  man  mit  Fig.  50a  folgende  Übereinstimmung:  Die  Seilen- 


(CJ 

(d)    J^ 

(€)    S' — »  rf   0^ — s' 

TiQ,  50. 

kräfte  P'  und  P'^  von  Fig.  50a  sind  genau  so  groß  wie  die  Auflager- 
drücke der  Querträger  in  Fig.  50c.  Die  Spannkraft  5'=  Gesamt- 
spannkraft 8  j  die  sich  ans  Fig.  50a  ergibt,  ist  also  ebenso  groß 
wie  die  Spannkraft,  die  sich  in  Fig.  50c  ergeben  würde.  Und  die 
Querkraft  Q  und  das  Moment  Jlf,  die  in  Fig.  50  a  noch  zu  der 
Beanspruchung  des  Stabes  8  hinzukommen,  sind  augenscheinlich 
ebenso  groß  wie  die  Querkraft  und  das  Moment,  die  in  Fig.  50c 
der  Längsträger  L  aufzunehmen  hat.  Insgesamt  sehen  wir  also, 
daß  die  Konstruktion  Fig.  50a  sich  genau  so  verhält  wie  die  in- 
direkt belastete  Konstruktion  Fig.  50  c.  Nur  müssen  die  Werte 
Q  und  -Jf ,  die  in  Fig.  50c  der  Längsträger  aufnimmt,  in  Fig.  50a 
direkt  dem  Fachwerkstab  auferlegt  werden.  Man  kann  also 
sagen:  Wenn  eine  Belastung  eigentlich  auch  direkt  auf  ein  Fach- 
werk wirkt,  so  wird  sie  durch  die  Fachwerkstäbe  doch  in  eine 
indirekte  Belastung  umgewandelt. 
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Dies  gilt  aber  nur  dann,  wenn  die  Belastung  rechtwiDklig  zu 
dem  Stabe  steht.  Bei  schräger  Belastung  wäre  die  Beanspruchung 
der  Stäbe  S  in  Fig.  60a  und  c  durchaus  voneinander  verschieden. 


IL  Faehwerke  mit  sehelbenförmigen  Gliedern« 

Bei  solchen  Fachwerken  mit  Belastung  außerhalb  der  Knoten- 
punkte bekommen  die  Stäbe  also  außer  ihrer  Normalkraft  8  noch 
eine  Biegungsbeanspruchung  M.  Bei  größeren  Abmessungen  bildet 
man  deshalb  die  auf  Biegung  beanspruchten  Glieder  nicht  mehr 
als  einfache  Stäbe  aus,  sondern  als  genietete  Träger  (Fig.  51a). 
Oder  man  geht  noch  weiter,  indem  man  diese  Glieder  als  besondere 
kleine  Fachwerkscheiben  konstruiert  (Fig.  51  e).  Aus  dieser  Her- 
leitung ergibt  sich  auch  sofort  der  zu  wählende  Eechnungsgang: 
Beim  Fachwerk  Fig.  51a  wird  die  Last  P  zunächst  in  die  beiden 
Teilkräfte 

(I)  P^«^^,       P''=^:i 

zerlegt,  und  für  diesen  Fall  werden  dann  die  (Hilfs-)Spannkräfte  8' 
bestimmt  (Fig.  51b).  Dann  setzt  sich  nach  Fig.  51c  die  gesamte 
Beanspruchung  des  Stabes  zusammen  aus  den  Kräften  8'  (inner- 
halb der  Verbindungslinie  der  beiden  Bolzen  wirkend),  den  Kräften 
P'  und  P"  und  der  Last  P.  Die  gesamte  Spannkraft,  die  inner- 
halb der  Verbindungslinie  der  beiden  Bolzen  auf  der  Strecke  os 
wirkt,  beträgt  also: 

(II)  8^8'+P''COSoc. 

Das  Biegungsmoment  infolge  der  Kraft  P'  für  den  Querschnitt 
direkt  unter  der  Last  P  ist: 

(III)  3f'=  P'.«  =  P'sin«  .fl^ . 

[Ebenso  groß  wie  das  Moment  eines  Balkens,  der  rechtwinklig  zur 
Last  P  verlaufen  würde,  Fig.  61  d.]  Da  aber  die  Kraft  8  nicht 
durch  den  Schwerpunkt  des  betrachteten  Querschnittes  verläuft, 
gibt  sie  auch  noch  ein  Biegungsmoment  ab  (Fig.  51c): 

Das  gesamte  Moment  an  dieser  Stelle  ist  also: 

Hat  der  Querschnitt  die  Fläche  F  und  das  Widerstandsmoment  W^ 
so  sind  demnach  die  Spannungen  in  den  äußersten  Faserschichten 

8       M 

Hiermit  ist  die  Konstrnlition  Fig.  51  a  erledigt. 


\ 
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Genau  bo  ist  die  UntersuchuDg  von  Fig.  51  e.  Wollte  man 
dieses  Fach  werk  direkt  berechnen,  so  wfirde  man  schon  bei  Knoten  0 
auf  Schwierigkeiten  stoßen,  da  hier'  mehr  als  zwei  unbekannte 
Stabkräfte  zusammenlaufen.  [Das  System  ist  kein  einfaches  Dreieck- 
fachwerk.] Wir.  helfen  uns  in  diesem  Falle  einfach  damit,  daß 
wir  die  Konstruktion  als  ein  einfaches  Dreieckfachwerk  auffassen, 
dessen  Obergart  aber  nicht  aus  einfachen  Stäben,  sondern  aus 
Scheiben  gebildet  ist.  Die  Berechnung  geschieht  also  in  folgender 
Weise:  Zunächst  werden  die  Zwischenlasten  P^  usw.  auf  die  an- 
liegenden Knotenpunkte  verteilt  und  für  diesen  Fall  die  Hilfs- 
werte 8'  bestimmt,  wobei  jede  Scheibe  als  einfacher  Stab  behandelt 
wird.  Nun  werden  die  Scheiben  mit  sämtlichen  an  ihnen  an- 
greirenden  Kräften  einzeln  betrachtet.  Für  eine  unbelastete  Scheibe 
von  Fig.  51  e  ergeben  sich  hierbei  als  angreifende  Kräfte  nur  die 
betreffenden  Kräfte  8'  (Fig.  51  f).  Diese  Scheiben  erfahren  bei  der 
gewählten  Form  also  nur  im  Obergart  Spannkräfte,  und  zwar 
gleich  8^;  während  ihre  übrigen  Stäbe  spannlos  bleiben.  Bei  der 
Scheibe,  die  die  Lasten  P^  und  P,  trägt,  kommen  aber  zu  der 
Spannkraft  Ä'  noch  die  schrägen  Bolzendrücke  P'  und  P/'  hinzu. 
Hierbei  ist  zu  beachten,  daß  zu  jeder  Last  ein  bestimmtes  Paar 
Bolzendrücke  P'  und  P"  gehört.  Für  diese  so  belasteten  Scheiben 
(Fig.  51g)  kann  nun  ein  kleiner  Kräfteplan  gezeichnet  werden. 
Dieser  ergibt  dann  die  endgültigen  Spannkräfte  8  der  Stäbe.  Wenn 
man  die  ganze  Untersuchung  mittels  Kräfteplan  darchführt,  kann 
man  auch  diese  kleinen  Kräftepläne  mit  dem  großen  Kräfteplan 
für  das  gesamte  System  (der  die  Hilfskräfte  8^  liefert)  zusammen- 
ziehen.    (Siehe  5.  Beispiel  vom  folgenden  Paragraphen.) 

Auch  das  Fachwerk  Fig.  51h  läßt  sich  in  ein  einfaches  Dreieck- 
fachwerk, bei  dem  einzelne  Stäbe  aas  Scheiben  gebildet  sind,  auf- 
lösen. Dies  geschieht,  indem  man  die  Diagonalen  des  Systems  in 
ihrem  oberen  Teil  gewissermaßen  gespalten  denkt,  so  daß  aus  der 
Fig.  51h  die  Fig.  51  i  entsteht.  Durch  eine  solche,  gedanklich 
mögliche  Spaltung  ist  dann  das  Fachwerk  Fig.  51h  in  ein  einfaches 
Dreieckfachwerk  übergeführt,  dessen  Obergart  allerdings  nicht  aus 
einfachen  Stäben,  sondern  aus  zusammengesetzten  Scheiben  be- 
steht. Dieses  letztere  Fach  werk  läßt  sich  also  in  der  bei  Fig.  51  e 
erläuterten  Weise  berechnen. 

Natürlich  müssen  wir  aber  noch  überlegen,  ob  die  an  Hand 
von  Fig.  51  i  berechneten  Spannkräfte  nun  auch  tatsächlich  für 
das  eigentlich  zu  berechnende  System  Fig.  51h  gültig  sind.  [Denn 
an  und  für  sich  ist  ja  durch  eine  solche  Spaltung  von  Stäben  ein 
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ganz  neues  System  entstanden.]  Dieser  Nachweis  fär  die  Über- 
einstimmung der  Spannungen  kann  folgendermaßen  geführt  werden : 
Bei  dem  einfachen  Beispiel  Fig.  52  mögen  die  Spannkräfte  in 
dem  ursprünglichen  Fachwerke  mit  yj8^^  und  in  dem  abgeänderten 
Fachwerke  mit  „7^*  bezeichnet  werden.  Und  zwar  bedeute  T^ 
die  Summe  der  beiden  Stabkräfte,  die  am  Punkte  0^  angreifen* 
7,  bezeichne  die  Kraft  des  durchlaufenden  Stabes  0^4\  Für  den 
nicht  durchlaufenden  Stab  0'2'  bleibt  also  der  Betrag  (Tj  —  Tg) 


U*-J/T 


Fig.  51. 

Übrig«  Nun  denken  wir  uns  für  jeden  Punkt  der  beiden  Figuren 
die  Oleichgewichtsbedingungen  JS^  »  0 ,  ^  =»  0  angeschrieben.  Für 
den  Punkt  0  treten  in  diesen  Gleichungen  die  Kräfte  Ä ,  8^  und  8^ 
auf.  Für  den  entsprechenden  Punkt  0^  die  Kräfte  Ä ,  T^  und  T^ , 
und  zwar  mit  denselben  Neigungswinkeln  wie  die  Kräfte  8 .  Für 
den  Punkt  1  kommen  die  Kräfte  /Sf, ,  /S^ ,  £^5  in  Betracht.  Für 
den  Punkt  1*  die  unter  denselben  Neigungswinkeln  wirkenden 
Kräfte  T, ,  T4 ,  ^5 .  Am  Punkte  2  haben  wir  die  Kräfte  (Fig.  52  c) 
8^ ,  8^  und  {81  —  Bf) .  Bntsprechend  sind  am  Punkte  2'  die  Kräfte 
T^ ,  Tg-  und  {Ti  —  T^)  •   Denkt  man  sich  nun  alle  diese  Gleichungen 
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E,=.o>  ^ifoo  sowohl  für  das  ursprüngliche  System  Fig.  52  a  wie  für 
das  gespaltene  System  Fig.  52  b  angeschrieben,  so  erhält  man  zwei 
Gruppen  von  Gleichungen,  die  sich  augenscheinlich  nur  dadurch 
unterscheiden,  daß  in  der  einen  Gruppe  die  Unbekannten  mit  „8^^ 
und  in  der  anderen  Gruppe  mit  „T'^  bezeichnet  sind.  Alle  anderen 
Größen  (Neigungswinkel  und  äußere  Kräfte)  stimmen  aber  voll- 
kommen überein.  Daraus  folgt,  daß  sich  bei  der  Auflösung  der 
ersten  Gruppe  dieselben  Werte  für  die  Unbekannten  ergeben  müssen, 
wie  aus  der  anderen  Gruppe.  Beispielsweise  ergibt  sich  Äj  =  T^ , 
S^=T2f  usw.  Hiermit  ist  bewiesen,  daß  die  Stabkräfte  von  Fig.  52b 
mit  denen  des  ursprünglichen  Systems  übereinstimmen. 


Fig.  52. 

Genau  so  wie  an  diesem  einfachen  Beispiele  läßt  sich  all- 
gemein zeigen:  Wenn  man  aus  einem  gegebenen  System  durch 
Spaltung  eines  Stabes  ein  neues  System  schafft,  so  stimmen  dessen 
Spannkräfte  mit  dem  gegebenen  System  überein.  Nur  ist  darauf 
zu  achten,  daß  in  den  Strecken,  wo  bei  dem  neuen  System  zwei 
Stäbe  nebeneinander  laufen,  diese  beiden  Stabkräfte  gemeinsam 
zu  nehmen  sind,  um  die  Stabkraft  des  gegebenen  Systems  an  der 
betreffenden  Stelle  zu  erhalten.  [In  dem  neuen  System  müssen 
die  vorhin  gespaltenen  Stäbe  gewissermaßen  wieder  zusammen- 
geschoben werden.] 

Wenden  wir  nun  diesen  Satz  auf  die  Systeme  Fig.  51h  und  i 
an,  so  erkennt  man  folgenden  Eechnungsgang:  Um  das  ursprüng- 
liche System  Fig.  51h  zu  berechnen,  formen  wir  es  durch  Spaltung 
der  Stäbe  8^  usw.  in  das  neue  System  Fig.  51  i  um  und  berechnen 
zunächst  dessen  Spannkräfte.  (Einfaches  Dreieckfachwerk  mit 
scheibenförmigen   Gliedern.)     Diese   Spannkräfte    mögen    heißen: 


§  18.    Belastung  äußerhalb  der  Knotenpunkte.  169 

Di j  Di,  Ol  usw.  (Fig.  51  i).     Dann   bestimmen   sich   hieraus   die 
Spannkräfte  des  gegebenen  Fachwerkes  durch  die  Beziehungen: 

Di  =  Di  +  Di;     2>j  =  Di ;     O^-^^Oi ;     usw. 

Zusatz.  Nebenbei  sei  bemerkt,  daß  diese  Überführung  eines 
Fachwerkes  in  ein  anderes,  wobei  einzelne  Stäbe  gewissermaßen 
gespalten  zu  denken  sind,  im  allgemeinen  nur  bei  statisch  be- 
stimmten Systemen  zulässig  ist.  Denn  bei  statisch  unbestimmten 
Systemen  treten  bei  der  Berechnung  der  Stabkräfte  außer  den 
Gleichgewichtsbedingungen  noch  andere  Gleichungen  auf.  Diese 
aber  sind  in  den  beiden  Fällen  (ursprüngliches  und  abgeändertes 
System)  verschieden,  so  daß  auch  die  Eesultate  (Spannkräfte)  ver- 
schieden sind.  Früher  hat  man  häufig  statisch  unbestimmte 
mehrfache  Netzwerke  durch  eine  solche  Zerlegung  in  andere  Fach- 
werke zu  berechnen  versucht,  wobei  man  sich  in  der  Praxis  nicht 
immer  klarmachte,  daß  in  diesem  Falle  die  Berechnung  nur  an- 
genäherte Besultate  liefern  kann. 

Zosammenfassang:  Kommen  bei  einem  Fach  werke  Glieder  vor, 
die  aus  vollwandigen  oder  fachwerkförmigen  Scheiben  bestehen, 
so  wird  die  Berechnung  genau  so  durchgeführt,  als  wenn  an  Stelle 
der  Scheiben,  zwischen  den  Knotenpunkten,  ein  einfacher  Stab 
wäre,  der  durch  die  Zwischenlaaten  beansprucht  ist.  Diese  Zer- 
legung eines  zusammengesetzten  Fachwerkes  in  ein  einfaches  mit 
belasteten  Stäben  erleichtert  häufig  die  Berechnung.  In  manchen 
Fällen  muß  man,  um  diese  Zerlegung  zu  ermöglichen ,  einzelne 
Fachwerkstäbe  gespalten  annehmen,  um  auf  diese  Weise  ein  Haupt- 
System  mit  eingehängten  „Zwischensystemen''  zu  erhalten.  Die 
richtigen  Spannkräfte  ergeben  sich  dann,  indem  man  die  beiden 
Systeme  wieder  zusammengeschoben  denkt. 

Um  Irrtümer  zu  vermeiden,  sei  bemerkt,  daß  man  die  be- 
trachtete Fachwerkf igur  Fig.  51  e  und  h  natürlich  auch  ohne  diesen 
Kunstgriff  hätte  berechnen  können.  Schlimmstenfalls,  wenn  man 
an  einer  Stelle  nicht  weiterkommt,  mit  der  Ersatzstabmethode. 
Statt  aber  solch  schweres  Geschütz  aufzuführen,  wird  man  stets 
lieber  die  angegebene  Zurückführung  auf  einfache  Systeme  mit 
scheibenförmigen  Gliedern  anwenden. 
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§  19. 
Beispiele  zu  §  18. 

Erste  Aufgabe. 

Das  in  Fig,  53  a  gezeichnete  Fachwerk  mit  Zwisehenbelasiung  ist 
zu  berechnen! 

a)  Verteilung  der  Zwischenlasten  und  Spannkräfte  8\ 

Zunächst  werden  die  Zwischenlasten  von  Fig.  53  a  auf  die 
Endknotenpunkte  der  betreffenden  Stäbe  verteilt.  Hierdurch  ent- 
steht das  in  Fig.  53  c  gezeichnete  Belastungsschema  mit  Lasten 
nur  in  den  Knotenpunkten: 

Im  Punkte  0 :    400  +      i  800  =-  800  kg; 

„         „       1:    800  +  2 - 1800  =  1600  kg;  usw. 

Zu  diesem  Fachwerk  sind  dann   die  Spannkräfte  8^  bestimmt. 
(Eräfteplan  Fig.  53  d.) 

h)  Die  endgültigen  Spannkräfte  8  (und  Biegungsmomente  Jü). 

Für  die  unbelasteten  Stäbe  sind  die  so  erhaltenen  Spann- 
kräfte bereits  die  endgültigen;  denn  ein  unbelasteter  Stab  erfährt 
von  Seiten  der  Knotenpunkte  nur  Kräfte,  die  innerhalb  der  Stab- 
achse wirken.  Für  die  belasteten  Stäbe  dagegen  kommen  außer 
den  Kräften  8'  noch  die  Seitenkräfte  P'  bzw.  P'^  hinzu,  die  dann 
zusammen  mit  den  Kräften  S^  die  wirklichen  Bolzendrücke  E' 
und  K'^  ergeben  (Fig.  53  e).  Hierbei  sei  daran  erinnert,  daß  jetzt, 
da  die  Einwirkung  der  Bolzen  auf  den  Stab  darzustellen  ist,  die 
Pfeile  von  P'  und  P'^  natürlich  umgekehrt  zu  nehmen  sind,  als 
wenn  die  Einwirkung  des  Stabes  auf  den  Bolzen  gezeichnet  wird 
(Fig.  53 e  und  b).  Man  gehe  also  so  vor,  daß  man  bei  der  Be- 
rechnung des  Stabes  von  vornherein  die  Kräfte  P'  und  P"  mit 
umgekehrten  Pfeilen  einzeichnet,  dann  8*  als  Zug  oder  Druck 
richtig  hinzufügt  und  schließlich  die  Last  P.  Für  die  beiden  in 
Betracht  kommenden  Stäbe  0|  und  O2  ergeben  sich  somit  folgende 
Zusammenstellungen : 

Stab  Ol  (Fig.  53  e).   Die  gesamte  endgültige  Spannkraft  beträgt 

von  0  bis  ß—ß :     8  -  -4950  -  400  •  C0855o  -  -5180  kg, 
von  ß—ß  bis  1 :    8^  -4950  +  400  •  cos55«  « --4720  kg. 

[An  der  Stelle,  wo  die  Zwischenlast  angreift,  findet  also  in  der 
Spannkraft  ein  Sprung  von  800-cos55®  =  460  kg  statt.]    Außer- 
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dem    OTfährt   der   Stab    ein   gröStes   BiegangsmomeDt   (f&r   den 
Schnitt  ß — ßf  unter  der  Zwischenlast): 

M  =--400  - 100  =  40000  omkg. 
Der  Stab  bestehe  aus  zwei  Winkeleisen  50 -100 -8  (Fig.  53f)  mit 
einer  Fläche 

^  =  2-11,5-=  23,0  qcra 
t0o6g 
10  -^^,  ff-^-t,  **_ 


P'tocSff 


Fig.  53. 

und  den  Widerstandsmomcntea 

Wi  -  2  •  32,3  =  64,6  cm»    [für  die  oberste  Faaer], 
Wg  =  2-18,1  =  36,2cm'    [„      „    unterste    „    ]. 

Somit  sind  die  größten  Beansprucbungen  dea  Stabes  O^: 

5180  ,  40000 
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Der  größere  von  beiden  Werten  ist  natürlich  maßgebend.  Hiermit 
ist  der  Stab  0^  erledigt. 

Stab  Oa  •  Für  den  Stab  0^  würde  sich  entsprechend  ergeben 
(wobei  wir  nur  die  wirklich  gebrauchten  Werte  hinschreiben  wollen): 

Größte  Längskraft    8  =  -4050  —  400  •  cos 55 «  «  —4050  -  230 

=  -4280  kg, 

Moment  if  =  400  •  100  =  40000  cmkg, 

Querschnitt  des  Stabes:     2  <  50  •  100  •  8  mit  JP  =  23,0  qcm, 

W  =  36,2  cm», 
4280  ,   40000  ,^^  ,  ,,,^       ,  noA  1,  / 

^ — 23;ö + -36:2 — ^^^ + ^^^^  ^  +^^^  ^^/^'°^' 

Zusatz:  In  der  Praxis  wird  diese  Zusatzkraft  P'-  cos« ,  die 
zu  der  Stabkraft  8^  noch  hinzukommt,  vielfach  vernachlässigt. 
Dies  rührt  wohl  daher,  weil  man  über  die  Wirkungsweise  derartig 
belasteter  Fachwerkstäbe  meistens  recht  oberflächlich  hinweggeht. 
An  und  für  sich  ist  ja  gegen  eine  Vernachlässigung  solcher  kleiner 
Zusatzkräfte  nichts  einzuwenden.  Doch  muß  man  auf  jeden  Fall 
auch  die  richtige  Berechnung  kennen. 

Zweite  Aufgabe. 

Der  in  Fig.  54  a  gezeichnete  Meine  Drehkran  ist  für  die  Be- 
lastung P  zu  berechnen  I 

Es  sei  P  =  3000  kg,  «.=  45^.  Die  Abmessungen  sind  aus 
Fig.  54  a  zu  entnehmen.  Die  Stützung  erfolgt  oben  durch  ein 
Halslager,  unten  durch  ein  Spurlager.  Das  obere  Lager  ist  also 
ein  (in  vertikaler  Eichtung)  bewegliches  Lager  und  übt  stets  eine 
horizontale  Auflagerkraft  aus.  Das  untere  Lager  wirkt  als  festes 
Eipplager. 

Die  Auflagerdrücke  ergeben  sich  nach  Fig.  64a: 

7  =  P .  sin  Ä  «  3000  •  0,707  =  2120  kg,  [22^  =  0] 

H  =  (P  sina  •  5,00  +  P  cosa  •  0,45)  p=^  [2*34  =  0] 

-  (2120 . 5,0a  +  2120  •  0,45)  -j^  =  2430  kg, 

P  -  (P sina  •  5,00  -  P cos«  •  4,30)  -j-nK  =  3*0  ^S-  i^^^  ^  0] 

[Kontrolle:  H  —  B^P cos«  =  2430  -  310  -  2120  kg.]  Aus  V 
und  H  ergibt  sich  der  gesamte  Auflagerdruck  Ä .  Doch  können 
wir  auch  direkt  mit  den  beiden  Seitenkräften  V  und  H  weiter 
arbeiten. 
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a)  Vorteitung  der  ZwUehenlatten  und  Spannkräfte  8'. 
Stab  ^1  (Fig.  54  a  und  b).  Der  Stob  iS,  ist  mit  P  belastet. 
Diese  Last  greift  jetzt  außerhalb  der  eigentiicbeD  Stablänge  an. 
Die  Verteilung  auf  die  zugebQrigeu  Knotenpunkte  wird  bierdurch 
aber  im  Prinzip  nicht  geändert.  Die  Abstände  der  Last  P  von 
den  Endpunkten  sind  wieder  mit  a  und  b  bezeichnet,  die  Stab- 
länge mit  c  (Fig.  54 b).     Dann  ist; 


P'- 


P-a       3000.1,0 


4,0 
3000  ■  5,0 


4,0 


-  760  kg, 

-  3750  kg. 


CPrc.., 


S,    (O) 


Fig.  54. 

Die  Pfeilrichtnngen  voB  P'  nnd  P"  ergebea  sich  steta  ans  der  Be- 
din^ng,  daß  das  statische  Moment  der  Kraft  P  gleich  der  Bnmme 
der  statischcB  Momente  der  Seitenkräfte  P'  und  P"  ist.  Hieraach 
erhalten  bei  Belastaug  aaßerbalb  der  Stablänge  die  Seitcnkräfte 
P'  undP"  entgegODgesetzte  FfetlrichtUDgeD.  [Haben  zwei  Krfifte 
enlgegeogesetzte  Riditungen,  so  ergeben  sie  bei  ihrer  Zusammensetzung 
eine  Resultierende,  die  seitlich  von  den  KrSften  zu  liegen  kommt.  Um- 
gekehrt ergibt  Bioh  bei  der  Zerlegung  einer  Kr&ft  P  in  zwei  Ricbtimgen 
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üuf  derselben  Seite  von  P,  da6  diese  Seitenkräfte  entgegengesetzte  Kich-. 
tungen  erhalten  müssen.    Vgl.  z.  B.  Fig.  29  von  ßand  L]     Somit  ist  die 
Einwirkung  der  Last  P  auf  die  Knotenpunkte  des  belasteten  Stabes 
klargestellt  (Fig.  54  b). 

Stab  82  (Fig.  54  e).  Am  Stabe  8^  greifen  insgesamt  an  die 
Kräfte  P,  H  und  V  (Fig.  54  a  und  c).  Sämtlicbe  sind  außerhalb 
der  Knotenpunkte.  Die  Verteilung  von  P  »  310  kg  auf  die  Knoten- 
punkte dieses  Stabes  ergibt  die  Seitenkräf te : 

310-0,45  _  310-4,45 

^  4,00  "^^    ^'        ^   ~      4,00       ""  ^"^^  ^^• 

Die  Pfeile  von  P'*  und  P"  sind  wieder  entgegengesetzt,  da  die 
Last  B  außerhalb  der  Stablänge  angreift.  [Die  Seitenkraft,  die 
der  gegebenen  Kraft  zunächst  liegt,  ist  stets  die  größere  und  gleich- 
gerichtet mit  der  gegebenen  Kraft.] 

Femer  gehören  zum  Stab  8^  die  außerhalb  der  Knotenpunkte 
angreifenden  Kräfte  H  und  7.  Die  Verteilung  der  ersteren  liefert 
die  Seitenkräfte: 

2430-4,30       „,^,  ,         2430-0,30      .^^. 

—^ 2610  kg        und        -4;öö^  =  180  kg.      - 

Die  Last  V  wird  durch  den  unteren  Stabteil  als  ein  Bolzendruck 
von  2120  kg  nach  dem  Knotenpunkt  2  geleitet  (Fig.  54  c). 

Insgesamt  hat  der  Stab  8^  also  folgende  Knotenpunktslasten 

345  kg  im  Punkte  0  in  Eicbtung  <-, 


infolge  B     | 


.  *  ,       TT      f  2610  kg  im  Punkte  2  in  Eichtung  -> , 
infolge  ^180  0  J 

iufolge  V     {  2120  kg  im  Punkte  2  in  Eichtung  t  - 

Diese  Kräfte  werden   nun  an  jedem  Knotenpunkte   zusammen- 
gezählt. 

Nachdem  somit  die  Lasten  auf  die  Knotenpunkte  verteilt 
sind,  werden  die  Spannkräfte  8^  bestimmt  (Fig.  54  d).  Nach  irgend- 
einer graphischen  oder  analytischen  Methode  ergibt  sich: 

5i  =  +1930kg,   iSfi-+2460kg,    S^  =  ~5290kg,    8i 2740kg. 

b)  Die  endgültigen  8pannhräfie  und  Beanspruchungen. 

Dieses  sind  also  die  in  der  Linie  der  Stabachse  wirkenden 
Bolzendrücke.  Um  die  Beanspruchung  eines  Stabes  klar  zu  er- 
kennen, zeichnen  wir  ihn  mit  sämtlichen  angreifenden  Kräften 
auf,  d.  h.  mit  den  gegebenen  äußeren  Lasten,  den  bereits  vorhin 
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bcstimmlien  Kr&ften  P\P")  und  den  soeben  neugefnndenen  Kräf- 
ten 8\  Hierbei  ist  wieder  zu  beachten,  daß  die  Bolzendrücke  P'(P'') 
jetzt  umgekehrt  zu  zeichnen  sind  als  in  Fig.  54  b  und  c,  da  die 
Einwirkung  der  Bolzen  auf  die  Stäbe,  und  nicht  wir  vorhin,  der 
StiU[)e  auf  die  Bolzen,  betrachtet  wird.  An  jedem  Stab  haben 
wir  dann  eine  Gleichgewichtsgruppe  von  Kräften,  aus  denen  sich 
folgende  endgültigen  Werte  für  die  Spannkraft  und  das  Moment 

ergeben : 

Stab  8i  (Fig.  54  e  und  f). 

Spannkraft  von  0  —  1 :     +1930  +  750  •  cos45o  =  +2460  kg, 
„  ,,     1—r:     -P-cos45ö«-2120  kg. 

Größtes  Moment:    JU  =  P sin«  •  100  =  212000  cmkg.  { ^^^^^If^ 

Vorhanden  2  C  N.-P.  16  mit  P«  48,0  qcm,  TT«  232  cm». 

2460  .  212000      ^^   ,  ^, ,      ^^^^   , 
Größte  Spannung:    o  «  -r^  +  =  51  +  914  —  970  kg/qcm. 

Stab  8%  (Fig.  54  g  und  h;  der  untere  Teil  Fig.  541). 
Spannkraft  von  n'-2\     —7  «  —2120  kg, 
„  „     2-Ö:     +2460  kg, 

„  „     ö  —  I» :  0 . 

Moment  bei  2:     Jlf,  =  ff  •  30  =  2430  •  30  =  72900  cmkg, 
.„  „    Ol    Jfo=- 5.45  =  310-45  =  13950  cmkg. 

Für  die  übrigen  Stäbe  treten  keine  Momente  auf  und  die  Spann- 
kräfte sind  gleich  den  betreffenden  Werten  8\ 

Übungsaufgabe.  Der  Leser  führe  die  Untersuchung  dieses 
Systems  auch  in  der  Weise  durch,  daß  die  Ladt  P  von  vornherein 
in  eine  horizontale  und  vertikale  Seitenkraft  zerlegt  wird  und  also 
nur  mit  Horizontal-  und  Vertikalkräften  zu  arbeiten  ist.  Dann 
fällt  die  eine  Seitenkraft  von  P  in  die  Bichtung  des  Stabes  8i , 
aber  außerhalb  der  Knotenpunkte.  Sie  muß  also  genau  so  wie 
jede  andere  Kraft  als  ein  auf  den  Bolzen  wirkender  Druck  nach 
dem  Knotenpunkte  hin  übertragen  werden  (vgl.  die  Kraft  V  in 
I^g.  54  c  und  g).  Hier  wirkt  sie  dann  als  Knotenpunktslast  bei 
der  Bestimmung  der  Kräfte  8\  Später,  bei  der  Ermittlung  der 
Stabbeanspruohung,  muß  sie  dann  mit  umgekehrten  Pfeilen  ein- 
geführt werden,  genau  so,  wie  es  bei  den  Kräften  P'  und  P'^  zu 

geschehen  hat. 

Dritte  Aufgabe. 

Der  in  Fig.  55a  geaeichneie  Dachbinder  mU  stetig  gekrümmtem 
Obergurt  und  Zwisekenbelastnng  ist  zu  berechnen  I 

Abmessungen,  Neigungswinkel  usw.  siehe  Fig.  55  a. 
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a)  Verteilung  der  Zwischenlasten  und  Spannkräfte  8\ 

Zunächst  werden  die  Zwischenlasten  auf  die  Knotenpunkte 
verteilt.  Statt  der  gebogenen  Stäbe  führen  wir  die  geraden  Ver- 
bindungslinien der  Knotenpunkte  ein  und  bestimmen  die  zu  diesem 
System  gehörigen  Spannkräfte  8'  (Fig.  55  b).  Für  den  Stab  Oj 
z.  B.  würde  sich  ergeben: 

,     *^  o/  (4500  -  750)  3750  ^^^  , 

Spannkraft  «'== -i_^-^^  = -^^  =.^7500  kg. 

h)  Die  gesamten  Spannlcfäfte  und  Beanspruchungen. 

Jetzt  zeichnen  wir  den  Stab  Oi  auf  mit  sämtlichen  Kräften: 
der  Last  P,  den  Drücken  P\P'')  und  der  Spannkraft  8'  (Fig.  55  c). 
Dann  ergibt  sich: 

Größte  Spannkraft:     8  =  -(7500  +  375  •  cosGO«)  =  -7690  kg. 

Größtes  Moment:       Jl/  =  +  375  •  100  -  7500  •  6,7 

«=+37500-50250 

=  — 12750cmkg. 

[Das  Moment  ist  für  den  Querschnitt  unter  der  Last  genommen. 
Da  der  Obergurt  gekrümmt  sein  sollte,  greift  die  Kraft  8'  exzen- 
trisch an  (Fig.  55  c).  Der  Abstand  von  der  Kraft  bis  zum  Quer- 
Bchnittsschwerpunkte,  d.  h.  der  Bogenstich  h^  ergibt  sich  geo- 
metrisch zu  6,7  cm.  Die  Kraft  Ä'  liefert  also  ein  Moment  von 
Ä'*6,7,  und  zwar  entgegengesetzt  drehend  dem  Moment  von  P\] 

Man  ersieht,  daß  das  Moment  infolge  8%  das  linksherum  zeigt, 
größer  ist  als  das  Moment  infolge  der  Last  P.  Der  Obergurt- 
stab Ol  erleidet  also  in  den  oberen  Fasern  Zug,  in  den  unteren 
Fasern  Druck.  Zugleich  erkennt  man  aber,  wie  günstig  es  ist, 
bei  solchen  zwischenbelasteten  Konstruktionen  dem  Obergurt  eine 
Wölbung .  zu  geben.  Aus  8  und  M  folgt  dann  bei  einem  an- 
genommenen Profil  die  Spannung  a. 

Zusatz.  An  diesem  Beispiel  möge  noch  kurz  gezeigt  werden, 
wie  man  die  geometrischen  Abmessungen  einer  derartigen  Kon- 
struktion berechnen  kann.  Der  Obergurt  soll  nach  einem  Kreis- 
bogen gekrümmt  sein.     Gegeben  sei  (Fig.  55  d): 

Spannweite  l  =  12,00  m;    Stich  f  -=  2,00  m. 

Dann  finden  wir  zunächst  (vgl.  Band  I,  §  55) 

f   r  =  ^  +  -^  =  10,00m;        r=«  r  - /•  =  8,00  m; 
yi  -  ^r^  -  w?  -  r  =  yiOO  -  16  -  8,00  =  1,166  m ;    y,  =  . . . 


IIW  "■» 
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Hieraus  folgt  dann  weiter  (Fig.  55 d): 
(2)    j  tg«i  «  1^  -  0,583 ,      a,«~30<>;      a,  =  ...;      «8=..., 

[  Sehnenlängen   «f  =  a?J  +  y'f  ^2  5,36;     «|  =  . . . ;       «3  =*  . . . 
Zum  Schlnsse  ergibt  sich  die  Bogenhöhe  h^  nach  dem  Sehnensatze: 

(3)  (2r-Ä,).Ä,  =  (!)'. 


Wf. 


/.^-JL/,Ä-*| 


•^^^ 


^yji* 


L-/.^_J^  /,^_J^/,^-H 


Fig.  56. 


Dieser  Ausdruck  würde  beim  Ausmultiplizieren  für  die  Unbekannte  hi 
eine  quadratische  Gleichung  liefern.  Da  aber  h^  sehr  klein  im  Ver- 
hältnis zu  2  r  ist,  kann  man  angenähert  statt  des  Wertes  (2  r  —  hj) 
einfach  den  Wert  2  r  setzen.  Dann  wird  das  Quadrat  von  A,  ver- 
miedeui  indem  sich  aus  (3)  ergibt: 


(3a) 


*1 


00 


4(2r-Ä,) 

iL 
8r 

5,36 
80,0 


CO 


4-2r  * 


0,067  m. 


Fl9cbfr.  Statik    IIJ. 
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Entsprechend  die  Bogenhöhen 

Ä  -  il  -    .    I,  - 

/*a  ~  o     —  •  •  •  >       ''3  —  •  •  • 

Mit  diesen  angenäherten  Werten  hi  usw.  könnte  man  schließlich 
auch  die  genaueren  Werte  ausrechnen.  Beispielsweise  für  fej,  in- 
dem man  nach  obiger  Formel  schreibt: 

5,36 


Ä,= 


8? 


4.  (2r- 0,067)       4-19,933  ' 
Doch  ist  dies  vollkommen  überflüssig,  da  praktisch  derselbe  Wert 
wie  früher  herauskommt. 

Vierte  Auf$?abe. 

Der  Stab  0  des  Kranirägers  Fig.  66  ist  für  die  gezeichnete  Last- 
Stellung  zu  berechnen! 

Die  Verteilung  der  Last  Pj  auf  die  zugehörigen  Knotenpunkte 
liefert: 

=  3,0  t. 


A^Ts,6/^ 


Fig.  56. 


Hiermit  ergibt  sich  für  den  Stab  0  die  Spannkraft  Ä'; 

A.  9,0 -P(.  3,00 


h 


5,67  ■  9,00  -  3,00  -  3,00 
2,50 


=  -16,8  t. 


Da  die  Belastung  P  und  somit  auch  die  Kräfte  "P'iJ^")  recht- 
winklig zum  Stabe  wirken,  kommt  durch  die  Kräfte  F'{P")  kein 
'  weiterer  Betrag  zu  der  Spannkraft  Ä'  hinzu  (§  18,  I,  Spezialfall). 
Die  Kraft  B'  ist  also  die  gesamte  Spannkraft  B^  die  in  dem  Stabe 
wirkt.  Außerdem  tritt  nur  noch  das  Biegungsmoment  hinzu  (Einzel- 
last in  der  Mitte): 

^      P.A       6000-300       ,p;^^^       , 
M  =  —r—  = »  450000  cmkg. 
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Zusatz:  Wie  bereits  im  vorigen  Paragraphen  hervorgehoben 
wurde,  kann  man,  falls  die  Zwischenbelastung  rechiwinklig  zum 
Stabe  steht,  das  Fachwerk  einfach  so  rechnen,  als  wenn  zwischen 
Lasten  und  Fachwerk  Längs-  und  Querträger  vorhanden  wären. 
[ISTur  muß  das  Biegungsmoment,  das  sonst  die  Längsträger  auf- 
nehmen  würden,  direkt  dem  betreffenden  Fachwerkstabe  zu- 
geschrieben werden.]  Bei  schräger  Belastung  ist  aber  dieser  ein- 
fache Bechnungsgang  nicht  zulässig,  weil  dann  für  die  Spannkraft 
eines  Stabes  andere  Werte  herauskommen,  je  nachdem  die  Be- 
lastung durch  Querträger  übertragen  wird  oder  aber  direkt  auf 
dem  Stabe  steht. 

Ftintte  Aufgabe.       ' 

Dm  in  Fig.  57  gezeichnete  FachwerJc  ist  zu  berechnen I 
Der  Obergurt  des  vorliegenden  Binders  besteht  aus  kleinen 
Fachwerkscheiben,  auf  denen  Lasten  ruhen. 

a)  Zerlegung  in  Haupt-  und  Zunschensysteme.     StdbTcräfte  8\ 

Die  Scheibenlasten  werden  zunächst  auf  die  anliegenden  Knoten- 
punkte verteilt  und  die  Scheiben  selbst  durch  einfache  Stäbe  er- 
setzt (Fig.  57  b).  Für  dieses  Fachwerk  werden  dann  die  Spann- 
kräfte bestimmt.  (Kräfteplan  Fig.  57  c,  durch  doppelte  Kreise 
gekennzeichnet.) 

Die  Spannkräfte  am  Obergurt  sind  hierbei  mit  81  und  8^ 
bezeichnet,  um  anzudeuten,  daß  es  noch  nicht  die  endgültigen 
sind.  Für  die  übrigen  Stäbe  dagegen  ist  der  soweit  gezeichnete 
Kräfteplan  bereits  endgültig,  da  diese  Stäbe  nichts  mit  den  Scheiben 
zu  tun  haben. 

h)  Die  endgültigen  8pannhräfte  der  8cheiben, 

Um  die  wirklichen  Spannkräfte  der  zu  den  Scheiben  gehörigen 
Stäbe  zu  erhalten,  müssen  letztere  mit  allen  angreifenden  Kräften 
betrachtet  werden.  Also  mit  den  Lasten  P,  den  Gegendrücken  P' 
und  P'^  und  den  soeben  gefundenen  Kräften  8^  (Fig.  57  d  und  e). 
Die  Spannkräfte  der  auf  diese  Weise  belasteten  Scheiben  sind 
ebenfaUs  graphisch  bestimmt,  und  zwar  wurden  die  betreffenden 
Kräftepolygone  direkt  in  den  bereits  vorhandenen  Kräfteplan 
hineingezeichnet:  Für  den  Punkt  0  von  Fig.  57 d  liegen  im  Kräfte- 
plan Fig.  57  c  bereits  gezeichnet  vor  die  Kräfte  8i  und  P/2  (nach 
oben  zeigend),  und  es  ergeben  sich  Oj  nnd  U, .  Dann  folgen  aus 
Punkt  1  der  Scheibe  im  Kräfteplan  die  Strafte  Og  und  7, .  Aus 
Punkt  2  folgt  dann  U^  (Kontrolle).    Entsprechend  werden  die  zu 
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Fig.  57, 
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der  zweiten  Scheibe  gehörigen  Spannkräfte  Og ,  U^j  O4 ,  V4  und  ü^ 
in  den  großen  Eräfteplan  hineingezeichnet.  Auf  diese  Weise  ist 
jede  endgültige  Spannkraft  des  Binders  bestimmt. 

Wenn  man  die  Zeichnung  selber  durchführt,  wird  man  merken, 
daß  alles  an  richtiger  Stelle  liegt.  Sobald  dann  der  ganze  Kräfte- 
plan  fertig  ist,  kann  man  das  ganze  System  (Fig.  57  a)  noch  ein- 
mal von  Punkt  zu  Punkt  durchgehen,  um  den  richtigen  Kräfte- 
verlauf zu  kontrollieren. 

Zusatz*  Nachdem  wir  mit  Hilfe  der  Fig.  57  b  die  Spannkräfte 
Dl ,  Vi  und  I>2  bestimmt  hatten,  hätten  wir  auch  direkt  zu  dem 
eigentlichen  System  Fig.  57  a  zurückkehren  können.  Denn  sobald 
diese  drei  Stabkräfte  bekannt  sind,  läßt  sich  auch  für  Fig.  57a 
ohne  Unterbrechung  der  Kräfteplan  konstruieren.  Man  gelaugt 
natürlich  zu  derselben  Figur,  wie  vorhin  bei  Betrachtung  der 
einzelnen  Scheiben. 

Übungsaufgabe.  Auf  den  Binder  Fig.  57  a  mögen  die  Lasten 
auf  der  einen  Seite  rechtwinklig  zum  Obergurt  wirken.  Sämt- 
liche Spannkräfte  sind  zu  finden! 

Sechste  Aufgabe. 

Der  in  Fig,  58a  dargestellte  sog,  doppelte  Polonceau- Binder  ist 
zu  berechnen! 

Das  gezeichnete  Fach  werk  wird  bekanntlich  sehr  viel  zu  Dach- 
konstruktionen verwendet.  Wenn  man  es  z.  B.  mittels  Kräfte- 
plan  berechnen  will,  kommt  man  glatt  bis  zu  Knoten  2,  Dann 
geht  es  nicht  weiter,  da  sowohl  bei  Punkt  3  wie  bei  Punkt  4 
mehr  als  zwei  unbekannte  Stabkräfte  angreifen.  Häufig  hilft  mau 
sich  in  der  Weise,  daß  man  den  Stab  H  nach  der  £i^erschen 
Methode  berechnet  (Schnitt  (k — a)  und  dann  mit  dem  Kräfteplan 
am  Punkt  4  weiter  gelangt.  Wir  wollen  jetzt  aber  einen  anderen 
Weg  einschlagen,  der  in  der  soeben  vorgenommenen  Methode  der 
Zerlegung  in  Scheiben  besteht. 

a)  Zerlegung  in  Haupt-  und  Zwischensysteme.    Spannkräfte  S'. 

Wir  denken  uns  also  das  Fachwerk  in  ein  Hauptsystem  und 
eingehängte  Zwischensysteme  (Scheiben)  zerlegt.  (Fig.  58  b.)  Hier- 
bei erscheinen  einzelne  Stäbe  als  gespalten.  Das  schadet  nichts, 
da  wir  durch  Zusammenschieben  des  Hauptsystems  und  der  Teil- 
systeme jederzeit  die  richtigen  Kräfte  des  ursprünglichen  Systems 
erhalten. 


^^S'   58. 
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Zu  dem  zerlegten  Syst<*m  Fig.  5Sb  vurdo  nun  ein  Kraftoplan 
gezeichnet.  Dieser  liefert  für  die  Stäl>e  T, ,  Tg ,  Tj  nnd  H  do.s 
ursprünglichen  Fachwerkes  bereits  die  rieht i^ron  Worte,  da  dioi^e 
StÄbe  nichts  mit  den  Scheiben  gemeinsam  haben. 

b)  Die  endgültigen  Spannkräfte  für  aJh  Stäbe, 
Für  die  anderen  StÄbe  müßten  nun  die  Seheiben  einzeln  be- 
trachtet werden  und  ferner  die  Kräfte,  die  durch  Spalt uug  eint>s 
Stabes  entstanden  sind,  zusammengezählt  werden.  Dies  erübrigt 
sich  im  vorliegenden  Falle.  Denn  sobald  1%  oder  ff  bekannt  sind, 
kommen  wir  auch  mit  einem  gewöhnlichen  Kriifteplan  sowohl  bei 
Punkt  J  als  bei  Punkt  4  weiter.  Sobald  wir  also  diese  Kräfte 
haben,  gehen  wir  direkt  zu  dem  ursprüngliehon  Fach  werk  Fig.  58  a 
zurück,  fangen  hier  einen  gewöhnliehen  Kräfteplan  bei  Punkt  0 
an  und  zeichnen  diesen  glatt  zu  Ende.  Man  wird  finden,  daß, 
sobald  man  an  Punkt  3  kommt,  die  vorhin  (aus  Fig.  58 b)  be- 
stimmte Kraft  V^  gerade  so  Hegt*  daß  die  anderen  Kräfte  direkt 
anschließen  können. 

Übungsaufgabe.  Zeichne  den  Kräfteplan  für  den  Fall,  daß 
die  Lasten  P  in  Fig.  58a  rechtwinklig  zum  Obergurt  stehen! 

§20. 

Die  wichtigsten  Erscheinungsformen  der  stAtisch  bestimmten  Kon- 
struktionen,  ihre  Berechnung  und  ihre  Ausnahmefälle.    Einiges 

über  statisch  unbestimmte  Systeme. 

Mit  den  bisherigen  Untersuchungen  ist  die  Theorie  der  st.  best. 
Systeme  zu  einem  gewissen  Abschlüsse  gelangt.  Wir  können  jetzt 
jedes  derartige  Fachwerk  b(Technen  uud  auch  die  mögliohou  Aus* 
nahmefälle  erkennen.  Nun  wollen  wir  die  Formen,  in  denen  st. 
best.  Systeme  hauptv^ächlich  'vorkommen,  zusammenstellen,  und 
mit  den  Hilfsmitteln  der  Theorie  jede  dieser  Erscheinungsformen 
hinsichtlich  der  zweckmäßigsten  Berechnung  und  der  möglichen 
Ausnahmefälle  besprechen.  Diese  Wiederholung  wird  dem  Leser 
einen  gewissen  Eückblick  über  das  gesamte  Gebiet  gewähren. 

Nach  dem  Verlaufe  der  Stäbe  haben  wir  die  Fachwerko  in 
„einfache  Dreiecksysteme"  und  in  „nicht-einfache  Systeme*'  unter- 
schieden. Ein  anderer  Gesichtspunkt  für  die  Einteilung  ergibt 
sich,  wenn  man  nicht  nur  den  inneren  Aufbau,  sondern  das  Trag- 
werk als  Ganzes,  d.  h.  Fachwerk  und  Auflager  zusammen,  be* 
trachtet.  Man  erkennt  dann,  daß  sich  zwei  Gruppen  von  statisch 
bestimmten  Tragwerken  ergeben: 
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L  Systeme,  bei  denen  das  Fachwerk  an  sich  schon  eine  starre 
Scheibe  bildet,  die  dann  zu  ihrer  Unterstützung  auf  eine  statisch 
bestimmte  Lagerung  gesetzt  wird. 

IL  Systeme,  bei  denen  das  Fachwerk  allein  noch  keine  starre 
Konstruktion  darstellt,  sondern  erst  durch  eine  genügend  hohe 
Anzahl  von  Auflagerkräften  standfest  gemacht  wird. 

Diese  beiden  Gruppen  wollen  wir  jetzt  genauer  betrachten, 

L  Statisch  bestinimte  Seheibe  aut  statigeh  bestimmter  Lagerung, 

Ein  solches  Tragwerk  entsteht  folgendermaßen:  Die  Je  Knoten- 
punkte, die  zu  einem  Fachwerke  vereint  werden  sollen,  werden 
zunächst  so  miteinander  verbunden,  daß  sie  sich  nicht  mclir 
gegenseitig  bewegen  können  (abgesehen  von  den  kleinen  Be- 
wegungen infolge  der  Elastizität  des  Materials).  Auf  diese  Weise 
entsteht  aus  den  k  Knotenpunkten  eine  ,y8tarre  F(whwer1c8cheihe^\ 
Damit  nun  diese  Scheibe  sich  auch  als  Ganzes  nicht  bewegen 
kann,  muß  sie  so  gelagert  werden,  daß  die  Auflagerkräfte  im- 
stande sind,  die  Gleichgewiohtsbedingungen  eines  starren  Körpers 
zu  erfüllen.  Augenscheinlich  entsteht  auf  diese  Weise  eine  stand- 
sichere Gesamtkonstruktion. 

Damit  eine  solche  Konstruktion  aber  auch  nicht  statisch  un- 
bestimmt wird,  müssen  Auflagerkräfte  und  Stabkräfte  je  eine  vor- 
geschriebene Anzahl  von  Unbekannten  liefern.  Zur  Lagerung  einer 
starren  Scheibe  sind  drei  Auflagerunbekannte  nötig;  denn  drei 
Gleichgewichtsbedingungen  müssen  an  einem  Körper  erfüllt  sein. 
Insgesamt  erfordern  die  Tc  Knotenpunkte  zu  ihrer  Gleichgewichts- 
haltung u^21c  Kräfte.  Da  nun  drei  Kräfte  bereits  von  den 
Auflagern  geliefert  werden,  so  bleiben  für  die  Stäbe  noch  {2h —  d) 
Kräfte  zu  liefern  übrig.  Diese  Überlegung  haben  wir  ja  auch 
bereits  in  §  11,  Absatz  V,  durchgeführt.  Wir  haben  bei  dieser 
Gruppe  von  statisch  bestimmten  Fach  werken  also  folgendes  Schema: 

Auf  die  Lager  entfallen  3  Unbekannte, 

„      „    Stäbe        „       (2fc-3) 

gesamt  2  k  Unbekannte. 

Diese  Verteilung  der  Unbekannten  muß  also  stets  vorhanden 
sein,  wenn  durch  Verbindung  einer  einfachen  Fachwerkscheibe  mit 
einer  Lagerung  von  drei  Unbekannten  eine  statisch  bestimmte 
Gesamtkonstruktion  herauskommen  soll. 

Im  einzelnen  ist  nun  zu  den  Unbekannten  folgendes  zu  be- 
merken: 
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1.  Die  AttfUigerkritto 

werden  meidtens  dadarch  geschaffen,  daß  ein  festes  und  ein  bc* 
weglicheB  Lager  angeordnet  wird.  Seltener  geschieht  die  Lagerung 
durch  drei  bewegliche  Ls^er  oder  durch  Änflagerst&be. 

Hinsichtlich  der  Berechnmig  ist  zu  bemerken,  daß  die  Er* 
mittlung  der  drei  Auflagerunbekannten  durch  direkte  Anwendung 
der  drei  Gleichgewichtsbedingungen  der  Statik  geschieht.  (Aus* 
luhrliches  s.  Band  I,  Abschnitt  II.)  Deshalb  nennt  man  diese 
Lagerung  j^siatisek  bestimnUe  Lagerung^^.  Derartig  gelagerte  Kon- 
struktionen bezeichnet  man  wohl  auch  allgemein  als  ^^üußerlicli 
statisch  hestimmlf^.  Wird  insbesondere  die  Lagerung  durch  ein 
festes  und  ein  bewegliches  Lager  erzielt,  so  nennt  man  die  Kon- 
struktion einen  „einfachen  Fachwerkbalken''  oder  „Fachwerkträger 
auf  zwei  Stützen''. 

Der  Ausnahmefall  (Beweglichkeit)  tritt  bei  statisch  bestimmter 
Lagerung  dann  auf,  wenn  die  drei  Lagerkräfte  sich  in  einem 
Punkte  schneiden.  Durch  diese  falsche  Anordnung  wird  die 
Lagerung  beweglich  (vgl.  §  17,  5.  Beispiel).  Gleichbedeutend  mit 
dem  Schneiden  in  einem  Punkte  ist  es,  wenn  die  Lagerkräfte 
sämtlich  miteinander  parallel  sind.  Dann  liegt  nämlich  der  gemein- 
same Schnittpunkt  im  Unendlichen. 

Schließlich  sei  bei  Besprechung  der  Auflager  noch  darauf  hin- 
gewiesen, daß  eine  Lagerung  mit  weniger  als  drei  Unbekannten 
die  Gleichgewichtsbedingungen  eines  Körpers  nicht  befriedigt. 
Eine  solche  Konstruktion  ist  also  beweglich;  selbst  wenn  das 
Fach  werk  an  und  für  sich  noch  so  starr  wäre.  Nur  ausnahms- 
weise kann  ein  derartiges  Tragwerk  bei  ganz  bestimmter  Last- 
richtuDg  in  einem  vorübergehenden,  unsicheren  Buhezustand  sein. 
Für  die  Praxis  scheidet  diese  Lagerung  mit  nur  zwei  Auflager- 
unbekannten aus. 

2.  Die  Scheibe 
mit  ihren  (2fc  —  3)  Stäben,  die  auf  solch  eine  statisch  bestimmti^ 
Lagerung  gesetzt  wird,  kann  auf  verschiedene  Weise  gebildet  werden : 

a)  Durch  punhtweisen  zweistäbigen  Anschluß. 

Als  Beispiel  hierfür  diene  die  Scheibe  Fig.  1.  Diese  kann  so 
entstanden  gedacht  werden :  Zunächst  werden  zwei  Punkte,  0  und  1  y 
durch  einen  Stab  (Si)  miteinander  verbunden.  An  diese  beiden 
Punkte  wird  dann  ein  dritter  Punkt,  Punkt  S,  mittels  zweier 
Stäbe  (/9,  und  £f,)  angeschlossen.  An  das  so  gebildete  Dreieck 
wird,  wieder  mittels  zweier  Stäbe,  ein  vierter  Punkt  festgelegt;  usw. 
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Weil  bei  diesem  Aufbau  zum  Anschlüsse  eines  jeden  Punktes  mit 
Ausnahme  der  beiden  ersten  je  zwei  Stäbe  erforderlich  sind,  spricht 
man  vom  ,^zwei8iäbigen  Anscliluß^K 

Man  sieht  nun  sofort  ein,  daß  dieser  Anschluß  der  Forderung 
entspricht:  Nichts  zu  viel,  nichts  zu  wenig.  Die  so  entstandene 
Fach  wer  kscheibe  ist  also  statisch  bestimmt.  Zur  Sicherheit  soll 
dies  auch  noch  mathematisch  nachgewiesen  werden:  Hat  die 
Scheibe  fc  Knotenpunkte,  so  ergibt  sich,  entsprechend  dem  ge- 
zeigten Aufbau  der  Scheibe,  die  Anzahl  der  eingebauten  Stäbe 
ausi  folgender  Zusammenstellung: 


Für  die  ersten  2  Punkte: 

„    übrigen  (fe  —  2) 


>> 


>> 


1  Stab, 
2  .  (Ä:  -  2)  =  2  7c  -  4  Stäbe, 


gesamt  für  die  Ic  Punkte: 


(2fc-3)  Stäbe. 


f 


Fig.  59. 


« 

Man  sieht  also,  daß  ein  solches,  durch  zweistäbigen  Anschluß  ent- 
standenes Fachwerk  tatsächlich  die  Anzahl  von  Stäben  hat,  die 
statischer  Bestimmtheit  entspricht. 

In  Fig.  59  a  und  b  sind  weitere  Beispiele  für  derartigen  zwei- 
stäbigen Anschluß  gezeichnet.  Man  kann  leicht  verfolgen,  daß, 
von  zwei  Punkten  1  und  2  anfangend,  jeder  folgende  Punkt  durch 
zwei  neue  Stäbe  angeschlossen  ist. 

Die  Berechnung  einer  durch  zweistäbigen  Anschluß  entstandenen 
Scheibe  ist  einfach.  Wenn  man  mit  dem  zuletzt  angeschlossenen 
Punkte  anfängt,  so  hat  man  zunächst  einen  Punkt,  an  dem  nur 
zwei  Stäbe  angreifen.  Dann  verfolgt  man  den  Aufbau  des  Fach- 
werkos  rückwärts  und  kommt  auf  diese  Weise  von  Knotenpunkt 
zu  Knotenpunkt  mit  immer  nur  je  zwei  unbekannten  Stäben. 

Der  Ausnahmefall  (bewegliches  System)  kann  bei  diesem  Aufbau 
dadurch  eintreten,  daß  die  beiden  Stäbe,  die  einen  Punkt  an- 
schließen sollen,  in  einer  Geraden  liegen.  Dann  liegt  ein  Fall  vor 
wie  bei  Fig.  43  a. 
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h)  Durch  Verbindung  zweier  TeUscheiben  zu  einer  Oesamtscheibe. 

Diese  Art  des  Zusammenschlusses  von  %  EDotenpunkten  mittels 
(2  fc  —  3)  Stäben  zu  einer  starren  Scheibe  ist  in  Fig.  60  dargestellt. 
Wenn  man  beispielsweise  in  Fig.  60a  von  den  Punkten  1  und  2 
ausgeht,  kommt  man  mittels  zweistäbigen  Anschlusses  zunächst 
bis  Punkt  8.  Dann  hört  aber  der  zweistäbige  Anschluß  auf. 
Denn  weder  Punkt  6'  oder  7'  oder  5'  ist  direkt  durch  zwei  Stäbe 
mit  den  vorhergehenden  Punkten  verbunden. 

Die  Fig.  60  a  ist  vldmehr  auf  folgende  Weise  entstanden  zu 
denken.  Zunächst  sind  die  beiden  Scheiben  1 — 8  (linke  Scheibe) 
und   r — <S'  (rechte  Scheibe)   gebildet.     Dann   sind   diese   beiden 


/      I 


(CJ 


Fig.  60. 


Scheiben  in  einem  Punkte  zusammengelegt  (Punkt  5,  8^  und 
außerdem  noch  durch  einen  Stab  verbunden  (Stab  S).  Man  sieht, 
daß  auf  diese  Weise  ein  Fachwerk  entsteht,  das  „nichts  zu  viel, 
nichts  zu  wenig^^  hat,  d.  h.  das  statisch  bestimmt  ist.  Mathematisch 
ergibt  sich  dies  natürlich  auch  durch  Abzahlung  der  Stäbe  und 
Knotenpunkte.     Wir  haben  also  das  Resultat: 

Zwei  statisch  bestimmte  Scheiben  ergeben  durch  Verbindung 
mittels  eines  gemeinsamen  Knotenpunktes  und  eines  besonderen 
Verbindungsstabes  wiederum  eine  statisch  bestimmte  Scheibe. 

Statt  des  Gelenkes  kann  man  auch  zwei  Stäbe  nehmen  (Fig.  60b). 
Denn,  wenn  zwei  Körper  mit  einem  Gelenk  aufeinander  wirken, 
80  treten  an  der  Gelenkstelle  zwei  Unbekannte  auf;  nämlich  Größe 
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und  Bichtang  des  Gelenkdruckes.  Dieselbe  Anzahl  von  Un- 
bekannten liefern  aber  aneb  zwei  Stäbe^  so  daß  die  Verbindung 
mittels  zweier  Stäbe  tatsächlich  gleichwertig  ist  der  Verbindung 
mittels  eines  Oelenkes.  Insgesamt  braucht  man  alsp  bei  dieser 
Art  des  Zusammenschlusses  2  Stäbe  (an  Stelle  des  Gelenkes)  + 1  Stab  S 
—  3  Stäbe. 

Es  möge  noch  durch  direkte  Aufstellung  der  Gleichgewichts- 
bedingungen gezeigt  werden,  daß  Fig.  60b  eine  statisch  bestimmte 
Konstruktion  ist.  Wir  haben  zwei  Scheiben.  An  jeder  Scheibe 
müssen  drei  Gleichgewichtsbedingungen  erfüllt  sein.  Im  ganzen 
also  sechs  Gleichgewichtsbedingungen.  In  diesen  sechs  Gleichungen, 
die  wir  uns  hintereinander  angeschrieben  denken  wollen,  sind 
folgende  Unbekannte  (widerstehende  Kräfte):  Erstens,  die  drei 
Unbekannten,  die  die  Auflager  liefern;  zweitens,  die  drei  Un- 
bekannten, die  die  drei  Verbindungsstäbe  liefern.  Also  ebensoviel 
Unbekannte  wie  Gleichungen;  d.  h.  die  Konstruktion  ist  statisch 
bestimmt. 

Aus  dieser  Darstellung  folgt  noch  weiter:  Selbst  wenn  die 
einzelnen  Scheiben  „innerlich  statisch  unbestimmte^  sind,  d.  h. 
zuviel  Stäbe  haben,  können  die  Auflager  und  die  Verbindungs- 
stäbe immer  noch  berechnet  werden.  Denn  die  Zahl  „ö"  der 
Gleichungen  und  Unbekannten  bleibt  ja  erhalten.  Man  hat  dann 
den  Fall,  daß  eine  statisch  unbestimmte  Konstruktion  bis  zu 
einem  gewissen  Punkte  berechnet  werden  kann,  und  dann  fängt 
die  eigentliche  statische  Unbestimmtheit  an.  Die  beiden  Scheiben 
können  auch  vollwandig  sein.  Dann  würde  man  erst  die  Ver- 
bindungskräfte berechnen  und  schließlich  jede  Scheibe  einzeln  mit 
allen  angreifenden  Kräften  vornehmen. 

Wiederholend  haben  wir  also  an  Fig.  60  a  und  b  die  Eegcl 
abgeleitet:  Um  zwei  statisch  bestimmte  Teilscheiben  zu  einer  stcUisch 
bestimmten  Oesamtscheibe  zu  vereinen,  sind  drei  Verbindungskräfie 
nötig.  Letztere  werden  geliefert  entweder  durch  ein  OelenJc  (zwei 
Unbekannte)  und  einen  Stab  oder  durch  drei  Stäbe. 

'  Da  in  Fig.  60b  zwei  Stäbe  gemeinsam  wie  ein  Gelenk  wirken, 
bezeichnet  man  den  Schnittpunkt  dieser  beiden  Stäbe  als  „tmar/i- 
näres  QelenV^,  In  der  Tat  spielt  ein  solcher  Schnittpunkt  auch 
bei  der  Berechnung  dieselbe  EoUe  wie  ein  Gelenk. 

Die  Berechnung  derartiger  zusammengesetzter  Konstruktionen 
ist  nicht  mehr  so  einfach  wie  beim  zweistäbigen  Anschluß.  Das 
Fach  werk  Fig.  60  a  wird  meistens  so  berechnet,  daß  zunächst  der 
Stab  S  bestimmt  wird,  und  zwar  aus  der  Momentengleichung  für 
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den  obersten  Knotenpunkt.  Aus  dem  Schnitte  a — a  ergibt  sich 
nämlich  nach  RiUeri  -mg 

r 

Sobald  dann  8  bestimmt  ist,  bietet  die  weitere  Berechnung  auch 
mittels  Kräfteplan  keine  Schwierigkeit.  Eine  andere  Berechnungs- 
methode wurde  in  §  19  als  Beispiel  gezeigt;  weitere  Methoden 
sind  in  §  22  erläutert.  In  Fig.  60  b  würde  man  8  dadurch  finden, 
daß  man  für  den  Schnittpunkt  der  Kräfte  6—8'  und  6'— 8  die 
Momentengleichung  aufstellt.  Man  sieht  hieraus,  daß  dieser  Schnitt- 
punkt tatsächlich  die  Bolle  des  Gelenkes  von  Fig.  60  a  spielt. 
Auch  die  beiden  anderen  Verbindungsstäbe  in'  Fig.  60  b  ergeben 
sich  direkt  nach  der  RiUerscben  Methode,  indem  man  zwischen 
die  Scheiben  einen  Schnitt  legt  und  die  Momente  aufstellt. 

Der  Ansnahmetall  würde  bei  Fig.  60a  eintreten,  wenn  der 
Stab  8  durch  den  Gelenkpunkt  geht.  Dann  wird  r  =  0 ,  folglich 
8==oo.  Dieser  Ausnahmefall  ist  in  Fig.  60c  dargestellt.  Aller- 
dings wird  er  selten  vorkommen.  Wohl  aber  wäre  eine  solche 
fehlerhafte  Konstruktion  nach  Art  Fig.  60d  möglich.  Hier  geht 
wegen  der  Parallelität  der  Linien  der  Stab  8  ebenfalls  durch  das 
(imaginäre)  Gelenk,  nämlich  durch  den  Schnittpunkt  der  beiden 
anderen  Stäbe.  Die  Konstruktion  wäre  also  genau  so  beweglich 
wie  Fig.  60  c. 

e)  Durch  Verbindung  beliebig  vieler  Teilecheiben  zu  einer  QesamtscJieibe. 

m 

Die  Anzahl  der  erforderlichen  verbindenden  Kräfte  (Gelenk- 
drücke und  einzelne  Stäbe)  kann  man  sich  wie  vorhin  auf  folgende 
Weise  klarmachen.  Da  jede  Scheibe  im  Euhezustand  sein  soll, 
müssen  an  jeder  Scheibe  drei  Gleichgewichtsbedingungen  erfüllt 
sein.  Sind  insgesamt  n  Scheiben  vorhanden,  so  stellt  sich  also 
die  Gleichgewichtsforderung  des.  ganzen  Systems  in  Form  von 
3  n  Gleichungen  dar.  Daraus  folgt,  daß  im  ganzen  3  n  stützende 
Kräfte  auf  die  Scheiben  wirken  müssen.  iN'un  werden  bei  der 
angenommenen  statisch  bestimmten  Lagerung  von  den  Auflagern 
geliefert  drei  Kräfte.  Es  müssen  also  noch  auf  andere  Weise  ge- 
liefert werden :  3  n  —  3  =  3  (n  —  1)  Kräfte. 

Diese  Kräfte  können  durch  Stäbe  oder  durch  Gelenke  geliefert 
werden.  Ein  Stab  zählt  als  eine  Unbekannte.  Ein  Gelenk  zählt 
als  mehrere  unbekannte.  Stoßen  nämlich  in  einem  Gelenk 
X  Scheiben  zusammen  (Fig.  61a),  so  ist  für  jede  Scheibe  unbekannt 
Größe  und  Bichtung  des  Gelenkdruckes.  Eigentlich  sind  also  bei 
solch  einem  Gelenk  2  a?  Unbekannte.    Nun  ergibt  sich  aber  stets 
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der  Gelenkdruck  auf  eine  von  'diesen  x  Scheiben  als  die  Eesol'- 
tierende  der  Drücke  der  anderen  Scheiben.  Diese  eine  Scheibe 
(die  beliebig  aus  der  Gruppe  ausgewählt  werden  kann)  darf  also 
nicht  mehr  zu  den  Unbekannten  gerechnet  werden,  da  ja  ihre 
Beanspruchung  bereits  durch  die  anderen  Drücke  mitbestimmt  ist. 
Es  bleiben  also  bei  einem  Gelenk  mit  insgesamt  x  Scheiben  nur 
(x  —  1)  Scheiben  übrig,  für  die  der  von  dem  Gelenke  ausgehende 
Druck  unbekannt  ist.  Jeder  Druck  enthält  2  Unbekannte  (Größe 
und  Eichtung).  Im  ganzen  weist  also  ein  solches  Gelenk  von 
X  Scheiben  2(a7  — 1)  Unbekannte  auf. 

Beispielsweide  zählt  ein  Gelenk,  an  dem  zwei  Scheiben  zu- 
sammenstoßen, 2(2— 1)  =  2  Unbekannte,  wie  wir  ja  auch  schon 
vorhin  bei  Fig.  60  a  gesehen  haben. 

Häufig  sind  bei  solchen  Scheibenverbindungen  außer  den 
Scheiben  auch  einzelne  Knotenpunkte  vorhanden,  die  getrennt 
von  den  eigentlichen  Scheiben  liegen  (z.  B.  Punkt  2  in  Fig.  61  e). 
Ist  die  Anzahl  dieser  isoliert  liegenden  Knotenpunkte  Je ,  so  kommen 
noch  2  h  Gleich  gewich  tsbedingungen,  also  auch  2  Je  neue  erforder- 
liche Unbekannte,  hinzu.  Insgesamt  haben  wir  also  die  Zusammen- 
stellung: 

Um  n  Scheiben  und  Je  einzelne  KnotenpunJcte  zu  einer  statiscJi, 
bestimmten  OesamtscJieibe  zusammenzuschließen ,  sind  3  n  +  2  ^ 
stützende  Kräfte  erforderlich.  Da  nun  bei  statisch  bestimmter 
Lagerung  drei  Kräfte  durch  die  Auflager  geliefert  werden,  so  bleiben 

(3»  +  2]fc-3)»[3(n~l)+2fe] 
erforderliche  verbindende  Kräfte, 

Diese  3(n  — 1)  +  2ä;  Kräfte  müssen  also  von  den  verbinden- 
den Stäben  und  Gelenken  geliefert  werden.  Und  zwar  liefert  ein 
Stab  eine  Unbekannte.  Ein  Gelenk  liefert  2,  4,  6  usw.  Unbekannte, 
je  nachdem  an  diesem  Gelenke  2,  3,  4  usw.  Scheiben  zusammen- 
stoßen. Allgemein  liefert  ein  Gelenk  von  x  Scheiben  2(a?  —  1)  Kräfte 
für  die  Gleichgewichtsbedingungen. 

In  Fig.  61  sind  einige  Fälle  von  Scheibenverbindungen  ge- 
zeichnet. Fig.  61b  zeigt  n  ==  3  Scheiben.  Zur  Verbindung  sind 
erforderlich  3  (n  —  1)  =  3(3  —  1)  =  6  Verbindungsunbekannte.  Diese 
sind  tatsächlich  vorhanden  in  Gestalt  von  drei  Gelenken,  in  denen 
je  zwei  Scheiben  zusammenstoßen.  In  Fig.  61  o  sind  ebenfalls  drei 
Scheiben  angenommen.  Die  sechs  erforderlichen  Verbindungskräfte 
sind  jetzt  aber  durch  sechs  Stäbe  geschaffen  {8^  und  84,  gehen 
an  der  Kreuzungsstelle  glatt  aneinander  vorbei).  Man  sieht  auch 
hier,  daß  je  zwei  Stäbe  wie  ein  Gelenk  wirken.    Der  Kreuzung»- 
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punkt  von  8^  und  8^  stellt  das  imagiDäre  (Gelenk  zwischen  den 
Scheiben  I  und  III  dar,  der  Schnittpunkt  von  8^  und  8^  das 
Gelenk  zwischen  II  und  7/1,  und  der  Schnittpunkt  von  8i  und  8^ 
das  Gelenk  {III).  Eine  Verbindung  von  vier  Scheiben  zeigt 
Fig.  61  d.  Hier  sind  somit  an  verbindenden  Kräften  erforderlich 
3(4  —  1)  »  9 .  Vorhanden  sind  vier  Gelenke  a  . .  d  (in  denen  je 
zwei  Scheiben  zusammenstoßen)  und  eine  Stabkraft »  4  •  2  + 1  ==  9; 
also  ausreichend. 

Eine  Verbindung  von  Scheiben  mit  einzelnen  Knotenpunkten 
zeigt  Fig.  61  e.  Hier  sind  drei  Scheiben  und  zwei  Knotenpunkte« 
Also  erforderlich  3(3  —  1)  +  2  •  2  =  10  Unbekannte.  Diese  werden 
geliefert  ddrch  ein  Gelenk,  an  dem  drei  Scheiben  zusammenstoßen, 
und  durch  6  Stäbe:  2(3— 1)  + 6  =10.  Hierbei  sei  darauf  auf- 
merksam gemacht,  daß,  wenn  ein  einzelner  Knotenpunkt  als  Auf- 
lagerpunkt genommen  wird,  er  natürlich  genau  so  wie  ein  anderer 
Punkt  mitzuzählen  ist. 

Die  Berechnung  derartiger  Scheibenverbindungen  geschieht 
häufig  zweckmäßig  in  der  Weise,  daß  man  zunächst  die  in  den 
Gelenken  und  Verbindungsstäben  wirkenden  Kräfte  ermittelt.  Es 
handelt  sich  ja  um  Fachwerke,  deren  einzelne  Glieder  durch  Scheiben 
gebildet  werden.  Wie  in  den  letzten  Paragraphen  gezeigt  wurde, 
verteilt  man  die  Belastung  dieser  Scheiben  auf  die  angrenzenden 
Knotenpunkte  und  kann  dann  die  Scheiben  als  einfache  Stäbe 
einführen.  Auf  diese  Weise  wird  solch  ein  Scheibenfachwerk  in 
ein  einfaches  Stabfachwerk  verwandelt.  Übrigens  erleichtert  diese 
Umwandlung  auch  die  Entscheidung  hinsichtlich  der  statischen 
Bestimmtheit. 

In  manchen  FäUen  kann  man  die  Gelenkdrücke  auch  sofort 
angeben.  Beispielsweise  in  Fig.  61  d  lassen  sich  die  Drücke  in 
b  und  c  leicht  angeben,  indem  man  die  obere  Scheibenverbindung 
betrachtet.  (Näheres  s.  „Dreigelenkbogen",  Abschnitt  IV  dieses 
Buches.)  Dann  bleibt  nur  noch  der  untere,  einfache  Teil  zu  be- 
rechnen. 

Bei  solchen  Scheibenverbindungen  kommt  es  häufig  vor,  daß 
einige  der  Scheiben  vollwandig  sind.  Die  Berechnung  wird  aber 
hierdurch  nicht  aufgehalten.  Denn  dieZwischenlast  dieser  Scheiben 
wird  einfach  auf  die  anliegenden  Knotenpunkte  verteilt,  die  Schellten 
selbst  zunächst  als  einfache  Stäbe  behandelt  und  nachher  mit  allen 
angreifenden  Kräften  besonders  betrachtet  (§  18). 

Wenn  derartige  Konstruktionen  aus  vielen  Scheiben  unregel- 
mäßig zusammengesetzt  sind,  kann  die  Berechnung  natürlich  recht 
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umständlich  werden.  In  der  Praxis  kommen  solche  Fälle  ja  selten 
vor.  Doch  sei  daran  erinnert,  daß  wir  mittels  der  Ersatzstab- 
methode jede  Konstruktion  so  umgestalten  können,  daß  sie  der 
Berechnung  zugänglich  wird. 

Ausnahmefälle  kommen  häufig  vor.  Bei  einer  Verbindung  von 
drei  Scheiben  mittels  dreier  Oelenke  dann,  wenn  die  drei  Ge- 
lenke in  einer  Geraden  liegen.  Dieser  Fall  von  augenscheinlicher 
Beweglichkeit  ist  in  Fig.  61  f  dargestellt.  Bei  der  angenommenen 
Belastung  sind  die  oberen  Scheiben  mcht  im  Gleichgewicht  zu 
halten,  sondern  es  liegt  (begrenzte)  Beweglichkeit  vor.  Nicht  so 
augenscheinlich,  aber  in  derselben  Weise  zu  erklären  ist  die  Be- 
weglichkeit  der  Fig.  61g.  Die  Scheiben  (die  hier  in  einfache  Stäbe 
übergegangen  sind)  sind  wiederum  mit  /,  IIj  III  bezeichnet.  Die 
Gelenke  sind  ebenfalls  entsprechend  Fig.  61  f  genannt.  Sie  sind 
jetzt  zwar  imaginäre  Gelenke,  da  an  Stelle  eines  wahren  Gelenkes 
je  zwei  Verbindungsstäbe  getreten  sind.  Hinsichtlich  seiner  sta- 
tischen Wirkung  ist  es  aber  gleichgültig,  ob  ein  Gelenk  reell  oder 
imaginär  ist.  Wir  sehen  somit,  daß  das  System  Fig.  61g  eine 
Verbindung  von  drei  Scheiben  darstellt,  deren  Gelenke  in  einer 
Geraden  liegen.  Es  ist  also  genau  so  beweglich,  wie  Fig.  61  f. 
Durch  diese  Betrachtung  des  Sechseckes  als  Kombination  dreier 
Scheiben  mit  sechs  Verbindungsstäben  bzw.  drei  imaginären  Ge- 
lenken haben  wir  eine  interessante  andere  Ableitung  des  bereits 
in  §  17,  6.  Beispiel,  gefundenen  Satzes  erhalten:  Ein  Sechseck 
ist  dann  beweglich,  wenn  die  Schnittpunkte  der  gegenüberliegenden 
Ober-  und  Untergurtseiten  und  der  Schnittpunkt  der  Diagonalen 
in  einer  Geraden  liegen. 

Mit  dieser  Betrachtung  woUen  wir  die  Untersuchung  über 
starre  Scheiben  abschließen. 


IL  Innerlieh  bewegliche  Scheibe  auf  statisch  ttberbestimmter  Lagerung« 

Die  zweite  Gruppe  von  statisch  bestimmten  Systemen  um- 
faßt solche,  bei  denen  das  eigentliche  Fachwerk  in  sich  noch  be- 
weglich ist.  Als  Beispiel  diene  Fig.  62  a.  Der  linke  und  der 
rechte  Teil  dieses  Fachwerkes  können  sich,  wenn  man  von  den 
Auflagern  absieht,  gegeneinander  bewegen,  da  der  mittelste  Knoten- 
punkt als  Gelenk  wirkt.  Dadurch  aber,  daß  vier  Auflagerunbekanntc 
vorhanden  sind,  erfüllt  die  ganze  Konstruktion  trotzdem  die  Be- 
dingung u^2k  der  statischen  Bestimmtheit. 

Bei  dieser  Gruppe  von  statisch  bestimmten  Konstruktionen  ge- 

Fisrher.  Siatik.    Ufl.  13 
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Schicht  die  Yerteilang  der  i«  »=  2%  Unbekannten  also  nach  folgen- 
dem Schema: 

Auf  die  Lager  entfallen  mehr      als  3  Unbekannte, 

,,      „    Stäbe         „         weniger   „  (2  fc  —  3)  „ 

gesamt  2k  Unbekannte. 

Für  jede  Auflagerunbekannte,  die  über  die  Zahl  3  hinaus- 
geht, muß  also  eine  Stabkraft  bzw.  eine  verbindende  Kraft  (falls 
mehrere  Scheiben  verbunden  sind)  fehlen.  Und  umgekehrt  muß 
für  jede  Bewegungsmöglichkeit  des  eigentlichen  Fachwerkes  eine 
Auflagerkraft  mehr  hinzukommen.  Man  kann  auch  so  sagen: 
Für  jedes  Mal,  daß  die  Scheibe  weniger  als  starr  ist,  muß  eine 
Auflagerunbekannte  hinzukommen.  Was  die  Scheibe  zu  wenig  hat, 
müssen  die  Auflager  um  so  mehr  haben. 

Die  wichtigsten  Beispiele  für  diese  Konstruktionen  sind  der 
DreigelenJcbogen  und  der  Oerbersche  Träger  (Fig.  62  a  und  b).  Der 
erstere  hat  zwei  feste  Lager,  also  vier  Auflagerunbekannte.  Dafür 
fehlt  aber  der  Scheibe  ein  Stab  zur  Starrheit.  Was  die  Auflager  zu 
viel  haben,  hat  also  die  Scheibe  zu  wenig,  so  daß  die  Konstruktion 
als  Ganzes  statisch  bestimmt  geblieben  ist.  Beim  QerbertT&gei 
haben  wir  fünf  Auflagerunbekannte.  Dafür  sind  zwei  Gelenke, 
so  daß  die  Konstruktion  zwei  Bewegungen  ausführen  kann.  Die 
Anzahl  der  Lagerkräfte  übertrifft  also  eine  statisch  bestimmte 
Lagerung  um  ebensoviel,  wie  Stabkräfte  zur  Starrheit  der  Scheibe 
fehlen.  Das  Mehr  an  den  Auflagern  ist  ausgeglichen  durch  ein 
Weniger  an  Stäben,  so  daß  die  Gesamtheit  die  Bedingung  u  =^2k 
erfüllt. 

Die  Berechnung  beim  Dreigelenkbogen  geschieht  in  der  Weise, 
daß  man  zunächst  die  gewöhnlichen  drei  Auflagerbedingungen 
aufstellt.  Ferner  hat  man  die  Bedingung,  daß  die  Momenten- 
summe für  das  Mittelgelenk  gleich  Null  ist.  Hierdurch  erhält  man 
vier  Gleichungen  zur  Berechnung  von  vier  Auflagerunbekannten. 
Die  weitere  Berechnung  der  Scheiben  ist  dann  ohne  Schwierig- 
keiten (Näheres  s.  Abschnitt  IV  dieses  Buches).  Beim  Oerberti&gei 
geht  man  bekanntlich  so  vor,  daß  zunächst  die  eingehängten 
Träger  berechnet  und  dann  deren  Auflagerdrücke  als  äußere 
Lasten  für  den  mittleren  Träger  eingeführt  werden  (s.  Band  I, 
12.  Vortrag;  Band  II,  Abschnitt  III).  Bei  komplizierten  Tragwerken 
kann  man  auch  so  vorgehen,  daß  man  mittels  der  Ersatzstab- 
methode so  viel  Auflagerkräfte  als  Störungskräfte  entfernt  und 
dafür  innere  Kräfte  anbringt,  daß  schließlich  ein  System  mit 
statisch  bestimmter  Lagerung  zu  behandeln  ist. 
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Ein  Ausnahmefall  tritt  beim  Dreigelenkbogen  dann  ein,  wenn 
das  Mittelgclenk  in  der  Verbindungslinie  der  beiden  Seitengelenke 
liegt.  Beim  Oerbertrikger  ist  ein  Ausnahmefall  möglich ,  wenn 
man  etwa  statt  der  reellen  Gelenke  durch  Anordnung  von  zwei 
Oelenkstäben  imaginäre  Gelenke  schafft,  und  zufällig  die  drei 
Stützkräfte  eines  eingehängten  Teiles  durch  ein  und  denselben 
Punkt  gehen  (Fig.  62  c).  In  anderen  Fällen  lassen  sich  die  Aus* 
nähmefällQ  nicht  von  vornherein  angeben,  sondern  müssen  im 
Laufe  der  Bechnung  als  solche  erkannt  werden. 


Zusammenfassung« 

Die  statisch  bestimmten  Tragwerke  haben  wir  in  die  beiden 
Gruppen  eingeteilt: 

I.  Solche,  bei  denen  eine  starre  Scheibe  auf  eine  statisch 
bestimmte  Lagerung  gesetzt  ist, 

n.  solche,  bei  denen  das  Fachwerk  an  sich  noch  beweglich  ist. 


iQt 


Flg.  62. 


Zu  der  Omppe  I  ist  zu  bemerken: 

Die  Anzahl  der  Auflagerunbekannten  ist  stets  S;  die  Anzahl 
der  Stäbe  ist  sUts  (2  %  —  3) .  Die  Verbindung  dieser  (2  i;  -  3} 
Stäbe  zu  einer  starren  Scheibe  kann  geschehen: 

a)  durch  zweistäbigen  Anschluß, 

b)  durch  Verbindung  von  Teilscheiben  untereinander. 

Im  letzteren  Falle  sind,  falls  die  Gesamtkonstruktion  aus 
n  Scheiben  und  %  isolierten  Knotenpunkten  besteht,  insgesamt 
an  Unbekannten  erforderlich  3  n  4-  2  % .  Da  die  Auflager  drei  Un- 
bekannte liefern,  so   bleiben  von  den  Verbindungskräften  noch 

übrig  zu  liefern: 

3(n-l)  +  2t. 

18* 
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Bei  der  Aufzählung  derselben  ist  ein  Stab  als  eine  unbekannte, 
ein  Gelenk  als  2,  4,  6  usw.  Unbekannte  zu  nehmen,  je  nachdem 
an  diesen  Gelenken  2,  3,  4  usw.  Scheiben  zusammenstoßen.  All- 
gemein, bei  X  Seheiben,  also  2{x—-l)  Unbekannte. 

Orappe  TL.  Hier  sind  mehr  als  drei  Auflagerunbekannte  und 
dafür  weniger  als  (2  fc  —  3)  Stäbe  vorhanden.  Und  zwar  besteht 
folgende  Wechselbeziehung:  Für  jede  Kraft,  die  als  Auflagerkraft 
hinzugekommen  ist,  kann  eine  Kraft  im  Innern  des  Fachwerkes 
fehlen.  Hat  eine  solche  Konstruktion  n  Scheiben  und  Je  einzelne 
Knotenpunkte,  so  müssen  zur  Erhaltung  des  Gleichgewichts  eines 
jeden  Teiles  im  ganzen  (d.  h.  einschließlich  der  Auflagerkräfte) 
natürlich  wieder  vorhanden  sein :  3n  +  2k  Stütz-  und  Verbindungs- 
kräfte. 

Sowohl  bei  Gruppe  I  wie  bei  11  gibt  es  eine  Anzahl  von  Aus- 
nahmefällen, die  wir  vorhin  genauer  untersucht  haben. 


in*  Einiges  über  statisch  unbestimmte  Systeme. 

Nach  dem  Vorhergehenden  ist  es  leicht,  einzusehen,  wie  statisch 
unbestimmte  Konstruktionen  entstehen  können.  Augenscheinlich 
wird  sich  da  folgende  Einteilung  ergeben: 

L  Eine  statisch  bestimmte  Scheibe  [mit  gerade  (2  fc  —  3)  Stäben] 
wird  auf  eine  Lagerung  gesetzt,  die  mehr  als  drei  Unbekannte 
hat.  (Beispiel:  Träger  auf  vier  Stützen,  Fig.  63a;  Bogen  mit  zwei 
Kämpfergelenken,  Fig.  63b.)  Der  Träger  ist  innerlich,  statisch 
bestimmt,  da  er  gerade  so  viel  Stäbe  hat,  wie  zum  Zusammenhalt 
der  fc  Knotenpunkte  erforderlich  sind.  Äußerlich  ist  er  statisch 
unbestimmt,  da  er  mehr  Auflagerkräfte  hat,  als  erforderlich  sind. 
Deshalb  fängt  die  Schwierigkeit  der  Berechnung  schon  bei  den 
Auflagern  an.  Man  nennt  solche  Systeme  ^fiußerlich  statisch  un- 
bestimmt^^, 

n.  Eine  statisch  unbestimmte  Fachwerkscheibe  wird  auf 
eine  statisch  bestimmte  Lagerung  gesetzt.  Das  Fachwerk  hat 
mehr  als  (2  fc  —  3)  Stäbe,  ist  also  innerlich  überstarr.  Die  Lagerung 
dagegen  ist  statisch  bestimmt.  (Beispiel:  Der  „Zweigeleukbogen 
mit  Zugband**,  Fig.  63c;  biegungsfester  Balken,  der  außerdem 
noch  durch  Hängekonstruktion  verstärkt  ist,  Fig.  63  d).  Die  Auf- 
lager lassen  sich  mit  den  Gleichgewichtsbedingungen  berechnen. 
Häufig  auch  ein  Teil  der  Stäbe.  (In  Fig.  63  c  die  ersten  vier 
Stäbe  an  jedem  Auflager.)  Dann  ab^  fängt  die  statische  Un-  , 
bestimmtheit    an,    und    man    kommt    mit    den    Gleichgewichts- 


$21.    Allgemeine  Wiederholung  des  2.  Vortrages. 


197 


bedingungen  allein  nicht  weiter.    Man  nennt  die  Konstruktion 
y^innerlich  statisch  unbestimmte^. 

nL  Eine  bereits  innerlich  statisch  unbestimmte  Scheibe  wird 
auf  eine  Lagerung  gesetzt,  die  auch  noch  statisch  unbestimmt  ist. 
(Beispiel:  Zweigelenkbogen  mit  festen  Kämpfern  und  Zugstange.) 
jfinnerlich  und  äußerlich  statisch  unbestimmi.^^ 

(a) 


|\N/l4\M/l4\R[7n 

^WBf  ^WUi  V^W 


Y///////////////x///y//y//j 


(d) 


Fig.  63. 

Je  nachdem  man  ein,  zwei  usw.  Kräfte  entfernen  müßte, 
um  die  Konstruktion  statisch  bestimmt  zu  macheu,  nennt  mau 
sie  „einfaches  »»zweifach'^  usw.  statisch  unbestimmt. 


§21. 
Allgemeine  Wiederholung  des  2.  Vortrages. 

In  diesem  Vortrage  haben  wir  die  allgemeine  Theorie  der 
Fachwerke  durchgenommen.  Die  Untersuchungen  bezogen  sich 
hauptsächlich:  I.  auf  die  Einteilung  der  Fach  werke,  II.  auf  ihre 
Berechnung,  III.  auf  die  möglichen  Ausnahmefälle. 

L  Einteilung  (§  11—12). 

Die  Gleichgewichtsforderung  eines  Fachwerkes  mit  k  Knoten- 
punkten stellt  sich  mathematisch  in  Gestalt  von  2  Je  Gleichungen 
Iten  Grades  dar.  Bezeichnet  u  die  gesamte  Anzahl  der  wider- 
stehenden Kräfte  (Auflager-  und  innere  Kräfte),  so  sind  die  drei 
Fälle  möglich 

1)  II  »  2  fc :  Statisch  bestimmt ; 

2)  u>2Jc:  Statisch  unbestimmt; 

3)  u  <,2k:  Bewegliche,  unbrauchbare  Konstruktion. 
Nur  die  ersteren  Systeme  interessieren  uns  an  dieser  Stelle. 
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n.  Berechnung  (§  13—15). 

Die  allgemeine  Methode  —  Aufstellung  der  2i  analytischen 
Oleichgewich tsbedingungen  der  einzelnen  Punkte  —  muß  stets 
zum  Ziele  führen,  ist  aber  sehr  umständlich.  Für  die  Praxis 
kommen  in  Betracht  die  Methoden  von  Cremona,  Ritter  und  Gul- 
mann.  Schwierige  Systeme  müssen  jedoch  erst  djirch  die  Ersatz- 
Stabmethode  den  obigen  Verfahren  zugänglich  gemacht  werden. 

m.  Ausnahmefälle  (§  16—17). 

Nicht  alle  statisch  bestimmten  Konstruktionen  sind  indessen 
starr.  Es  gibt  auch  Ausnahmefälle  (bewegliche  Systeme).  Das 
mathematische  Kennzeichen  hierfür  besteht  darin,  daß  die  Glei- 
chungen, auf  die  sich  die  Berechnung  eines  jeden  Systems  reduziert, 
für  die  Unbekannten  keine  endlichen  Werte  liefern  (Nenner- 
determinante =  0).  Diese  Gleichungen  können  nach  irgendeiner 
analytischen  Methode  aufgestellt  werden.  (Direkte  Anschreibung 
der  Gleichgewichtsbedingungen  einzelner  Punkte  oder  Fachwerk- 
teile, nach  RitieTj  in  schwierigen  Fällen  am  besten  mittels  Ersatz- 
stabmethode.) Geht  irgendeine  (analytische  oder  graphische)  Be- 
rechnungsmethode glatt  zu  Ende,  d.  h.  liefert  sie  für  alle  Kräfte 
bestimmte  endliche  Werte,  so  ist  dies  eine  nachträgliche  Bestätigung 
dafür,  daß  das  System  nicht  beweglich  ist. 

lY.  Besondere  Untersuchungen. 

Besondere  Besprechung  bedurften  noch  Konstruktionen,  bei 
denen  die  Lasten  außerhalb  der  Knotenpunkte  wirken,  und  solche, 
bei  denen  einzelne  Glieder  als  größere,  zusammengesetzte  Scheiben 
ausgebildet  sind.  Beide  Gruppen  lassen  sich  nach  gemeinsamen 
Gesichtspunkten  in  einfache  Stabverbindungen  mit  Belastung  nur  < 

in  den  Knotenpunkten  überführen.     Die  allgemein  in  §  20  vor-  * 

genommene  Zusammenstellung  schließlich  gibt  einen  Überblick  über  ; 

den   verschiedenartigen   Aufbau   der  Fach  werke,    vom   einfachen  j 

zweistäbigen  Anschlüsse  bis  zur  komplizierten  Scheibenverbindung. 

§22. 
Sammlung  von  Aufgaben  zu  Abschnitt  I. 

Im  folgenden  ist  eine  Eeihe  von  Aufgaben,  wie  sie  in  der 
Praxis  vorkommen,  zusammengestellt  und  manche  Bemerkungen 
hinsichtlich  der  Berechnung  angeknüpft.  Dem  Leser  werde 
empfohlen,  die  Lösung  selbständig  zu  versuchen,  und  namentlich 
bei  den  einzelnen  Aufgaben  außer  dem  gewählten  Bechnungsgang 
auch  die  anderen  Methoden  zur  Anwendung  zu  bringen. 


\ 
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Erste  Aufgabe^ 
Der  ParälleUräger  Fig.  64  i8i  zu  berechnen. 


a      0,     r       Oi     ^       Oj    1      Di,    J 


Fig.  64. 


i.lOt 


Tabelle  L 


Kraft- 
Bununen  Q 

(t) 

Feld, 
weiten  X 

(m) 

Mo- 
mente M 

(mt) 

Obergurt  (t) 

Untergurt  (t) 

Diagonalen  (t) 
D^+Q-fi- 

Vertikalen 
(t) 

^s    9,60 

\    ^     ^^^  -ißol 

Isinv  "2,50  "^n 

(1.20) 

Afp  «0,00 

Ux^                       0,00 

Qo^i «  +8,40 

2,80 

(+28,62) 

Dx^ +8^40.1,60  =  +12,60 

Fo  =  -8,40 

(a;40) 

Jiri*=  28,62 

23,52 
^'-2,60-    -^'^^ 

^.= + S"  -  •^'^*^ 

Qi~t«+6,00 

2,80 

(+16,80) 

D,  = +6,00. 1,60=   +9,00 

F,=:-6,00 

Ä40) 

Jirt»40,82 

„     40,82  __,ß^,a 
^•-      2,50   -^^^^ 

^•=+W=  +  '«'»8 

«,_,  =  +8,60 

230 

(+10,08) 

D,«H  8,60. 1,60=    +5,40 

F.  =  -8,60 

(2,40) 

J#.  -.  60.40 

0.  =  .^-'^-= -20,10 
^          2,50              * 

e^.=.|^  =  .«>,« 

Q^«+l,20 

2,80 

(+8,86) 

D4« +1,20. 1,50=  +1,81 

F,  =  -l,20 

J#«B  68,76 

^*"     -2,60"-^^'^ 

\y^  =  0,0) 

Zur  Kontrolle:  M^  «  2,40  (l  +  2  +  3  +  y)  2,80  =  53,76 


Zusatz:  Abgeänderte  Berechnung  der  Momente. 
Bei  der  Ermittlung  der  Momente  M  geht  man  bei  gleichen 
Feld  weiten  X  bisweilen  noch  etwas  anders  vor.    Man  berechnet 

M 


dann  nämlich  nicht  direkt  die  Werte  My  sondern  Hilfswerte 
Deren  Ausrechnung  ergibt  sich  durch  folgendes  Schema: 


r' 
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M,  =  M^  +  (?o-i  •  A  ;  folglich  ^'  =  ^«  +  Qo-i =<?o-i  , 


Jl/2  =  Jlf,+0,.s-A; 


11 


'~Y~  —  ~jr  ~^Qi-2  —  Qo-i'tQi-2  t 


M,^M,  +  Q,_,'k;        „        ^'-  =  ^-'+<?2«3  =  «o-i  +  <2i-2  +  ft-s-. 


usw. 


Für  einen  Knotenpunkt  m  ist  also  der  betreffende  Wert 


(I) 


31 


m 


Qo-l  +  (?l-2  +  Ö2-8  +  •  •  •  +  (?(m-l)- 


»»  • 


In  Worten:  Der  Quotient  „Moment :  Feldweite^^  für  irgendeinen 
Knotenpunkt  ist  gleich  der  Summe  aller  Kraftsummen  vom  Träger- 
ende  bis  zu  dem  betreffenden  Knotenpunkt. 

Sobald  dann  dieser  Hilfswert  ausgerechnet  ist,  multipliziert 
man  ihn  mit  X  und  hat  dann  das  gesuchte  Moment.  Auf  diese 
Weise  erreicht  man  bei  der  Berechnung  der  Momente  wohl  eine 
kleine  Vereinfachung  gegen  früher. 

Die  Formel  (I)  gilt  aber,  wie  die  obige  Entwicklung  zeigt, 
nur  dann,  wenn  alle  Felder  dieselbe  Länge  A  haben.  Bisweilen 
kommt  der  Fall  vor,  daß  das  erste  Feld  eine  besondere  Feldweite  X^ 
hat,  während  die  anderen  Felder  alle  dieselben  Weiten  X  haben. 
Für  diesen  Fall  läßt  sich  das  obere  Schema  in  einiger  Umformung 
auch  noch  verwenden: 

Mr-  0  +(?o-i-^;  folglich  ^=04-(?o-i4=«o-ry, 


JI/3  =  JI/2+(?2_3-A; 


M. 


11 


m     • 


=  öo-i*  ^  +Q1-2+Q2-Z' 


Allgemein  also  für  diesen  Fall  (mit  anormaler  erster  Feldweite): 


(la) 


— r —  SS  öo-l'-y-  +  (?l-a  +  O2-8  +  .-.  +  (?(m-l)- 


tn 


Falls  mehrere  Feldweiten  verschieden  sind,  hat  diese  Berechnung 
aber  keinen  Zweck  mehr.  Dann  berechnet  man  stets  direkt  die 
Momente  M  wie  in  Tabelle  I. 


§  22.    Sammlung  von  Aufg&ben  zu  Abschnitt  I. 


201 


Um  nun  aus  den  Hilfswerten  -y  die  Gurtsäbe  zu  bestimmen, 

müssen  jene  mit  k  multipliziert  werden,  um  die  Momente  M  zu 
erhalten;  und  dann  durdi  j^  dividiert  werden,  um  aus  M  die 
Gurtkräfte  zu  erhalten.  Diese  Multiplikation  mit  X  und  Division 
durch  h  wird  man  natürlich  zweckmäßig  auf  einmal  vornehmen, 

indem  man  mit  dem  Faktor  —  multipliziert;  gemäß  dem  Schema: 

n 


(ü) 


0(17)  = 


M 


M     X 


In  der  lolgenden  Tabelle  II  ist  die  Berechnung  auf  diese  Weise 
durchgeführt:    Aus  den  Kraftsummen  Q  sind  durch  aufeinander- 

folgende  Addition   zunächst  die  Hilfswerte  -y-  bestimmt.     Aus 

X 
diesen  dann  durch  Multiplikation  mit  dem  Faktor  ^  ^^^  Ourt- 

stäbe.  Schließlich  die  Füllungsstäbe  in  gewöhnlicher  Weise  aus 
den  Werten  Q .  Bei  Parallelträgern  mit  gleichen  Feldweiten  spart 
man  auf  diese  Weise  gegenüber  der  Tabelle  I  etwas  an  Schreibarbeit. 

Tabelle  U. 


Queikräfte  Q 
(t) 

Werte, 
(t) 

Gurtstftbe  (t) 

Diagonalen  (t) 
sing?            '^ 

Yerükalen  (t) 

[A^    9,60) 

;  =.  «.üo 

ü,        =      0,0 

[n=    0.0] 

^0-1 «  +8,40 

^=640 

J7,,0j«±  8,40.1,12=:   ±0,41 

D,  = +8,40- 1,50  = +12,60 

Fo=-8,40 

Qi  t^+Öj-OO 

^  =  ,4.« 

Ut^  0,  =  ±  14,40 . 1,12  =  ±16,18 

D.« +6,00. 1,50=    +9.00 

F,  =  -6,00 

Q.  ,  =  +8,60 

***  =  18,00 

^4 ,  0,  =  ±18,00  •  1,12  =  ±20,16 

D,  =  +3,00.1,50=    +5,40 

1 

r,=f-8,60 

Q^^  =  +l,20 

/-»«■** 

O4« -10,20. 1,12= -21,50 

1)4  = +1,20. 1,50=    +1,80 

F.  =  -l,20 

Übungsaufgabe:  Man  berechne  das  System  für  dieselbe  Be- 
lastung, aber  am  Obergurte  wirkend. 

Zweite  Aufgabe, 

Der  FaralieUräger  Fig.  65  mit  abwechselnd  geneigten  Diagonalen 
ist  zu  berechnen  l 

Nach  der  in  der  vorigen  Aufgabe  erläuterten  Methode  mit 
den  Hilfswerten  IT :  A  ist  die  Berechnung  in  der  folgenden  Tabelle 
durchgeführt: 
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Abschnitt  L    2.  Voi-trag. 


i,70t 


7Mf 


J  i»Ol 


i,t*ot        z.uoh 


Fig.  65. 


Querkrftfte  Q 
(t) 

Werte  ^ 

(t) 

Gurtstäbe  (t) 

Diagonalen  (t) 
81097 

Vertikalen 

M«    9,00] 

0,        .      0,0 

« 

Fo        =-1,20 
Fa,  F,=    0,00 
F„  F4=-2,40 

Oo_i  =  +8,40 

CT,,  17, «+  8,40.1,12=    +9,41 

Dj  = -8,40. 1,50  =  -12,60 

<?i_,  =  +6,00 

^  =  U,40 

0, ,  0.  =  - 14,40 . 1,12  =  - 10,18 

D«  = +6,00- 1,50=   +9,00 

Q.^  -  +8,60 

"•  =  18,00 

oi ,  ^4  =  + 18,00 . 1,12  =  +20,16 

D,  = -8,60. 1,50=   -6,40 

Q,_4-+l^ 

O4        «-19420.1,12  =  -21,50 

1)4  = +  1,20. 1,50=   +1,80 

Übungsaufgabe:  Man  berechne  das  System  für  Belastung  am 
Untergurt. 

Dritte  Aufgabe. 

Der  Parallelträger  Fig.  66  ist  zu  berechnen! 

Dieses  sog.  „fc- förmige  System"  findet  namentlich  bei  Wind- 
verbänden vielfach  Verwendung.  Wenn  man  von  der  mittleren 
Vertikalen  ausgeht,  erkennt  man,  daß  es  durch  zweistäbigen  An- 
schluß aufgebaut  ist.  Allerdings  sind  die  Stäbe  nicht  im  einfachen 
Dreieckverband  angeordnet,  sondern  es  kommen  auch  Polygone 
mit  vier  Knotenpunkten  vor  (Polygon  2 — 3 — 5 — 4  usw.).  Immer- 
hin ist  infolge  des  zweistäbigen  Anschlusses  die  Berechnung  einfach. 

1.  Um  einen  Kräfteplan  zu  zeichnen,  fängt  man  bei  Punkt  0 
an  und  geht  die  Knotenpunkte  in  der  Eeihenfolge  0 — 1 — 2  usw. 
durch.  Am  mittelsten  Knotenpunkte  erscheinen  allerdings  drei 
unbekannte  Kräfte.  Da  kann  man  sich  helfen,  indem  man  von 
der  rechten  Seite  anfängt,  die  Kraft  U^  bestimmt  und  schließlich 
auch  die  mittelste  Vertikale,  als  den  letzten  unbekannten  Stab, 


§  22.    Sammlung  von  Aufgaben  zu  Abschnitt  I. 


203 


findet.  (Bei  symmetrischer  Belastung  und  Anordnung  ist  natür- 
lich U^  «=  U4 .)  Auf  die  sich  aus  dem  Kräfteplan  ergebenden  Vor- 
zeichen der  Stäbe  sei  besonders  hingewiesen  (Fig.  66  a,  rechte  Seite). 

2.  Die  Bittersehe  Methode  erfordert  einige  Überlegung. 

a)  Um  den  Onrtstab  Om  zu  berechnen,  würde  man  zunächst 
den  Schnitt'« — a  legen.    Dieser  Schnitt  trifft  aber  im  ganzen 


:     1 


(C) 


AfrVJ 


(U^U,U„U^ 


-p.- 


Fig.  66. 


vier  unbekannte  Stäbe.  Es  läßt  sich  also  anscheinend  keine 
Momentengicichung  derart  aufstellen,  daß  die  anderen  vom  Schnitte 
getroffenen  Stäbe  herausfallen  und  nur  der  gesuchte  Stab  0^  als 
einzige  Unbekannte  übrigbleibt.  Wenn  man  aber  den  mittleren 
Punkt  n  mit  seinen  vier  Kräften  betrachtet,  so  ergeben  sich  ge- 
wisse Beziehungen,  die  sich  bei  der  Berechnung  verwerten  lassen. 
Aus  dem  Gleichgewicht  des  Punktes  n  (Fig.  66  c)  folgt  nämlich, 
daß  die  Besultierende  der  beiden  Diagonalkräfte  D«,  und  E^  stets 
in  der  Linie  der  Yertikälkräfte  F«  und  W«  liegen  muß.    Denn 
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dio  Diagonalkrälte  müssen  an  diesem  Punkte  den  Yertikalkräften 
das  Gleicbgcwicbt  halten.  Da  nun  die  Eesultierende  der  letzteren 
in  der  Vertikallinie  durch  den  Punkt  n  geht  (Pig.  66  c),  so  muß 
es  auch  die  Eesultierende  der  Diagonalkräfte  tun.  Noch  deut- 
licher vielleicht  ist  übrigens  aus  dem  zu  dem  Knoten  n  gezeich- 
neten Kräftepolygon  (Pig.  66  d)  zu  erkennen,  daß  die  Eesultierende 
von  Dm  und  E^  vertikal  geht.  Und  zwar  natürlich  durch  den 
Punkt  n,  da  dies  ja  der  Schnittpunkt  von  D^  und  E^  ist. 

Diese  Erkenntnis  ermöglicht  uns  nun  die  einfache  Berechnung 
des  Stabes  0^ '  Wir  legen  den  Schnitt  und  stellen  von  sämtlichen 
angreifenden  Kräften  die  Momentengleichung  in  bezug  auf  den 
Knotenpunkt  m— 1  auf.  Denn  wie  soeben  gezeigt  wurde,  geht 
die  Eesultierende  von  D^  und  E^^  durch  diesen  Punkt  hindurch. 
Sie  ergibt  also  kein  Moment,  und  folglich  ergeben  auch  die  Kräfte 
Dm  und  Em  zusammengenommen  kein  Moment  für  diesen  Punkt. 
Da  auch  die  Kraft  ü  kein  Moment  ergibt,  so  ist  bei  dieser  Wahl 
des  Bezugspunktes  tatsächlich  erreicht,  daß  von  den  vier  Stab- 
kräften nur  die  eine  gesuchte  Kraft  0^  in  der  Momentengleichung 
zurückgeblieben  ist: 

(il  -  Po)  a  —  Pi .  pi  —  Pg .  0  +  0  .  Ä  =  0  . 

(Die  Kraft  0  ist,  da  unbekannt,  zunächst  als  Zug  angenommen.) 
Hiermit  ergibt  sich  für  die  Spannkraft  0  die  untenstehende  For- 
mel (I).     Entsprechend  ist  dann  die  Formel  für  U  aufzustellen. 


(I) 


^^ Jum  —  l 

h 


Wir  haben  also  das  Eesultat:  Bei  dem  fe-förmigen  Träger 
ist  eine  Gurtkraft  gleich  dem  Moment  für  den  vorher- 
gehenden Knotenpunkt  der  gegenüberliegenden  Gurtung, 
dividiert  durch  die  Trägerhöhe. 

b)  Für  die  Diagonalen  ergibt  sich  aus  dem  Schnitte  a — a 
(Fig.  66  a  und  c): 

Dm  •  sin 9?  +  Em  •  Bing?  =  (A  —  Po  —  Pi  —  Pg)  , 

^  [Querkraft  des  Feldes 

-  V(m-l)-mi  (^n-^l)—m] 

{Dm  +  Em)^Q(m^l)-m':^^' 

Wie  nun  aber  aus  dem  Gleichgewicht  des  Knotens  n  folgt 
(Kräftepolygon  Pig.  66  a),  sind  die  Spannkräfte  der  an  einem  Punkte  n 


(ni) 
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angreifenden  beiden  Diagonalen  stets  gleich  groß  und  entgegen- 
gesetzt gerichtet.  Jede  derselben  hat  also  die  Hälfte  des  oben 
angegebenen  Wertes,  und  zwar  erhält  bei  positiver  Querkraft  die 
linkssteigende  Diagonale  Zug,  die  rechtssteigende  Druck.  Allgemein 
ergibt  sich  also: 
/Ti\  7^        J/^ L.^  rk  ^  \  +  ^^^  linkssteigend 

(U)  1>^,    i^-±^0(n.-l)-m-^jj^.        U    ,,    rechts       „ 

Hierin  gilt  das  positive  Vorzeichen  für  die  linkssteigende, 
das  negative  für  die  rechtssteigende  Diagonale.  T)ie  Querkraft 
ist  natürlich  ebenfalls  mit  Vorzeichen  einzusetzen. 

c)  Die  Vertikalen  ergeben  sich  aus  dem  Gleichgewicht  ihrer 
Endknotenpunkte:  Es  ist  (Fig.  66a  rechte  Seite),  wenn  man  D 
and  E  zunächst  als  Zug  einführt: 

7=«— D-sin^?,       W^—E'&\n<p—P. 

Mit  Berücksichtigung  der  oberen  Ausdrücke  für  D  und  E 
folgt  hieraus: 

F.^  X  — -  ^,        ..  [ — »  f**lls  die  angreifende  Diagonale 

^  hnkssieigendj, 

1  [+,  falls  die  angreifende  Diagonale 

^*™  i  2"  V(»n— 1)— m  —  -P  rechtssteigend]. 

Die  oberen  Vorzeichen  bei  Q  gelten  für  die  linke  Träger- 
hälfte, die  unteren  für  die  rechte.  Der  Wert  ^(m-i)-«»  ist  stets 
die  Kraftsumme  desjenigen  Feldes,  in  dem  die  an  V  und  W  an- 
greifenden Diagonalen  liegen.  Die  Summe  V+W  ist  natürlich 
gleich  der  Querkraft  des  Feldes,  das  von  dem  zu  7,  TT  gehörigen 
Schnitte  ß — ß  getroffen  wird  (Fig.  66a,  rechte  Seite).  Somit  sind 
sämtliche  Spannkräfte  auch  analytisch  bestimmt. 

Übungsaufgabe:  Beweise,  daß  bei  Belastung  am  Untergurt  ist: 

vierte  Aufgabe^ 

Der  Träger  Fig,  67  mit  einem  geneigten  Ourt  ist  zu  berechnen! 

Die  Neigung  des  Obergurtes  beträgt  nur  1 :  10.  Die  Berech- 
nung wird  aber  zeigen,  daß  trotz  dieser  Geringfügigkeit  die  Dia- 
gonalen und  Vertikalen  ganz  anders  ausfallen  als  bei  dem  ähn- 
lich gebauten  Träger  Fig.  64. .  Es  ist  also  nicht  zulässig,  den 
vorliegenden  Träger  etwa  angenähert  als  Parallelträger  zu  be- 
handeln. Die  Berechnung  muß  vielmehr  so  geschehen  wie  für  Träger 
mit  einem  geraden  und  einem  gekrümmten  Gurt  (§  8,  6.  Aufgabe). 
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Die  zur  Berechnung  ertoräerlicben  geometrischen  Angabca 
Bind  jetzt  direkt  in  die  ZeichnuDg  einzutragen. 


J^ 


Fig.  67. 
Tabelle  I. 

Kraft- 

■ummen  Q 

(4 

Werto" 

HDDIellto 
(mt) 

(0 

Obargurt(t) 

Untergurt 

Diagonalen  (l) 

Vertikalen  (l) 

(A=%eo, 

^•. «» 

M.=    0.00 

5=  « 

P.-      0,0 

||-.=  -Q^,  =  -8,)tl| 

e,-.=+8^ 

l'.v 

Jf,  =  20^2 

^=  +  10,0 

0.--Ilfl 

U,~  +  \Ofi 

^-oi<"-«-«-^^«' 

(■,.-18,1-0,666  +  2.4=  -4.11 

9,_,  :.  +OflO 

?...,« 

M.  -  «,32 

*■«•» 

0,=  -16,6 

P,-  +  16,6 

fl.=^(10.B-10,fl)=   +7, 

F,=    -7,l-0,01l  +  2,l>=-a,'i 

0,-.  =  +8.1-0 

^  =  18,01 

M,  =  50.*0 

?"■»' 

o,--i8,e 

D.  =+ia^ 

D.=  ^(ia,6-lfl,B)=    +2,T 

P,-:    -2.7.0,f67+i4-+n,7 

<?.-.  = +1.» 

"•  =  '- 

«,.« 

^-'  =  +17,0 

O.  =  -18.0 

''•  =  ö;7n'''''^"'*-^'=    -0Ji[v.-t2^Mg/l-           +8.r. 

Zusatz  1.  In  det  Formel  für  die  Vertikalen  ist  es  mitunter 
bequemer,  statt  des  sin?]  den  tgf>  zu  haben.  Der  tg(p  ist  näm- 
lich direkt  aus  der  Trägorhöbe  A  und  der  Feldweite  X  zu  bo- 
reohnen,  während  der  sin.  erst  aufgeschlagen  werden  muß.  Dann 
benutzen  wir  die  in  §  7  b,  Formel  (Vc),  angegebene  Umformung  vou  Vi 


-tgfp 


(M„ 


]±P 


--tgp 


-  2,4a 


\  Aa  K' 

(Mo        MA 
Ia,        Kf 

Der  vorkommende  Klammerausdruck  ist  bereits  in  der  Kolonno 
für  die  Diagonalen  angeschrieben,  so  daß  man  ihn  nur  noch  mit 
tgT?  zu  multiplizieren  hat,  um  V  zu  erhalten. 

Anob  von  soloh  einer  Ueinon  Yereintacbang  kann  man  ge- 
legentlich Gebrauch  machen. 

Zusatz  2.    Andere  Berechnung  des  Fachwerkei. 
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Da  im  vorliegenden  Falle  der  Untergurt  die  Neigung  y  =  0 

und  der  Obergurt  eine  konstante  Neigung  ß  bat,  können  die 

Vertikalen    auch    recht    gut    nach    der    Formel   (Va)    von    §  7b 
berechnet  werden: 


•m 


beispielsweise  würde  sich  hiernach  für  7,  von  Fig.  67  ergeben: 


(I) 


Vt  =  -Qi.z  +  ^tgß. 


Die  obige  Formel  ist  ans  der  Gleicbgewichtsbedingung  22«  =  0 


^«(- 


Jf, 


lin^) 


siuiS)  stellt  die  Vertikal- 


entstanden.  Das  Glied    ,     -.i,^ ,      ,         >, 

%2  cos^ 

Projektion  der  vom  Schnitte  getroffenen  Gurtkraft  dar.  Während 
beim  Parallel  träger  V^  direkt  gleich  —Q%-z  wäre,  kommt  hier 
das  obige  Glied  aus  der  Gurtkraft  hinzu.  Die  obige  Formel  (I) 
gibt  also  deutlich  den  unterschied  zwischen  dem  vorliegenden 
System  und  einem  Parallelträger  an. 

Auch  für  die  Diagonalen  kann  man  in  diesem  Falle  auf  die 
Kraftsumme  Q  zurückgreifen.  Nur  muß  man  den  Betrag,  mit 
dem  die  Gurtkräfte  auch  in  vertikaler  Richtung  wirken,  berück- 
sichtigen. Dann  würde  sich  beispielsweise  für  D^  aus  dem  Schnitt 
a — (x  ergeben  (die  Stabkraft  0%  zunächst  als  Zug  eingeführt): 

Dj  •  sin 9)2  =  Qi.2  +  O2  •  sin/J  . 
Setzt  man  nun  für  0^  den  richtigen  Wert  ein,  so  folgt: 

Die  Formeln  (I)  und  (II)  stehen  natürlich  miteinander  in  dem  Zo- 
sammenhang:     F«  — D  •  sin 9?  +  P  . 

Tabelle  IL 


QuerkrOfte 
Q 

(t) 

M 

Werte  -r- 

(t) 

Momente 
M 

(mt) 

h 
(t) 

Obergart  (t) 

^       ^      1 

h    eosß 

Untergurt 
(t) 

Diagonalen  (t) 

Vertikalen  (t) 
»^m=-Qm-<-+l)  +  -^tg/9 

^(=9,60) 

T-  ^'«> 

Mo-  0^00 

S-      «>^ 

■ 

U^  =      0,0 

• 

lFo=-<?o-i--8,40] 

Q<^,=i+8,40 

T-^ 

Mt  =  2^ 

^=+10,9 

Oj  =  -ll,0 

17,  =  +10,9 

^i^-^i^^-^m^-^1%^ 

Fl  =  -6,00 +  1,09  =  -4,9 

Q,_,=  +6^ 

^^U^ 

M«»40,82 

5=» +16,5 

0,--16,6 

CT,  =  +16,6 

^«"W^*'^"^'^^"  ^^'^ 

F,  = -8,60 +  1,65  «-2,0 

Q,_^a  +3,60 

Mt  r=  50,40 

5= +18,5 

0,  =  -18,6 

174  =  +18,5 

^•-o,47^'^-^'^>-+^^ 

F,  =  - 1,20 +  1,85  =  +0,7 

Qb-^=+1.20 

T""-» 

AT«  ^  68,76 

5. +17,9 

04  = -18,0 

^•"o,^^^'^-^''^>-  -^«^ 

F4«+2^tg^  =  +8,6 
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In  der  yorstcbenden  Tabelle  II  ist  die  Berechnung  der  Kon- 
struktion auch  nach  diesen  Formeln  durchgeführt. 

Übungsaufgabe:  Berechne  das  System  für  eine  gleichmäßig 
verteilte  Belastung  g  =  0,80  t  pro  m  am  Obergurt. 

Fünfte  Aufgabe. 

Der  in  Fig.  68  gezeichnete  Träger  mit  einer  gleichmäßig  ver- 
teilten Last  g  =  2,00  tjm  ist  zu  berechnen! 

(Vgl.  §  8,  6.  Aufgabe.)  Die  Knotenpunkte  der  oberen  Gurtung 
mögen  auf  einer  Parabel  liegen.  Man  nennt  das  System  einen 
„Halbparabelträger"  („Parabelträger"  siehe  Fig.  78). 

Gegeben :  Z  =  8  A  =  8  •  4,00  =-  32,00  m ;  Stich  der  Parabel 
f=  2,40  m;   Endvertikale  Äq  =  2,20  m;   Belastung  g  =  2,00  t/m. 

Tabelle  I:    Geometrische  Angaben. 


Knoten- 
punkt 

Parabelordinaten 

4  •2.40 
y„  =  0,16m(8-m) 

Trftgerhöhen 
(m) 

Neigungswinkel 

Obergurt 

• 
Diagonalen 

0 

yo                     =  0,00 

Ao«2,2() 

* 

.1 

»1  =  0,16.1.7  =  1,05 

A,  =  8,26 

cos  ;?i  =  0,967 

sin^i  s  0,264 

cos  <^i  =  0,870 
cos  q>t  =  0,770 

8in9>i=  0,482 
sin7>,  =  0,n:U 

2 
8 

»,  =  0,16.2.6  =  1^ 

^  =  4,00 

coB/Sa==  0,968 

8in^,  =  0,185 

»j  =0,16.8.6  =  2,25 

A.  =  4,46 

coa/?a  =  0,994 

sin/?, »  0,118 

cos  g?,  =  6,707 

sin  <pt  -  0,101 
sin  9?4  =  0,743 

4 

»4  =  0,15.4.4  =  2,40 

A*  =  4,00 

cos /?4  =  0,909 

Bin/?4  =  0,038 

cos  <p4  =  0,669 

Tabelle  II:    Spannkräfte. 


.14 

a 

5 

o 
a 
i4 

Momente  (mt) 

=^?mA(8-in)Jl 
=  16m(8-m) 

M 

h 

(t) 

Obergurt 
(t) 

A  cos^ 

Untergurt 
(t) 

Diagonalen  (t) 
cos^  \A«       A^y 

Vertikalen  (l) 

F=-Dsin<y>  +  P 
[P  =  2,0. 1  =  8,0  t] 

0 
1 
2 
8 
4 

ITo                   bO 

3/ft        « _ 

I7x  =  +  0,0 

[ro= -(82,0- 4.0)  =  -28,0J 

3/1  =  16.1.7  =  112 

-^  =  34,6 

0,  =  -86,7 

IT,  =  +84,5 

I>i  =  -0Q7e(^^-  0,0)« +89,4 

Fl  =  -  39,4  -  0,482+8,0  =  - 11,0 

Af,  =  10-2.6  =  192 

-.-=«.0 

0,  =  -488 

E7,  =  +48,0 

ö.  =  ~=ö  (48,0-84,5)= +17,4 

F,= -17,4-0,681  +  8,0=    -8,0 

Af ,  =  16 . 3 . 5  =  240 

^  =  ^3 

0,  =  -64,2 

174  =  +53,9 

D.=  Q^- (68,9-48,0)=   +8,4 

F,=    -8,4-0,707  +  8,0=   +2,1 

3/4  =  15.4.4  =  266 

^  =  ».7 

04^-65,8 

^*-0,W9<^^-^^>=-^^^ 

[F4=-204sin^4  =  +4,21 
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Kontrollo:  Aus  dem  durch  eine  Vertikale  Vi  gelegten  Schnitte 
ergibt  sich  die  Beziehung: 

Fi--((?i-2  +  OiSinA). 

Die  Qaerkraft  Q  eines  Feldes  ist  bei  gleichmäßiger  Belastung 
einfach  auszurechnen  durch  das  Produkt  aus  Belastung  pro  Längen- 
einheit mal  Abstand  von  Feldmitte  bis  Trägermitte  (Band  I,  §  64). 
Hiernach  ergeben  sich  folgende  Werte  für  die  Vertikalen: 

Fl«  -(2,0.10^0  -  85,7.(^264)  =  -(20,0  -  9,0)  =  -11,0 
F,  =  -(2,0.  0,0  -  48,8 . 0,185) -- (12,0  -  9,0)  a  -8,0 
F,  =  -(2,0.  2,0 -64^.0,118)  «-(4,0 -6,1)»  +2,1, 

Durch  die  Werte  V  sind  auch  die  Werte  D  und  hierdurch 
weiterhin  M :  h  usw.  kontrolliert,  so  daß  in  der  ganzen  Eechnung 


Fig.  68. 

kaum  ein  Fehler  sein  kann.    [O4  könnte  man  noch  kontrollieren^ 
indem  man  es  mit  D^  in  Beziehung  bringt: 

D4  sin9?4  =  08-4  +  O4  •  sin^4  .] 

Übungsaufgabe:  Berechne  das  System  für  folgende,  am  Unter- 
gurt angreifende  Knotenpunktslasten:  Po=  4,00  t,Pi . . .  =  8,00t. 


A^ 


B 


Sechste  Aufgabe* 
Der  Parallelträger  Fig.  69  mit  Auskragung  ist  zu  berechnen! 

.     5,46*+  3,50  •=  8,96 1 


4,20- 6,5  A     7,00 
4,20 -1,5/1  .  7,00 


5A 


+ 


-1,26  +  3,50-2,241 


A  +  B  =  ll,20t. 


[Hinsichtlich  der  Vorzeichen  von  D  und  V  in  der  folgenden 
Tabelle  vgl.  §  7  a,  b.]  'ig.  19.] 

Fischer,  Statik     TI/T.  U 
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Querkiäfte  Q 


Werte 


(t) 


M 


GurtstAbe  (t) 


Diagonalen  (t) 


2)  =  Q 


sin  tp 


=  Q  •  1,45 


Tertikalen  (t) 

ir--Pi 


^0-1  «-0,70 


Q,-.  =  -2.lO 


0,-,  =  -8^ 


Q,-4  =  +4,06 


«4-.  = +2,06 


-«.  =  -0.70 


Mt 


=  -2jB0 


M, 


=  -6,80 


^  =  -.2. 


Af. 


•-  =  +0,42 


^•-•  =  +1,26 


^=...08 


<?,-,  =  -  0,14 


Q,-g=-l,64 


Ml 


=  +1,54 


ii^B 


=    0,00 


Oi,0,  =  -(-0,70) .  1,06  =  +0,7 


0„l7i  =  T(- 2,80).  1,06 -±8,0 


^i«+(-0,70).l,45=-l,0 


D,=: -(-2,10).  1,45=^+8,1 


üt,  Ut  =  +(-6,80) .  1,06  =  -6,7 


O*,^*  =  T(-2,24).l,06  =  ±2.4 


0„  Ut  =  qF(  +  0,42) .  1,06  =  TO^ 


0«,0,  = -(+1,68).  1,06  =  -1,8 


0,.  17,  =  :f  (+1,54)  .  1,06  =  Tl,6 


U, 


0,0 


D,« -(-8,50).  1,45  «+6,1 


Fi,F,  =  -M 

F,  =  -9,0 
F.  =  -2,2 


F,  =  +(-8,50)  =  -8,5 


^«  =  +1+4,06).  1,45  =  +5,9 


i>«  =  +(+2,C0).  1,45  = +8,9 


D.« +(+1,20).  1,45  =  +1,8 


D,B -(-0,14).  1,45  =  +0,2 


!>,  = -(-1,64).  1,45  =  +2,2 


F4= -(  +  4,00)  =  -4,1 


F.  =  -(+2,06)  =  -2,7 


F,  = +(-1,64)  =1.5 


'.  •<?/  f.  Aß 


^,4^ 


'»,^0 


**o' 


0,JOt 


•     V, 


*\'  7.9Sm 


A  \('t9€)         I 


^S* 


ü^mS^ 


'S0T,9i»t) 


•p.A»/,tf/_J 


»i< 


l'  S.f,6S  »^  //.  fO  771  


Fig.  69. 

Übimgaaufgdbe:  Man  führe  die  Berechnung  mit  (ungleich  großen) 
Knotenpunktslasten  durch. 


Siebente  Anlgsbe» 

Der  Kragträger  Fig.  70  ist  ^u  berechnen  l 

Die  Knotenpunkte  der  unteren  Gurtung  mögen  auf  Kreis- 
bögen von  demselben  Eadius  liegen.  Sehnenlänge  im  mittleren 
Teile  I«=  21,60m;  Höhe  der  Auflagervertikalen  Äg  =  4,50  m;  Stich 
des  Bogens  /"  ■=  2,40  m.  Hiermit  ergeben  sich  der  Eadius  des 
Bogens  und  die  Ordinaten  der  einzelnen  Punkte  (Band  I;  §  55, 
Tabelle  B): 
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Z«    ,  /       21,60«    ,   2,40      466,56   .   ,  _-       _.  ,_ 

f  -  /■  =  25,50  -  2,40  =  23,10  m, 

Vs  =  y25,50»  -  7,20«  -  23,10  =  }/598,41  -  23,10  =  1,36  , 
»4  =  125,50«- 3,60*—  23,10  =  ^637^-  23,10  =  2,14  , 


14,U0t 


lO.SOl       10,$0        ^0,80       tO.iO      *C.80   '    10,80         10.80       ■10.80        io.aot 


_     Of    r^    Ol    r^    Oj  3 


l^.isOt 


i6 


»•- 


Fig.  70. 


Hiermit  ist  das  System  festgelegt.  Die  zur  Berechnung  er- 
forderlichen Angaben  wurden  hierauf  direkt  in  die  Zeichnung  ein- 
getragen („c"  ■=  Cosinus;  „s"  «  sinus). 


Querkräfte 
Q 

(t) 


Werte 


M 


Momente 
M 

(mt) 


(t) 


\A  »  ßS.01 


(?o-i«=-14,^ 


Q»^  =  -25,2 


X 


=^»-89,6Äf,« -142,6 


Qa_.  =  +27,( 


Q,-4  =  +16,2 


=  -U.41fi=   -613 


X 


X 


^=s  +8,6Af4 


M, 


dio 


0,0 


*0 


a-12,CjAfg=    -46,4 


=      0.0 


-16,6 


•^=-81,7 


Im, 

At 


-r^a-U^ 


üf* 


+  13,0^»   -16,6 


(?!-•=  +5»4p^»  +9,oaf,= 


+82,41^/?= +16,4 


Obergurt 
(t) 


Untergnrt  (t) 

rr  i'  1 


h     COSy 


DIagoDalen  (t) 
1     /Ifp     flf^X 


Vertikalen  (t) 
Fss-Dsln^j-P 


Ot=5      0,0 


0,»  +  16,6t7ja        -16,9 


17.,  17.« -88,9 


0,= +14,5174-        -14,8 


04a    -6,6 


04=-16,4 


«74»         +6,5 


öi=^^(     0,0+16,6)« +19,7 


^•'0;^^"^^'^+®^''^*+^'^ 


^.=ö;^(-14^+81,7)-+22,0 


I>*=ö;^(  +6,6  +  14,5)= +28,9 


^•"äL^"*"^^*"  ^>=+l^'^ 


lFo=-14,4;  F4  =  -10,8} 


Fl«  -(19,7 . 0,560  +  10,8)  =  -21,6 


r,»  -4-(l7,+l7,)8iny«„«  -80,0 


F.rs  - (28,9 . 0,550  +  10^  =  -23,9 


F4=  -  (11,6 . 0,604  +  10,8)  =  - 16,6 


Zur  KontroUe  berechnen  wir  die  F  auch  noch  aus  den  Quer- 
kräften und  den  Vertikalkomponenten  der  Gurtkräfte  bzw.  aus 
dem  Gleichgewicht  des  anderen  Endpunktes  (Fs): 

14* 


^ 


^--^ 

!» 

«"w 

s^  * 

i^/ 

»y>^ 

1/  -^ 

'»v     «. 

^  A  *> 

«Vr^ 

/ 

Ts  * 

"A    ^.'V 

<s\   «K 

cj  *. 

c     * 

N             $. 

5' 

S) 

«      * 

'S 

«Äs^ 

>r  - 

1» 

\ 

■>  ,  % 

« 

/ 

^ 

*  ^ 

« 

^ 

ä 

^> 

s 

/ 

'S 

y 

d 

/sa. 

1     •   "r 

tS 

^ 

a 

bff 

s 

-    .   r 

} 

1     •* 

s 

y 

i 

y^ 

-    .  > 

\ 

r^ 

s 

*s 

ü 

^ 

L- 
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Fl  -  +O1-2  -  I7i  sinyi  =  -25,2  +  16,9  •  0,212  =  -21,G  , 
F,  =  - (A  +  D^)Bin<p^^^  -  10,8  =  -39,0  , 
F3  =  -Ö8-8  -  174  8iny4  =  -27,0  +  14,8  •  0,212  =«  -23,9  , 
F4  ==  -Qs.4  -  CTj  sinys  «  -16,2  -    5,5  •  0,072  =  -16,6  . 

In  der  ganzen  Berechnung  dürfte  kaum  ein  Fehler  sein.  Natür- 
lich ist  die  analytische  Berechnung  genauer  als  ein  Kräfteplan 
(§  6,  4.  Aufgabe). 

Zusatz:  Will  man  das  Einschreiben  der  sinq)  in  die  System- 
figur sparen,  so  arbeite  man  bei  der  Berechnung  der  Vertikalen 
statt  mit  D-'sin^?  mit: 

Der  tg  der  Neigungswinkel  ist  direkt  durch  die  Trägerhöhen 
und  die  Feldweite  gegeben.  Der  Klamjnerausdruck  ist  bereits 
bei  der  Berechnung  der  Diagonalen  zusammengestellt.  (Vgl.  4.  Auf- 
gabe dieses  Paragraphen.) 

Übungsaufgabe:  Der  Untergurt  von  Fig.  70  liege  auf  Parabeln. 
Das  System  ist  zu  berechnen! 

Achte  Aufierabe^ 

Der  Oerbersehe  Fachtoerlciräger  Fig.  71  ist  für  eine  gleich- 
mäßig  verteilte  Belastung  van  g  =  4j00  tjm  zu  berechnen! 

I«  Geometrisehe  Angaben« 

Die  Konstruktion  besteht  aus  zwei  überkragenden  Balken, 
die  die  Außenöffhungen  überbrücken  und  je  10,50  m  in  die  Mittel- 
öffnung hineinragen,  und  aus  einem  eingehängten  Träger  von 
21,00  m  in  der  Mittelöffnung.  Die  Gelenke  sind  mit  öj  und  ö^ 
bezeichnet.  Damit  sie  auch  als  Gelenke  wirken,  wird  bei  jedem 
Gelenk  der  (aus  Schönheitsrücksichten  eingezogene)  gegenüber- 
liegende Obergurtstab  als  sog.  „Blindstab''  ausgeführt,  d.  h.  er 
wird  nicht  vernietet,  sondern  beweglich  angeschlossen,  so  daß  er 
nicht  als  Konstruktionsteil  wirkt. 

Der  Kragtiäger  (Fig.  71a  und  c)  verläuft  mit  seinem  Unter- 
gurt vom  linken  Auflager  aus  die  ersten  sechs  Felder  horizontal. 
Dann  senkt  er  sich  pro  Feld  um  0,20  m,  0,60  m  und  1,20  m  bis 
znm  Auflager  B.  Der  Obergurt  des  Kragträgers  verläuft  ebenfalls 
auf  sechs  Felder  horizontal  und  hebt  sich  dann  pro  Feld  um 
0,20  m,  0,80  m  und  2,00  m  bis  zur  Auflagorvertikalen  bei  B.  Die 
überkragenden  Felder  des  Kragträgers  sind  symmetrisch  zu  den 
seitlichen.    Der  eingehängte  Träger  (Fig.  71a  und  b)  hat  horizen- 
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talen  Untergurt,  während  der  Obergurt  nach   der  Mitte  zu  um 
0,40  m  und  0,20  m  steigt. 

Durch  diese  Systemangaben  sind  die  Ilöben  und  l^eigungs- 
winkel  festgelegt.  Letztere  werden  am  besten  so  bestimmt,  daß 
man  aus  der  Steigung  des  Stabes  und  der  Feldweite  zunächst  den 
tg  bestimmt,  diese  Zahl  festhält  und  in  den  trigonometrischen 
Tabellen  sofort  den  cos  (und  sin)  nachschlägt.  In  der  folgenden 
Tabelle  sind  für  das  ganze  System  alle  erforderlichen  geometrischen 
Angaben  zusammengestellt. 


Ordnungs- 
nummer 

Träger- 
höhe  h 

Neigungswinkel 

Obergurt 

Untergurt 

Diagonalen 

0 

4,0 

1 

4,0 

—^  -  1,0C0 

— 1,000 

cosy 

-^—  —  1,519 
cos  9? 

2 

4,0 

1,000 

1,000 

1,519 

3 

4,0 

1,0C0 

1,000 

1,519 

4 

4,0 

1,0C0 

1,000 

1,519 

5 

4,0 

i»o:o 

1,000 

1,519 

6 

4,0 

1,000 

1,000 

1,519 

7 

4,4 

1,002 

1,002 

1,562 

8 

5,8 

1,026 

1,015 

1,744 

9 

9;0 

1,152 

1,057 

2,440 

10 

5,8 

1,152 

1,057 

2,440 

11 

4,4 

i,o:G 

1,015 

1,744 

12 

4,0 

1,002 

1,002 

1,562 

13     ' 

4,2 

1,002 

l,OlX) 

1,562 

14 

4,6 

1,007 

1,000 

1,562 

15 

4,8 

1,002 

1,000 

1,697 

IL  Belastungen  und  Aunagerdrücke. 
Die  Belastung  besteht  aus  einer  gleichmäßig  über  den  ganzen 
Träger  verteilten  Last  g  »  4,00  t/m.    Knotenlasten  für  den  Krag* 
träger  (Fig.  71c): 


p  =  4,00 .  -^  3,50  =  7,00  t, 
£4 


Punkt  Ö: 

1—11 :    P  =  4,00 . 3,50  =  14,00  t. 


»> 
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Der  Auflagerdruck  des  eingehäDgten  Trägers  ist  (Fig.  71b): 

A'=  4,0.^^  =  42,00  t. 

Im  Gelenkpunkte  6  des  Kragträgers  wirkt  also  auf  diesen  cIdo 
Belastung: 

P  «  7,00  +^42,00  =  49,00  t. 

SämtUche  Knotenpunktslasten  werden  an  der  unteren  Gurtung 
angenommen,  da  hier  die  Fahrbahn  liegt. 
Auflagerdruck  des  eingehängten  Trägers 

A'=B'==  42,00  t. 
Auflagerdrücke  A  und  B  des  Kragträgers  (Fig.  71a  und  c): 


^==4,00 


31,50 


4,00 .  10,50  •  -^~  +  42,00  •  10,50 


1 


63,00  —  21,00 
42,00  t, 


31,50 


i5  =  4,00 


31,50 


+ 


4,00  - 10,50  (31,50  -f  -i^)  4-  42,00(31,50  +  10, 


50) 


31,50 


168,00  t. 


[Kontrolle:  il  +  B  =  42,00  +  168,00  «  4,00  •  ^5|^ .] 

m.  Stabkrälte  des  eingehängten  Trägers  (Fig.  71b). 

Der  eingehängte  Träger  ist  ein  einfacher  Fachwerkbalken  auf 
zwei  Stutzen  und  wird  wie  jeder  andere  berechnet. 


Kraft- 
Summen  Q 

(t) 

Werte  ~ 

(t) 

3//    M     ).\ 
h\~  x'  h] 

(t) 

Obergurt  (t) 
h    cos/? 

Untergnrt 

(t) 
M 

Diagonalen  (1) 

1.=.  1  /"»  ""^ 

Vertikalen  (t) 
V„  =  +P 

n* «  ^  (tg^u  -  IgA») 

cos  f»  \  ^0    ^  y 

[il'« +42,01 

a'=     ^'« 

f  «=   +0,0 

[Oak  blind] 

ru=+i4,o 

Qi*-u«+ÄJ,0 

^'"-+86.0 

*'"-  120«' 

C7„  =  +29.2 
C/u  =  +20,2 

Z)„  =  1,502(0,0-29,2)=  -46>6 

Q«-u«+21,0 

-11= +66,0 

^"  =  +42,6 

Oh  =  -  42,9 
0„«-42,7 

Di4=  1,062(42,6  -  29,2)  =  +21,0 

"»-«•ffe"-)-^-' 

Qm-»=  +7,0 

^^*  =  +68,0 

l7„  =  +4ö,0 

Du=l,e97(42,6-46,0)=  -6,7 

r,»=r+i4,o 

IV«  Stabkräfte  der  Eragträger  (Fig.  71c). 

Der  Kragtröger  ist  von  Punkt  0 — 6  ein  einfacher  Parallel- 
träger und  geht  dann  in  einen  Träger  mit  gekrümmten  Gurtungen 
über. 
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Kraft* 

summen 

Q 

(t) 


M 

Werte  -j 


(t) 


K/     AT    ^\ 


(t) 


Obergurt  (t) 
0=-?.     » 


Untergurt  (t) 
M 


A  cos^  h  coBy 


Diagonalen  (t) 

Bin9>LBin^  J 

""    COB <p\ho       hu) 


Vertikalen  (t) 


lA-42,0] 


X 


^=        0,0 


<?a-i-+35,0 


^  =   .86,0 


«i-««+21,0 


^^  =   +66,0 


Qt-t«  +7,0 


M, 


=   +68,0 


Q.-*-   -7,0 


Im, 


Q4--.«-21,0 


=   +66,0 


3f» 


+85,0 


<?»-e=  -86,0 


M. 


(?,-,= -49,0 


0,0 


A 


«    -49,0 


Q,-g=- 68,0^  =-112,0 


<?•-.= -77,0 


^=-189,0 


«»-«,=  +77,0 


Qio-ii=+C3,0 


Öii-M«+49,0 


=  -112,0 


Mn 


=   -49,0 


Af 


it 


;. 


0,0 


Mo 
ho 


=      0,0 


0»=.      0,0 


=^  =  +80,6 


if. 


^  =  +49,0 


0. 


-40,0 


M. 

A. 


=  +65,1 


-r*  =+49,0 


0« 
0» 


=  -49,0 


—  =  +80,6 


Afe 

h* 


Ofi 


0.^ 
0,' 


0,0 


If, 


=  -89,0 


3f  a 


=  -67,6 


0« 

=  +67,6-1,026 

=  +C9,4 

0« 

=  +67,«.l,16a 

=  +77,9 


«-78,6 


*10 


=  -67,6 


Oio=+77,9 
Ou=+e9,4 


An 


^=-89,0 


A'i 


-=      0,0 


'u- 


0,0 


«+80,6 


Di= -85,0    1,829= -46^ 


Z>a= +21,0. 1,829= +27,9 


^4 


=  +65,1 


D,=  -  7,0.1,929=-  9,8 


1)4=  -  7,0.1,829=-  9,8 


=  +80,6 


!>»= +21,0. 1,820« +27,9 


/>B= -85,0. 1,829= -46,6 


ün 


ü. 


89,0.1,002 
89,1 

89,0.1,015 
89,6 


/>7  =  1,662  (0,0 +80,0) 
=  +60,9 


2)8=1,744  (-07,6^-80,0) 
=  -tö,9 


^. 


17 


10 


78,6a,067 
77,7 

78,5.1,067 
77,7 


I>,«2,440(-e7,6+78,5) 
-  +  14,4 


Z),o=+14,4 


^11 


=  -89,6 
=  -89,1 


Du  =-49,9 


Z)m=  +60,9 


Fl,, .»=+14,0 


F«s+0,  .sin  ^, 
=0,0 


r,  =  +/*+^'(-tgy,+  tgya) 


.14,0-89,o( 


-0,2+0,61 
8,6      J 


Af, 


»^8=+-^'(tg/?»-tgA) 


r,=(-B+P) 

Af 
+^(-tgJ'»-tgyifl) 

■(-168,0+14,0) 

+78,6.2.^4  = -108,6 
0,0 


F«=rs=+28,2 


Fu=.?,-+  9,6 


0,0 


Zusatz  Bei  den  Vertikalen  V^ — V^  wäre  noch  zu  beachten, 
daß  die  Belastung  nicht  direkt  in  den  unteren  Knotenpunkten, 
sondern  etwas  darüber  angreift.  Für  die  Vertikale  Fg  z.  B.  ist  in 
dem  unteren  Teil  (vom  Knotenpunkt  B  bis  zur  Fahrbahn)  die 
Spannkraft  nur  von  der  Kraft  B  und  den  Stäben  Ug  und  U^q 
abhängig;  also: 
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1^9  =  -B  +  ^(-tgy,-tgyio) 

-.-117,6  t. 

Für  den  oberen  Teil  (über  der  Fahrbahn)  ist,   wie  in  der 

Tabelle  ausgerechnet: 

Vg 103,6  t. 

[Der  Unterschied  beträgt  eben  die  Knotenpunktslast.] 
Prinzipiell  erledigen  wir  die  Frage  nach  §  18  (Belastung  zwi- 
schen den  Knotenpunkten;  vgl.  auch  Fig.  54):  Die  Zwischenlast  P 
wird  nach  einem  Endpunkt,  z.  B.  Punkt  9  übertragen,  so  daß 
aus  ihr  eine  Knotenpunktslast  P'  entsteht  (Fig.  71d).  Hierfür  ist 
die  Spannkraft  der  Vertikalen  V^  gleich:  Ä'«— 103,6  (Tabelle). 
Nun  finden  wir  die  wirkliche  Stabkraft  8  des  Stabes,  indem  wir 
ihn  mit  der  EUlfskraft  8%  der  umgekehrten  Kraft  P'  und  der 
gegebenen  Last  P  aufzeichnen  (Fig.  71  e).    Dann  ergibt  sich 

für  den  unteren  Teil:  8 «  ~(Ä'  +  P')  =  -(103,6  +14,0)  =  -117,6 1, 
für  den  oberen   Teü :  iSf  =-  —  /S' «  - 103,6 1 . 

In  derselben  Weise  kann  man  für  jede  der  Vertikalen  V^ — F^i 
die  Untersuchung  korrekt  durchführen.  Für  den  unteren  Teil  ist 
zu  den  Spannkräften  aus  der  Tabelle  (Werte  8')  immer  noch  ein 
Druck  von  14,0  t  hinzuzufügen.  Für  den  oberen  Teil  sind  die 
Werte  8^  direkt  die  endgültigen  Spannkräfte. 

Übungsaufgabe:  Der  Leser  nehme  die  Belastung  g  »  3,0  t/m 
an  und  führe  die  Berechnung  des  Fachwerkes  selbständig  durch. 

Neunte  Aufgabe« 

Der  allgemeine  Unterschied  zwischen  Belastung  am  Obergurt 
und  am  Untergurt  ist  Tclarzustellenl 

Wir  wollen  annehmen,  bei  einem  Fachwerke  wäre  sowohl  im 
Obergurt  wie  im  Untergurt  Belastung.  Für  die  graphische  Unter- 
suchung (E^räfteplan)  entstehen  hierdurch  keine  Schwierigkeiten. 
Für  die  analytische  Untersuchung  ist  es  jedoch,  wenigstens  für 
die  Berechnung  der  Vertikalen,  bequemer,  die  Belastung  nur  an 
einem  Gurt  zu  haben. 

Dies  ist  leicht  zu  erreichen.  Wir  verlegen  z.  B.  jede  Last  P 
vom  Obergurt  als  Knotenpunktslafit  P'  nach  dem  Untei^urt,  haben 
somit  nur  Belastung  am  Untergurt  und  berechnen  hierfür  die 
Hilfskräfte  8\  Letztere  sind  dann  bereits  für  alle  Stäbe  außer 
den  Vertikalen  die  endgültigen.    Bei  den  Vertikalen  ergeben  sich 
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die  endgültigen  Stabkräfte  8,  indem  man  zu  den  8'  noch   die 
umgedrehten  P'(=  P)  hinzufügt  (vgl.  Fig.  71  e),  so  daß  entsteht 

8^8'+{-P). 

Man  kann  also  willkürlich  für  die  Berechnung  die  Belastung 
vom  Obergurt  nach  dem  Untergurt  verlegen.  Für  muß  man  dann 
bei  den  Vertikalen  zu  der  berechneten  Spannkraft  noch  einen 
Betrag  (— P)  hinzufügen,  um  die  wirklich  vorhandene  Stabkraft 
zu  erb  alten. 

Bei  Verlegung  von  unten  nach  oben  muß  man  (+P)  hinzufügen. 


^  c<^iÄ_^^Lif; 


^.^{otji^'^'^^^'^  Y"^'^    ^^'O    is^    is.o    \s.ot  \ 


Osi^ot) 


Fig.  72. 

Zehnte  Aufgabe. 

Do«  FachwerTc  Fig.  72  mit  scheibenförmigen  Oliedern  ist  zu 
berechnen! 

(Vgl.  §  18,  II;  §  19,  sechste  Aufgabe.)  Das  Grundsystem  ist 
in  Fig.  72  b  mit  den  durch  die  Verteilung  sich  ergebenden  Knoten- 
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punktslasten  dargestellt;  die  Zwischensysteme  in  Fig.  72c — e.  Die 
Spannkräfte  des  uisprünglichen  Systems  Fig.  72a  ergeben  sich^ 
indem  man  Grund-  nnd  Zwischensysteme  zunächst  für  sich  be- 
rechnet und  dann  wieder  zusammenschiebt.  In  den  folgenden 
Tabellen  ist  diese  Berechnung  durchgeführt.  Von  den  Zwischen - 
Systemen  ist  der  Einfachheit  wegen  nur  Fig.  72  c  berechnet. 


Grundsystem  (Fig.  72  b) 


Moment  M 
(mt) 


Mo  =»     0,0 


Af ,  =  450,0 


M^  «  720,0 


üf««  810,0 


h 

(t) 


Obergurt  (t) 
0  =  -?     » 


h  CQBß 


^'  ••» 


Äf. 


=  64,8 


M, 

^ 


=  773 


Af. 


=  81,0 


(Oi)0,«-78,6 


0„0*  = -79,7 


0„0,  = -81,4 


Untergurt  (t) 


D  = 


(«/i.i...4)=+64,8 


Diagonalen  (t) 


1    (Mo 


COSq9\Ao 


Vertikalen 
F,  =  +P-D8in<p 

n  =  2^.tg/? 


l7s(l7.)  =  +77,8 


^.W  =  +16,5 


I>4(I>6)=     +M 


F.: 


+  18,0 


F,=  18,0-0,5= +8,6 


F*^ 


+  12,1 


Zwischensystem 

EndgOltige  SUbkräfte  (t) 

Moment  M  »  M^M  »  22^  mt 

^1,17,-  +  ^=         +6,4 

Oi  =  -78>5- 7,9  =  -86,4 

Oi  =  -78,6;  0„04  =  -79,7;  0„0«  =  -8M 

^^- 8,5^^19 -'•» 

^1,  Ut,  Ut,U^  =  +64,8  +  6,4  =  +70,7 
^..  ^«  =  +77,8  +  6,4  =  +84,2 

Dt  -                         -7,9 

Dl,  De,  D,» -7,9 

D,  =  + 16,6;  D4- +4,4 

Db  =  + 16,6  -  7,9  «  +  8,6 ;  D»  »  +4,4  -  7.9  =  -  8,6 

Fl-                         +9,0 

Fl,  F.,  Fe  =  +9,0 

F.» +18,0;  F,-+8,6;  Fe  =  +12,l 

Übungsaufgabe:  Zeichne  für  Fig.  72  einen  zusammenhängien- 
den  Eräfteplan! 

Elfte  Aufgabe» 

Die  beiden  FachwerJee  Fig.  7 Sa  und  b  sind  zu  untersuchen! 
An  dieses  Beispiel  möge  eine  besondere  Betrachtung  zu  der 
allgemeinen  Begel: 

^       .  ,       Biegungsmoment  ffir  gegenüberl.  Knotenp. 

Abstand  r 

geknüpft  werden.   Es  gibt  nämlich  Ausnahmefälle,  selbst  bei  ein- 
fachen Dreieckfachwerken,  in  denen  diese  Begel  nicht  gilt. 
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Fig.  73  a  zeigt  zunächst  ein  gewöhnliches  Dreieckfach  werk  in 
üblicher  Stabanordnung.  Hier  ergibt  sich  der  Ourtstab  0«  in  be- 
kannter Weise: 

(I)  o.-.-ililf^Pi-. 

Der  Zähler  auf  der  rechten  Seite  ist  bekanntlich  identisch 
mit  dem  Biegungsmoment  Jlfm"  eines  voll  wand  igen  Balkens  an 
der  Stelle  m,  der  die  Lasten  Pj  usw.  zu  tragen  hätte  (Fig.  73  c): 

(II)  Jtf«  =  ^.a-PiPi. 

Ist  Jfm  vielleicht  durch  eine  Formel  ausgedrückt  oder  ist  für 
ifm  irgendeine  Begel  aufgestellt,  so  gilt  diese  auch  für  den  obi- 
gen Zählerausdruck  von  0^;  denn  beide  Ausdrücke  bieten  ja  keinen 
mathematischen  Unterschied.   Deshalb  schreiben  wir  auch: 


(la)  0«  =  - 


m 


So  weit  ist  alles  wie  gewöhnlich. 

Anders  ist  es  bei  dem  Fach  werke  Fig.  73  b.  Hier  ist  die 
Stabkraft  0«  zunächst  wieder  ausgedrückt  durch: 

(ni)  0^  =  -^-'-/^'^. 

Jetzt  ist  aber  der  Zählerausdruck  durchaus  nicht 
dasselbe,  wie  das  Biegungsmoment  if«  eines  einfachen 
Balkens  mit  denselben  Lasten  und  an  derselben  Stelle  m. 
Denn  das  letztere  würde  lauten  (Fig.  73  d): 

(IV)  M^^A-a-P^'V^-^^P^'p^, 

da  bei  dem  voUwandigen  Balken  zu  dem  Biegungsmomente  M^ 
auch  noch  die  Kraft  P^  gehört.  Der  Unterschied  zwischen  dem 
Zählerausdrucke  von  Formel  (III)  und  dem  Ausdrucke  (IV)  ist 
augenscheinlich  dadurch  zustande  gekommen,  dafi  der  Bezugs- 
punkt des  Stabes  0  bereits  seitlich  von  den  Kräften  Uegt,  zwischen 
denen  der  zugehörige  Schnitt  hindurchgeht.  In  solchen  Fällen 
darf  also  nicht  für  0«  einfach  das  Biegungsmoment  Jf»  der  Stelle  m 
eingesetzt  werden. 

Daß  dieser  Unterschied  auch  praktische  Folgen  hat,  sieht 
man  z.  B.  bei  Belastung  mit  gleichmäßig  verteilter  Last  (Fig.  73  e 
und  f).  Für  Fig.  73  e  könnte  man  einfach  die  bekannte  Formel 
für  das  Biegungsmoment  M^  eines  gleichmäßig  belasteten  voUwan- 
digen Balkens  benutzen: 

^m  =  2"  ^"*  ^  "^  ^»»^ » 
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und  würde  also  direkt  hinschreiben: 

^ — 2       7, 

Für  Fig.  73  f  dürfte  man  nicht  das  Biegungsmoment  M^  des 
entsprechend  belasteten  vollwandigen  Balkens   nehmen,  da,  wie 


/VH 


{l'Xmh 


(9J 


Fig.  78. 


(h) 


\ 


vorhin  bei  den  Einzcllasten  gezeigt ,  dieser  Schnitt  ein  anderes 
Moment  hat  als  den  Zähleraasdmok  in  der  Formel  für  0^.  Man 
müßte  vielmehr  die  Enotenpunktlasten  bestimmen  und  mit  diesen 
weiterarbeiten  (vgl.  auch  Abschnitt  II,  §  45,  II). 

Die  allgemeine  Begeh  „Ein  Gurtstab  eines  Dreieckfachwerkes 
ist  gleich  dem  gewöhnlichen  Biegungsmoment  des  gegenüberliegen* 
den  Knotenpunktes,  dividiert  durch  das  Lot  r^S  ^^^  ^^  dahin 
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2.50 


eingeschränkt  werden:  ,, vorausgesetzt,  daß  dieser  Knoten- 
punkt zwischen  denselben  Lasten  liegt,  wie  der  zu  dem 
betreffenden  Stabe  gehörige  Schnitt". 

Die  obigen  Untersuchungen  erlangen  namentlich  bei  der  Be- 
rechnung ansteigender  Fachwerke  eine  praktische  Bedeutung.  Hier- 
auf werden  wir  in  Abschnitt  II,  §  45  genauer  eingehen. 


r 


2,0 


6ooKg 


z,o 


2,26^ 


7ZOOK^ 


iApoK^ 


Fisr.  74. 


Zwölfte  Aufgabe« 

Da%  Kragdach  Fig.  74  ist  zu  berechnen l 
AuQagerkräfte: 

7  =  (600  +  1200  +  1200  +  600)  =  3600  kg, 

(2,0  +  1,0) 


H  -  3600 


2,5 


=  4320  kg, 


B  =  4320  kg. 
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Die  Berechnang  geschehe  nach  der  ursprünglichen  iZt^erschen 
Methode.   Die  Lote  r  sind  ans  der  Zeichnung  abzugreifen. 


OnO,  =  +?^^  =  +1900kg, 
600  •  4,0  +  1200  •  2,0 


0,=  + 


1,26 


+3800  kg, 


„  600 . 2,0  ,  __ „  , 

^^  =  — ö;67 ^^^^^' 

600  •  4,0  +  1200 . 2,0 
17,  = — 5K —  -0600  kg, 


r,  =  - 


A  =  + 


1,33 
3600 . 3,0 


2,42 

1200 '  2,0 
1,10 


=  -4500  kg, 


=  +2200  kg, 


/)       -600-1,75  +  1200(0,25  +  2,25)        .  ,^ . 

-O»  =  j-gg =  +1000  kg, 

Fl  =  -1200  kg, 

F. --'^y^-"'- -1800  kg. 


2,00 


ZSoXgr 


I 


3,S/rt 


1. 


l  -  iS,OOrru 

Fig.  76. 

Vhungsaufgahe:  Der  Leser  berechne  in  derselben  Weise  den 

Binder  Fig.  75. 

Drelgehnte  Aufgabe. 

Das  System  Fig.  76  ist  zu  berechnen! 

Wenn  man  das  vorliegende  System  mittels  Eräftcplan   be- 
stimmen will,  kommt  man  glatt  bis  Knoten  3.    Dann  aber  stößt 


3/^^<aC 


zaong 


Fig.     76. 
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man  sowohl  bei  Knoten  4  wie  bei  Knoten  5  auf  mehr  als  zwei 
unbekannte  Stäbe.  Dies  rührt  daher,  weil  das  Fachwerk  nicht 
nur  aus  Dreiecken  zusammengesetzt  ist,  sondern  auch  ein  Polygon 
4—6 — 8 — 6' — 4'  mit  fünf  Knotenpunkten  enthält.  Letzteres  ist 
also  im  statischen  Sinne  ein  Fünfeck,  wodurch  die  ganze  Kon- 
struktion zu  einer  „nicht  einfachen'^  wird. 

Man  kann  die  Berechnung  nach  verschiedenen  Methoden 
durchführen,  die  wir  ja  zum  Teil  auch  schon  durchgenommen 
haben. 

Erste  LöBung« 

Wir  bestimmen  die  StäbJcrafi  H  auf  analytischem  Wege.  Aus 
dem  Schnitte  ä — ä  ergibt  sich: 

r 

Das  Moment  Ifg  kann  man  am  einfachsten  durch  Zerlegung  in 
Kräftepaare  berechnen,  da  für  die  untersuchte  Stelle  die  Quer- 
kraft gleich  Null  ist: 

OQA 

Jf8=170-0,0+340.1,25+345.2,50+350-3,75+315.500+=|^-6,00 
=5000  mkg. 

[Besteht  die  Belastung  aus  indirekt  wirkender,  gleichmäßig  ver- 
teilter Last,  z.  B.  Dachlast  auf  Pfetten,  so  kann  man  auch  direkt 
niit  dieser  verteilten  Belastung  rechnen,  da  für  einen  Belastungs- 
punkt das  Moment  bei  indirekter  Belastung  gleich  dem  ist  be 
direkter  Belastung.] 

Aus  Mg  folgt  dann  für  den  Stab  H: 

Sobald  aber  H  bekannt  ist,  kann  man  den  Kräfteplan  an  Punkt  4 
fortsetzen  und  glatt  zu  Ende  zeichnen. 

Zweite  Ldsung« 

Wir  zerlegen  das  FachwerTc  in  Orundsystem  und  eingehängte 
Zunschensysteme  (Fig.  76  b).  Die  Last  von  315  kg,  die  das  Zwischen- 
system trägt,  muß  nach  dem  Hebelgesetz  auf  die  angrenzenden 
Knotenpunkte  übertragen  werden.  Hierdurch  entstehen  die  neuen 
Knotenlasten  (für  die  linke  Binderseite  gezeichnet): 

im  Punkte  5:    P=  350  +  ^^2  25^  ^  ^^^  "*"  ^^^  ^  ^^^  ^^  ' 
„         „        8:     P=  280 +  175  =  455  kg. 

Fischer,  Statik.    TIA.  ^»^ 
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Der  Kräfteplan  wird  nun  zweckmäßig  in  folgender  Weise 
gezeichnet:  Wir  tragen  die  äußeren  Kräfte  von  Fig.  76b  auf 
(Fig.  76  c)  und  erledigen  zunächst  die  Knoten  0 — 3.  Dann  nehmen 
wir  Knoten  5  des  Grundsystems  vor.  (Knotenlast  490  kg.)  Das 
zu  diesem  Knotenpunkt  gezeichnete  Kräftepolygon  liefert  u.  a. 
die  Spannkraft  D^^  und  zwar  ist  diese  Spannkraft  bereits  die 
endgültige,  da  ja  der  Stab  D^  in  Fig.  76b  nichts  mit  dem 
Zwischenfachwerk  zu  tun  hat.  Sobald  wir  aber  erst  D^  kennen, 
verzichten  wir  auf  die  ganze  Zerlegung  uud  kehren  zu  dem  ur- 
sprünglichen System  zurück,  da  wir  jetzt  sowohl  bei  Knoten  4 
als  auch  bei  5  glatt  weiter  kommen. 

Die  Zerlegung  in  Grund-  und  Zwischensystem  haben  wir  also 
nur  vorübergehend  gebraucht,  um  die  Kraft  D,  zu  bestimmen. 
Im  Kräfteplan  ist  nur  eine  Hilfslinie  nötig,  nämlich  die  Hilfs- 
größe a'  des  Stabes  O4. 

Dritte  Losung« 

Wir  suchen  uns  von  den  folgenden  Knotenpunlcten  einen  solchen 
heraus,  an  dem  sich  eine  Kraft  direht  bestimmen  läßt.  Mitunter 
lassen  sich  nämlich  an  einigen  Knotenpunkten  einzelne  Stäbe 
direkt  angeben,  ohne  daß  man  das  übrige  System  zu  kennen 
braucht.  Solch  ein  Knotenpunkt  ist  in  Fig.  76a  der  Punkt  7. 
Hier  ergibt  sich  (aus  der  Gleichung  22^  =  0  oder  durch  Auf- 
zeichnen des  Kräftepolygons  Fig..  76  d)  zunächst  die  Stabkraft 
Vj  =»— 315  kg.  Kun  gehen  wir  zu  Punkt  6,  An  diesem  greifen 
außer  der  soeben  ermittelten  Kraft  V^  die  drei  unbekannten  Stab- 
kräfte I>8,  1^8  und  CT^  an.  Der  Umstand  aber,  daß  zwei  von 
diesen  Kräften,  nämlich  U^  und  U^,  in  einer  Geraden  liegen, 
ermöglicht  uns,  die  dritte  Kraft  (D3)  zu  bestimmen:  Wir  denken 
uns  die  beiden  Kräfte  U^  und  U4,  durch  ihre  Eesultierende  B 
ersetzt.  Die  Lage  dieser  Eesultierenden  können  wir  angeben; 
sie  muß  mit  der  Bichtung  U^,  U^  zusammenfallen.  Wir  haben 
jetzt  also  am  Punkte  6  außer  der  bekannten  Kraft  F3  nur  zwei 
unbekannte  Kräfte,  D3  und  B'.  Da  die  Bichtungen  dieser  beiden 
Kräfte  bekannt  sind,  finden  wir  ihre  Größen,  indem  wir  das  zu 
dem  Punkte  6  gehörige  Kräftepolygon  ziehen  (Fig.  76  d).  Somit 
ist  D3  bestimmt. 

Am  Punkte  5  ist  dieselbe  Bechnung.  Wir  haben  hier  zwar 
außer  O4  noch  drei  Stabkräfte,  nämlich  O3,  O4  und  i>2 .  Da 
aber  zwei  von  diesen  Stäben  in  einer  Geraden  liegen,  können 
wir  die  Bichtung  angeben,  die  die  Besulticrende  B'  dieser  beiden 


§  22.    Sammlung  Ton  Aufgaben  zu  Abschnitt  L  227 

Stäbe  hat  (zusammenfallend  mit  der  Stabrichtnng  0,,  O4).  Um 
ferner  die  Orößen  von  B,'  und  B^  zu  finden,  reihen  wir  zunächst 
die  bereits  bekannten  Kräfte  D3  und  350  kg  aneinander  (Fig.  76  d), 
ziehen  die  Parallelen  zu  den  Bichtungen  von  D^  und  Bf  und 
finden  somit  die  Größe  dieser  Kräfte. 

Durch  diese  Zwischenbetrachtung  haben  wir  also  die  Spann- 
kraft 2>2  gefunden.  Fun  können  wir  einen  Kräfteplan  zeichnen, 
indem  wir,  sobald  wir  an  Punkt  ^  oder  5  kommen,  die  vorhin 
bestimmte  Kraft  2>2  als  bekannte  Kraft  eiufügen. 

Diese  Methode  besteht  also  darin,  daß  an  einem  Punkte  mit 
Arei  unbekannten  Stabkräften,  von  denen  aber  zwei  in  einer 
GercLden  liegen  j  die  dritte  Kraft  direkt  durch  Aufzeichnen  des 
zu  dem  Punkte  gehörigen  Kräftepolygons  gefunden  werden  kann. 

Tlerte  Lösung. 

Als  nie  versagendes  Mittel  bei  nicht-einfachen  Systemen  sei 
an  die  Ersaizstabmethode  erinnert.  In  Fig.  76  e  würde  man  den 
Stab  Z  als  Störungsstab  nehmen  und  dafür  einen  Ersatzstab  E  ein- 
fügen (Fig.  76 e).  Die  Gleichung  zur  Berechnung  von  Z  lautet  dann: 

E  =  Eq  -\'  Z  •  EjSal  =*  0  > 


Die  Spannkraft  Eq  (Spannkraft  im  Ersatzstabe,  falls  nur  die 
äußeren  Lasten  wirken)  kann  z.  B.  mittels  Kräfteplan  bestimmt 
werden,  da  das  Ersatzfach  werk  ein  einfaches  Dreieckfach  werk  ist. 
Es  würde  sich  ergeben  (man  zeichne  den  Plan): 

Eo  «  +4240  kg. 

Der  Wert  Ez^i  (Spannkraft  im  Ersatzstabe,  falls  nur  der  Störungs- 
stab, und  zwar  in  der  Größe  =  1,0,  wirkt)  würde  sich  mittels 
eines  anderen  Kräfteplanes  oder  direkt  nach  Ritter  ergeben: 

JBz^i  -  -  ^'\]iQ^  -  -2,29  kg    (f ür  Z  =  1,0  kg). 
Somit  folgt  schließlich  für  Z: 

Sobald  aber  Z  bestimmt  ist,  läßt  sich  die  weitere  Berechnung 
ohne  Schwierigkeit  durchführen. 

Wie  man  sieht,  ist  bei  diesem  Beispiele  die  Ersatzstabmethode 
die  umständlichste.  Ihr  Wert  beginnt  eben  erst  dann,  wenn  andere 
Hilfsmittel  versagen. 

15* 
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Außer  den  angegebenen  Lösungen  gibt  es  noeh  ein  Dutzend 
anderer,  die  auf  den  verschiedensten  Kunstgriffen  beruhen.  Die 
Aufzählung  dürfte  unnötig  sein. 

Vierzehnte  Aufgabe« 

Der  Binder  Fig.  77  ist  zu  berechnen! 

Das  System  besteht  aus  einer  unteren,  durch  zweistäbigen 
Anschluß  aufgebauten  Scheibe,  an  die  der  obere  Teil  ebenfalls 
zweistäbig  angeschlossen  ist.  Infolge  dieses  korrekten  Aufbaues 
läßt  sich  für  das  Ganze  auch  ein  einfacher  Eräfteplan  zeichnen. 
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Allerdings  kommt  man,  von  dem  Punkte  0  ausgehend,  an 
den  Knoten  ö  und  6  nicht  weiter.  Dann  läßt  man  aber  den 
unteren  Teil  sein  und  geht  zu  dem  Aufbau  über.  Hier  kann  man 
der  Eeihe  nach  die  Punkte  7,  7'  und  8  erledigen.  Dadurch  hat 
man  dann  die  Stäbe  0^  und  D4  gefunden  und  kann  an*  Punkt  6 
des  unteren  Teiles  weitergehen. 

Bei  derartigen  Konstruktionen  mit  zweistäbigem  Anschlüsse 
kann  man  stets  eine  solche  Beihenfolge  der  Knotenpunkte  aus- 
findig machen,  daß  an  jedem  derselben  nur  zwei  unbekannte  Kräfte 
auftreten, 

Übungsaufgabe:  Man  zeichne  nach  den  obigen  Erklärungen 
den  Kräfteplan  auf.  Natürlich  beginnt  man  mit  dem  Polygon 
der  äußeren  Kräfte  und  geht  dann  erst  zu  den  einzelnen  Knoten- 
punkten  über. 
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Fünfzehnte  Aufgabe, 

Der  Parabelträger  Fig.  78a  ist  für  eine  gleichmäßig  verteilte 
Last  von  q  leg  pro  m  Orundlinie  zu  berechnen  l 

Besonders  interessant  ist  die  Berechnung  der  Diagonalen  bei 
diesem  Belastungsfalle.    Die  Formel  lautet  bekanntlich: 


cosq>  i  ho  All  J  * 


Fig.  7a 
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Nun  sei  im  vorliegondea  Fall  die  Spannweite  i,  der  Sticli  f,  die 
Belastung  pro  lfd.  m  (in  der  Länge  gemessen)  q.  Dann  sind 
(Fig.  78  a) 

4/^  4/* 

A«  =  - ^^i   ^o(^  —  a?o) ,         K  «  Y2~  ^«(^  ~  ^«)  • 

Setzt  man  nun  diese  Werte  in  die  obige  Formel  für  D  ein,  so 
hebt  sich  bei  der  Division  von  Mo'K  clas  Glied  Xo^l  —  x^  fort, 
entsprechend  bei  J/« :  Ä«  das  Glied  x^^l  —  a?») ,  und  es  bleibt  übrig: 


D^ 


(I)  i> 


1 

2 

2 

1 

cos  9? 

4/- 

4/- 

cos  9» 

L  iä 

i*   J 

0. 

0, 


Die  Diagonalen  sind  also  bei  dem  vorliegenden  Belastungsfalle 
spannungslos.  Aus  dem  Gleichgewicht  der  unteren  Knotenpunkte 
folgt  dann  sofort,  daß  auch  die  Vertikalen  spannungslos  sind: 

(la)  7  =  0. 

Insgesamt  haben  wir  also: 

Bei  einem  Parabelträger  mit  gleichmäßiger  Belastung  des  Ober- 
gurtes  sind  Diagonalen  und  Vertikalen  spannungslos. 

Hängt  die  gleichmäßige  Belastung  am  Untergurt,  so  erhalten 
die  Vertikalen  je  die  betreffende  Knotenpunktslast.  Die  Diagonalen 
sind  auch  in  diesem  Falle  spannungslos. 

In  Fig.  78  b  ist  zu  dem  Fach  werk  Fig.  78  a  der  Kräfteplan  ge- 
zeichnet. Auch  in  diesem  zeigt  sich  natürlich,  daß  Diagonalen 
und  Vertikalen  gleich  Null  werden.  Ferner  lassen  sich  aus  dem 
Kräfteplan  noch  folgende  Aussagen  ablesen  (Fig.  78  a  und  b): 

1)  Alle  Untergurte  erhalten  die  gleiche  Spannung,   nämlich 

Ä  —  P/2         [oc  =  Neigungswinkel  des 


(11)  p =  + 


lg.«  ersten  Obergurtstabes]. 


2)     Die  größte  Spannung  im  Obergurt  tritt  am  Auflager  auf 

und  ist: 

A  -P/2 


(III)  0,^- 


sina 


Schließlich  wollen  wir  uns  zur  Berechnung  des  Neigungswinkels  oc 
einer  Parabel  noch  die  mathematische  Begel  merken:  Die  Tan- 
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gente  i   einer  Parabel  an  ihrem   Auflagerpunkte   schneidet    die 
Symmetrieachse  im  Abstände  2 /"  von  der  Sehne  (Fig.  78c).  Also  ist; 

2f       if 


(IV) 


tga 


112  l 

Ein  solches  Parabelfachwerk  mit  feststehender  gleichmäßiger  Be- 
lastung wird  also  einfach  in  der  Weise  berechnet ,  daß  man  zu- 
nächst aus  der  Spannweite  l  und  dem  Stich  f  den  Winkel  a  be- 
stimmt und  dann  nach  den  Formeln  (II)  und  (III)  die  Spannkräfte 
hinsclireibt. 

Seehzehnte  Aufgabe. 

Bei  dem  FachwerTc  Fig.  79  ist  der  Stab  H  analytisch  zu  be- 
stimmen f 

Für  den  Stab  H  läßt  sich  kein  Schnitt'  angeben,   der  nur 

durch  drei  Stäbe  geht.    Es  werden  vielmehr  außer  der  Kraft  H 


Fig.  79. 

immer  mindestens,  noch  drei  andere  unbekannte  Stäbe  getroffen. 
Infolgedessen  ist  es  nicht  möglich,  die  Momentengleichung  so  auf- 
zustellen, daß  sämtliche  anderen  Stäbe  aus  der  Gleichung  heraus- 
fallen und  nur  der  Stab  H  als  einzige  Unbekannte  übrigbleibt. 
Trotzdem  läßt  sich  auch  in  diesem  Falle  die  Kraft  H  nach  der 
RittersGhen  Jlfethode  ermitteln,  nur  muß  man  einen  kleinen  Um- 
weg einschlagen: 

,.  Zunächst  bestimmen  wir  den  Stab  O,.    Er  ergibt  sich  am 

1      Po 


einfachsten  aus  dem  Oleichgewicht  des  Knotens  2:  Oo  =  —  ^   . 

2  sincir 

Jetzt  ist  also  0^  als  bekannte  Kraft   anzusehen  (genau  so  wie 

die  Lasten  P),  und  wir  finden  H,  indem  wir  für  den  Punkt  4  die 

Momentengleichung  aufstellen: 
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[Hierin  ist  Og  zunächst  als  Zugstab  eingeführt  und  nachher 
also  mit  seinem  richtigen  Vorzeichen  einzusetzen.]  Aus  der  Glei- 
chung folgt  dann: 

Zusatz:  Die  Rittersche  Methode  läßt  sich  also  auch  dann 
anwenden,  wenn  der  betreffende  Schnitt  mehr  als  drei  Stäbe  trifft. 
Nur  muß  dann  durch  Zwischenrechnung  gesorgt  werden,  daß  schließ- 
lich nur  drei  unbekannte  Stäbe  übrigbleiben.  Mitunter  trifft 
es  sich,  daß  ein  zur  Bestimmung  eines  Stabes  X  gelegter  Schnitt 
zwar  noch  mehrere  andere  Stäbe  trifft,  diese  letzteren  aber  zu- 
fällig alle  durch  ein  und  denselben  Punkt  gehen.  Dann  wird 
dieser  Punkt  natürlich  als  Bezugspunkt  genommen  und  hierdurch 
eine  Momentengleichung  erhalten ,  in  der  nur  die  eine  gesuchte 
Stabkraft  X  vorkommt. 


Siebzehnte  Aufgabe. 

Die  Stütze  Fig.  30  ist  zu  berechnen  l 

Die    Stütze    wird    genau    so    berechnet    wie    jeder    andere 

Parallel  träger.    Um  den  Stab  B  in  Fig.  80  zu  finden,  wird  der 

_  Schnitt  Ä — oc  gelegt  und  Punkt  r  als  Bezugs- 

I        -^  I  punkt  einer  Momentengleichung  genommen 

ff  YO  \a\  (si-ab  2?  als  Zug  eingeführt) : 

I  -       1 


e 


(I) 


JB  =  - 


HÄ 


Vh 


Entsprecbend  ergibt  sich: 


i  =  -  (ff  .  Ä'  -  P .  a) , 


(Ib) 


i  =   + 


B'W       P-a 


e 


Die  Diagonalen  D  und  die  Vertikalen  V 
folgen  aus  der  Gleichgewichtsbedingung 
Ä,  =  0: 


Fig.  80. 


(11) 
(III) 


i>  =  + 
7=- 


COS(/? 


[Schnitt  oc — oc] 
[Schnitt  ß—ß] 
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Sind  die  Kräfte  über  die  ganze  Stütze  verteilt,  so  muß  natürlich 
zu  jedem  Schnitte  die  Horizontal-Kraftsumme  E.  und  die  Mo- 
mentensumme M  berechnet  werden.  Hierbei  geht  man  in  bekannter 
Weise  so  vor,  daß  man  zunächst  die  Kraftsummen  nacheinander 
entwickelt  und  aus  diesen  die  Momentensummen  if ,  bzw.  die 
M 

k  • 

Achtzehnte  Aufgabe. 


Hilfswerte 


Die  Gerüste  Fig.  81  a^  h  und  c  sind  zu  untersuchen I 
a)  Gerüst  Flg.  81a.    Es  handelt  sich  besonders  um  die  Stäbe 
8^.. 8^.    Aus  Punkt  1  folgt,  daß  der  Stab  Äj  =- 0  wird.    Denn 
hier  laufen  drei  Stäbe  zusammen,  von  denen  zwei  in  einer  6c- 


te) 


Fig.  81. 


raden  liegen.  Da  nun  der  Punkt  selber  unbelastet  ist,  muß  der 
dritte  Stab  gleich  Null  sein  (§  6,  sechste  Aufgabe).  Somit  ist  8^ 
erledigt. 

Daraus  folgt  weiter,  daß  auch  /S,  =  0  ist.  Denn  am  Knoten- 
punkt 2  fällt  /9i».0  fort,  so  daß  derselbe  Fall  vorliegt  wie  bei 
Knoten  1. 

In  entsprechender  Weise  ergibt  sich,  daß  8^^Q  und  8^^Q 
ist.  Bei  dem  Oerüst  Flg.  81a  sind  also  sämtliche  Füllungsstäbe 
gleich  Null,  vorausgesetzt,  daß  die  Knotenpunkte  1 . .  4  unbelastet 
sind.  Die  Last  P  an  der  Spitze  wird  vielmehr  nur  von  den  beiden 
schrägen  Pfosten  aufgenommen.  pDie  Füllungsstäbe  dienen  nur 
zur  Einschränkung  der  Knicklänge.] 

b)  Oerüst  Fig.  81b.  Zunächst  ist  ersichtlich,  daß  ^^-»O  und 
fif, »  0  ist.    Aber  auch  8^  und  8^  sind  gleich  Null.    Denn  der 
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Knoten  3  stellt  einen  Punkt  dar,  der  durch  zwei  Kräfte  bean- 
sprucht ist,  nämlich  8^  und  S^.  {8^  und  8^  sind  gleich  Null.) 
Zwei  Kräfte  können  aber  nur  dann  einen  Punkt  im  Gleichgewicht 
halten,  wenn  sie  in  ein  und  derselben  Geraden  liegen.  Andern- 
falls müssen  sie  beide  gleich  Null  sein,  falls  der  Punkt  im  Ruhe- 
zustand sein  soll,  da  sich  sonst  eine  Besultierende  ergeben  würde. 
Aus  dem  Euhczustand  des  Punktes  3  folgt  also,  daß  die  beiden 
Kräfte  8^  und  8^,  da  sie  nicht  in  einer  Geraden  liegen,  beide 
gleich  Null  sein  müssen.  In  derselben  Weise  ergibt  sich,  daß 
S^=^  8q=  8^=  Äg  —  0  ist.  Also  auch  bei  der  Anordnung  Fig.  81b 
sind  die  Füllungsstäbe  spaunungslos,  vorausgesetzt,  daß  die  Last 
nur  an  der  Spitze  angreift. 

c)  Gerüst  Fig.  81c.  Auch  hier  sind  sämtliche  Füllungsstäbe 
spannungslos.  Der  Beweis  hierfür  ist  allerdings  etwas  umständ- 
licher. Wir  wollen  ihn  in  folgender  Weise  indirekt  führen:  Zu- 
nächst nehmen  wir  an,  der  Füllungsstab  8i  wäre  nicht  gleich 
Null,  sondern  hätte  einen  bestimmten  Wert.  Aus  diesem  ange- 
nommenen Wert  von  Sj  ergeben  sich  dann  bestimmte  Werte  für 
82  und  Äj .  Nun  zeigt  es  sich  aber,  daß  82  und  8^  diese  Werte 
auf  keinen  Fall  haben  können,  da  sonst  der  Punkt  3  nicht  im 
Gleichgewicht  sein  könnte.  Daraus  folgt  aber,  zurückschließcnd, 
daß  die  Annahme  über  den  Stab  8^  falsch  war;  d.  h.  dieser  Stab 
hat  in  Wirklichkeit  keine  Spannung,  sondern  ist  gleich  Null. 

Dieser  indirekte  Beweis  ist  in  Fig.  81  d  und  e  durchgeführt. 
Wäre  81  nicht  gleich  Null,  sondern  z.  B.  eine  Zugkraft  von  irgend- 
einer Größe,  so  würde  dieser  Stab  nach  Fig.  81  d  auf  seine  Kno- 
tenpunkte 1  und  2  wirken.  Aus  dem  Gleichgewicht  der  Punkte  1 
und  2  folgen  dann  aber  sofort  auch  für  die  Stäbe  82  und  8^  be- 
stimmte Spannungen.  Und  zwar  zeigen  die  zu  den  Punkten  1  und  2 
gezeichneten  Kräftepolygone,  —  und  das  ist  das  wichtigste  — ,  daß 
die  Stäbe  82  und  8^  gleiche  Vorzeichen  haben.  In  Fig.  81  d  z.  B. 
hat  sich  für  beide  Stäbe  Druck  ergeben.  (Hätten  wir  für  Ä,  eine 
bestimmte  Druckkraft  angenommen,  so  hätte  sich  für  Ä,  und  8^ 
Zug  ergeben.) 

Nun  gehen  wir  zu  Punkt  3.  Hier  greifen  Äg  ^^^  ^3  ^^^ 
ferner  8^  und  8^  an.  Die  ersten  beiden  mögen  zu  einer  Eesul- 
tierenden  zusammengesetzt  werden.  Da  82  und  8^ ,  wie  vorhin 
gezeigt  ist,  gleiche  Vorzeichen  haben,  ergeben  sie  eine  Besultie- 
rende, die  nicht  horizontal  geht.  (Vgl.  Fig.  81  e,  wo  82  und  8^ 
für  die  beiden  Fälle,  beide  Zug  oder  beide  Druck,  zusammengesetzt 
sind.)  Andererseits  folgt  aber  aus  dem  Gleichgewicht  des  Punktes  3, 
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daß  S^  und  B^  eine  horizontal  verlaufende  Eesultierende  haben 
müßten,  da  ja  auch  die  beiden  anderen  Stäbe,  die  ;8^2  ^^^  ^3  ^^ 
Gleichgewicht  halten  müssen,  horizontal  verlaufen.  Wir  haben 
also  den  Widerspruch,  daß  die  beiden  Stäbe  Äg  und  8^  eiue  Ee- 
sultierende ergeben  würden,  die  gemäß  dem  Gleichgewicht  des 
Punktes  3  unmöglich  ist.  Da  nun  die  Eechnung  selber  richtig 
ist,  muß  die  Annahme,  auf  der  sich  die  Eechnung  aufbaut,  falsch 
sein;  d.  h.  wir  dürfen  für  den  Stab  8^  keine  Spannkraft  annehmen, 
sondern  müssen  ihn  gleich  Null  setzen.  Wenn  wir  dieses  tun, 
dann  ist  auch  82  und  S3  gleich  Null  und  ferner  die  Eesultierende 
von  82  und  8^  gleich  Null,  und  es  steht  dann  auch  nichts  im 
Wege,  daß  am  Punkte  3  Gleichgewicht  herrscht.  Somit  haben 
wir  auf  indirekte  Weise  bewiesen,  daß  der  Stab  8^  die  Spann- 
kraft' Null  hat.  Aus  Äi«=0  folgt  weiter,  daß  B^'^O  und 
A3  -  0  ist. 

In  derselben  Weise  läßt  sich  dann  zeigen,  daß  84^^  8^^  0 
und  ferner  8^  und  8^  =  0  sein  müssen.  Somit  ist  auch  für  die 
Stütze  Fig.  81c  bewiesen,  daß  bei  der  daselbst  angenommenen 
Belastung  die  Füllungsstäbe  die  Spannkraft  Null  haben. 

Zusatz:  Natürlich  läßt  sich  die  Untersuchung  der  Fachwerke 
Fig.  81  auch  in  systematischer  Weise  so  durchführen,  daß  man 
sie  mittels  der  Ersatzstabmethode  in  einfache  Dreieckfachwerke 
umformt.  In  Fig.  81  o  könnte  man  z.  B.  den  Stab  Ä^  als  Störungs- 
stab Z  nehmen  und  dafür  einen  Ersatzstab  E  zwischen  die  Kno- 
ten 3  und  6  einziehen.  Dann  lautet  die  Gleichung  zur  Berech- 
nung von  Äj: 


Wenn  man  nun  das  Ersatzfachwerk  aufzeichnet,  so  sieht  man 
zunächst,  daß  bei  dem  Zustande  Z  ==  0  die  Stäbe  8^  und  8^  gleich 
Null  werden.  Daraus  folgt  dann  weiter,  daß  auch  der  Stab  E 
(zwischen  den  Knoten  3  und  6)  gleich  Null  wird.  In  der  obigen 
Gleichung  hat  also  der  Zähler  Bq  den  Wert  Null.  Daraus  folgt, 
daß  auch  Z  =  0  wird.  [Der  Nenner  Ez^i  hat  einen  bestimmten 
Wert.]  Somit  ist  auch  mittels  der  Ersatzstabmethode  bewiesen, 
daß  bei  den  gezeichneten  Belastungszuständen  der  Stab  81  =^0 
ist.  Entsprechend  ergibt  sich  die  Spannungslosigkoit  der  anderen 
Stäbe. 
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Nenngehnte  Anfgabe, 

•  Der   Oerüstpfeiler  Fig.  82  a  ist  für  die  Horizontalhraft  P   zu 
berechnen  l 

Das  Gerüst  sei  in  den  Punkten  9  und  10  fest  gelagert.  Im 
ganzen  sind  also  vier  Auflagemnbekannte;  die  Konstruktion  ist 
äußerlich  einfach  statisch  unbestimmt.  Bei  der  Berechnung  der- 
artiger Tragwerke  kann  man  aber,  falls  es  sich  um  kleinere  Kon- 


g  H, 


Fig.  82. 


struktionen  handelt,  die  Annahme  machen,  daß  die  Horizontalkrafte 
sich  gleichmäßig  auf  beide  Lager  Terteilen.   Dann  wird  für  Fig.  82  a: 

jBTi  «  ffj  =  ^5000  ==  2500  kg. 

Ferner  ergeben  sich  die  anderen  Lagerkräfte: 

.       5000  ■  9,60      ^^^.         _  . 

= 800 ^' 

Diese  Lagerkräfte  sind  nun  am  Fachwerke  (außerhalb  der 
Ourtstäbe)  eingezeichnet.  Die  weitere  Berechnung  mittels  Kräfte- 
plan bietet  dann  keine  Besonderheiten. 

Übungsaufgabe.  Berechne  das  Gerüst  für  den  Fall,  daß  bei 
Ä  ein  festes,  bei  B  ein  bewegliches  Lager  angeordnet  ist.  [Es 
ändert  sich  nur  die  Spannkraft  des  Stabes  V^ ,  und  zwar  wird 
V^  =  -2500  kg. 
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Zwanzigste  Aufgabe» 

Der  Fachwerkträger  Fig,  83  ist  nach  der  Gulmanmohen  Methode 
für  eine  Belastung  mit  F^lfl  t  zu  berechnen  l 

a)  Die  CdiZnzann sehe  Mothode  besteht  bekanntlich  im  folgenden 
(§  9):  Um  die  drei  von  einem  Schnitte  getroffenen  Stäbe  Og,  Dg 
und  17,  zu  bestimmen,  betrachten  wir  denjenigen  Trägerteil,  an 
dem  im  ganzen  nur  vier  Kräfte  angreifen.  In  Fig.  83  a  ist  dies 
der  linke  Teil,  da  hier  zu  den  genannten  drei  Elräften  nur  noch 
der  Auflagerdruck  Ä  als  weitere  angreifende  Kraft  hinzukommt. 
Die  Kraft  A  läßt  sich  aus  der  Größe  und  Stellung  der  Last  finden. 

(in  Fig.  83a  ist  -1  « -^  =  0,375  t. j  Um  auch  die  anderen  Kräfte 

zu  finden,  bringen  wir  je  zwei  und  zwei  der  vier  Kräfte  zum 
Schnitt,  verbinden  die  beiden  Schnittpunkte  durch  eine  Hilä* 
gerade  L,  zerlegen  die  bekannte  Straft  4  in  Bichtung  dieser 
Hil&geraden  und  der  einen  Kraft,  und  schließlich  die  in  Bichtung 
der  Hilfsgeraden  fallende  Komponente  noch  in  Bichtung  der  beiden 
anderen  Kräfte. 

Für  Fig.  83  a  wäre  hiernach  folgender  Becfanungsgang :  Von 
den  vier  Kräften  J.,  0, ,  Dg  und  Ug  sind  A  und  Og  im  Punkte  0^ 
Dg  und  Ug  im  Punkte  m  zum  Schnitt  gebracht.  Diese  beiden 
Schnittpunkte  sind  durch  die  Hilfsgerade  L  verbunden.  'Nxxn  wird 
in  einer  besonderen  Figur  (Fig.  83  b)  die  bekannte  Straft  A  in 
Bichtung  von  L  und  Og  zerlegt,  und  schließlich  wird  die  hier- 
durch erhaltene  Seitenkraft  L  noch  weiter  zerlegt  in  I7g  und  D^ . 
Die  Pfeile  werden  in  dieser  Zerlegungsfigur  so  eingezeichnet,  daß 
sie  von  der  Kraft  A  fortlaufend  herumgehen.  Will  man  nur  eine 
der  vom  Schnitte  getroffenen  Kräfte  haben,  z.  B.  die  Kraft  Og , 
so  bringt  man  gerade  diese  mit  der  bekannten  Kisdt  A  zum 
Schnitt,  zieht  die  Hilfsgerade  L  und  zerlegt  dann  die  bekannte 
Kraft  {A)  in  Bichtung  der  gesuchten  Kraft  (Og)  und  der  Hilfs- 
geraden. Mit  anderen  Worten:  Man  zeichnet  die  Zerlegungsfigur 
gerade  so  weit,  wie  man  sie  braucht  (Fig.  83  c). 

Wurde  die  Last  P  links  vom  Schnitte  stehen,  so  hätten  wir 
hier  fünf  angreifende  Kräfte.  Dann  läßt  sich  die  GulmannBche 
Methode  am  linken  Trägerteil  nicht  durchführen  (es  sei  denn,  daß 
man  A  und  P  zunächst  zu  einer  Besultierenden  vereinigt).  Dafür 
haben  wir  jetzt  aber  den  rechten  Trägerteil  mit  nur  vier  Kräften 
(JB,  Og,  Dg,  Ug).  Um  also  für  diese  Laststellung  die  Kräfte  Og, 
Dg  und  Ug  zu  finden,  verbinden  wir  z.  B.  den  Schnittpunkt  8 
von  Og  und  B  mit  dem  Schnittpunkt  m  von  Dg  und  Z7g  und  zer- 
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legen  nun  In  einer  besonderen  Figur  die  Eraft  B  nach  0,  und  L^ 
und  schließlich  L'  noch  weiter  in  D^  und  U^  (Fig.  83  d).  Will  man 
auch  bei  dieser  Laststellung  nur  eine  Eraft  haben,  z.  B.  0^ ,  so 
zeichnet  man  natürlich  das  Zerlegungspolygon  nur  so  weit,  daß 
gerade  diese  eine  Eraft  zu  entnehmen  ist  (Fig.  83  e). 

b)  Dieses  soeben  beschriebene  Verfahren  ist  nun  in  Fig.  83  f  und  g 
benutzt,  um  die  Spannkraft  O3  für  die  verschiedenen  Stellungen, 
die  die  Last  P=  1,0  t  auf  dem  Träger  einnehmen  kann,  zu  be- 
stimmen. Zunächst  ist  in  Fig.  83 f  die  Einflußlinie  für  den  Auf- 
lagerdruck A  gezeichnet  (s.  Band  I,  §  22).  Die  Bedeutung  dieser 
Linie  ist  bekanntlich  folgende:  Steht  die  Last  P  =  1,0  t  beispiels- 
weise im  Enoteupunkt  5  des  Trägers,  so  gibt  die  unter  dieser 
Last  gemessene  Ordinate  der  Einflußlinie  den  Auflagerdruck  A 
an,  der  bei  dieser  Laststellung  entsteht.  (In  Fig.  83f  ist 
also  diese  Ordinate  =  -I5  ==  0,375  t.)  Um  nun  aus  dem  Auflager- 
druck A^  die  Spannkraft  0^  zu  erhalten,  verfahren  wir  nach 
Fig.  83  c:  Wir  zerlegen  A^  in  Eichtung  von  0«  und  der  Hilfs- 
linie L.  Hiermit  ist  in  Fig.  83  e  die  Stabkraft  O3  für  den  Fall, 
daß  eine  Last  P  =  1,0  t  im  Punkte  6  steht,  gefunden. 

In  derselben  Weise  ist  nun  in  Fig.  83  f  die  Spannkraft  des 
Stabes  0^  für  den  Fall  gefunden,  daß  die  Last  P «  1,0  t  nach 
einem  anderen  Enotenpunkte  gewandert  ist:  Der  Auflagerdruck  A 
wird  immer  durch  die  Einflußlinie  von  A  geliefert.  Dann  wird 
das  betreffende  A  in  Eichtung  von  L  und  Oj  zerlegt  und  hier- 
durch die  letztere  Eraft  gefunden.  Die  Bezeichnungen  0^(4)  usw. 
sollen  darauf  hinweisen,  daß  es  sich  um  die  Spannkraft  des 
Stabes  O3  bei  den  verschiedenen  Stellungen  der  Last  (im  Enoten  4 
usw.)  handelt. 

Eückt  die  Last  links  vom  Schnitte,  so  dürfen  wir  nicht  den 
linken  Trägerteil  betrachten,  sondern  müssen  zum  rechten  über- 
gehen. Dann  werden  also  der  Auflagerdruck  B  und  die  Hilfisgerade 
L'  benutzt.  Deshalb  ist  in  Fig.  83  c  auch  die  Einflußlinie  für  B 
gezeichnet  und  hieraus  die  Spannkraft  0^  bei  den  verschiedenen 
Laststellungen  bestimmt. 

Insgesamt  haben  wir  durch  Fig.  83  f  und  g  für  jede  Stellung, 
die  die  Last  P  =  1,0  t  in  einem  Enotenpunkte  des  vorliegenden 
Trägers  einnehmen  kann,  die  bei  dieser  Laststellung  entstehende 
Spannkraft  des  Stabes  Og  gefunden. 

Die  betreffenden  Werte  Osd),  03(2)  tisw.  wurden  nun  von 
einer  Horizontalen  als  Ordinaten  aufgetragen.  Hierdurch  ergab 
sich  die  Figur  83h.    Diese  Figur  hat  also  folgende  Bedeutung: 
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Steht  in  irgeDdciDem  KDOteopnnkte  des  Trägers  eine  LastP  —  1,0 1, 
so  esgiht  die  unter  dieser  Laststellung  gemessene  Ordinate 
die  Spannkraft,  die  der  Stab  O,  bei  dieser  Laststellang  er< 


Z'-  /.o£ 


Fig.  88. 

fäbrt.  Die  Strecken  Oa(,),  Og(j)  aaw.  stellen  also  die  EinfluB- 
ordinaten  fär  die  Spannkraft  des  Stabes  0,  dar.  Steht  nun  die 
Last  zwischen  zwei  Knotenpunkten,  so  werden  die  Endpunkte 
der  zu  diesen  beiden  Knoten  gehörigen  Ordinate  einfach  durclt 
«>iDe  gerade  Linie  verbanden.     Denn  bei  der  allgemeinen  Unter- 
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suchuDg  von  Einflußlinien  hatte  sich  ergeben,  daß  bei  indirekter 
Belastung  eine  Einflnßlinie  von  Belastungspunkt  zu  Belastungs- 
punkt stets  als  gerade  Linie  verläuft  (Band  I,  §  23,  III.  Satz). 
Durch  diese  Vervollständigung  mittels  gerader  Verbindungslinie 
haben  wir  also  erreicht,  daß  Fig.  83h  jetzt  auch  für  Stellungen 
zwischen  den  Knotenpunkten  gilt;  Steht  irgendwo  auf  dem  Träger 
eine  Last  P=  1^0  tj  so  ist  die  unter  dieser  Lastsiellung  gemessene  \ 

Ordinate  die  zugehörige  SpannJcraft  des  Stabes  0^ .     Wir  nennen  , 

deshalb  Fig.  83  h  die  Einflußlinie  des  Stabes  0,. 

Bei  dieser  Aufgabe  haben  wir  zum  erstenmal  den  Einfluß 
einer  wandernden  Last  auf  die  Spannkraft  eines  Stabes  betrachtet 
und  das  wichtigste  Hil&mittel  bei  diesen  Untersuchungen!  die 
Einflußlinien,  kennen  gelernt.  Im  nächsten  Vortrage  wollen  wir 
uns  ausschließlich  mit  ihnen  beschäftigen  und  zunächst  verschiedene 
bequemere  Methoden  zum  Aufstellen  von  Einflußlinien  für  Ourt* 
und  Fällungsstäbe  erläutern. 


Abschnitt  IL 

Besondere  Methoden  für  Träger  auf  zwei 
Stützen  mit  beweglicher  Belastung. 

Der  Abschnitt  I  dieses  Bandes  brachte  die  allgemeine  Theorie 
der  statisch  bestimmten  Fachwerke.  Wie  ein  solches  System  auch 
gestaltet  und  belastet  sein  möge,  wir  können  jetzt  seine  Spann- 
kräfte ermitteln.  Gewisse  Fragen  der  Praxis  müssen  aber  noch 
weiter  erörtert  werden.  Namentlich  die  Aufgabe:  Wenn  auf  ein 
Fachwerk  eine  bewegliche  Belastung  einwirkt,  wie  erkennen  wir 
diejenige  Laststellung,  die  für  irgendeinen  betrachtet^en  Stab  am 
gefährlichsten  ist  und  wie  berechnet  sich  am  bequemsten  die  bei 
dieser  Laststellung  entstehende  Spannkraft? 

Diese  Aufgabe  soll  in  Abschnitt  II  behandelt  werden  und 
zwar  für  den  Fall,  daß  es  sich  um  ein  einfaches  Dreieckfachwerk 
mit  vertikaler  Belastung  handle. 

3.  Vortrag: 
Methode  der  Einflußlinien,0 

§23. 
EinfluBlinien  für  die  Gurtstäbe. 

Aufgabe:  Auf  dem  Träger  Fig.  84a  befinde  sich  eine  beweg- 
liche Einzellast  P.  Die  bei  den  verschiedenen  Laststellungen  ent- 
stehenden Spannkräfte  im  Obergurtstabe  0»  sollen  bestimmt  werden. 

Bei  der  Lösung  dieser  Aufgabe  wollen  wir  zunächst  nur  den 
Fall  betrachten,  daß  die  wandernde  Last  sich  immer  gerade  in 
den  einzelnen  Knotenpunkten  befinde.  Nachher  erweitern  wir  die 
Untersuchung  natürlich  für  den  Fall,  daß  sie  an  ganz  beliebiger 
Stelle  stehe. 


^)  Dem  Leser  werde  empfohlen,  vor  Durchnahme  dieses  Vortrages  die 
§§  22,  23;  65,  66  von  Band  I  zu  wiederholen,  da  das  Folgende  sich  aufs 
engste  an  diese  Paragraphen  anlehnt. 
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L  Für  Belastung  niir  in  den  einzelnen  Knotenpunkten. 


Es   gibt   verschiedene  Methoden,   um   die  Stabspannung  0^^ 
infolge  einer  solchen  wandernden  Knotenpunktslast  zu  bestiranien; 


Fig.  84. 


^^^M. 


Erste  Methode:  Wir  gehen  von  dera  EtWerschen  Ausdrucke 
0  =  — (Jtforfo)  aus  und  stellen  diesen  mit  Hilfe  der  Einflußlinie 
für  M  für  alle  möglichen  Laststellungen  zeichnerisch  dar. 

Zweite  Methode:  Wir  bestimmen  zunächst  einige  Hilf s werte, ^ 
nämlich  diejenigen  Spannkräfte,  die  infolge  eines  Auflagerdruckes 
A  =  1 1 ,  bzw.  B  =  It  in  dem  Stabe  0  entstehen  würden.  Mit 
Hilfe  dieser  Spannkräfte  —  sie  werden  0^  und  Oß  genannt  — 
lassen  sich  dann  die  bei  irgendeiner  anderen  Belastung  im 
Stabe  0  entstehenden  Spannkräfte  leicht  ausdrücken  und  zeich- 
nerisch darstellen. 
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1.  Mittels  der  Biegungsmomente  Mm* 
Die  Knotenpunkte  mögen  der  Eeihe  nach  0,  1,  .  .^m  genannt 
werden.     Der    dem    Knoten   m    gegenüberliegende    Obergurtstab 
sei  0^.    Bezeichnen  wir  nun  das  Lot  von  m  auf  0,„  m't  r„,  so 
ist  nach  den  Bitter  sehen  Formeln: 


(I)  0««- 

Diese  Formel  wurde  abgeleitet  für  eine  beliebige  Belastung;  sie 
gilt  demnach  für  jede  Stellung,  die  die  Last  auf  dem  Träger  ein- 
nehmen kann.  Mit  anderen  Worten:  In  welchem  Knotenpunkte 
sich  auch  die  Last  P  befinden  möge,  die  Spannkraft  0^  ist  stets 
gleich  dem  bei  der  betreffenden  Laststellung  ent- 
stehenden, negativ  genommenen  Biegungsmoment  M^j  divi- 
diert durch  das  Lot  r,,».  Wir  bekommen  also  die  Spannkraft  0^ 
für  dio  verschiedenen  LaststcUungen,  indem  wir  ganz  einfach  das 
Moment  M^  für  die  verschiedenen  Laststellungen  bestimmen  und 
durch  r»  dividieren.  Hiermit  ist  die  eingangs  gestellte  Aufgabe 
im  Prinzip  erledigt. 

Um  nun  den  Wert  M„^  —  Biegungsmoment  eines  einfachen 
Balkens  für  die  Stelle  w  —  für  alle  möglichen  Stellungen  der 
LastP  zu  finden,  benutzen  wir  am  besten  dieEinf  lußlinie  für  M^- 
Nach  Band  I,  §  65  ergibt  sich  diese,  indem  wir  von  einer  Null- 
achse aus  unter  dem  linken  Auflager  die  Entfernung  x^  und 
rechts  x!n  auftragen  und  kreuzweis  verbinden  (vgl.  Band  I,  Fig.  109  c). 
Jetzt,   bei  der  Berechnung  von  (>„,,   werden  wir  aber   nicht  a?„ 

bzw.  Xmj  sondern  -^  bzw.  — ^  auftragen.    Die  auf  diese  Weise 

entstehende  Fläche  ergibt  dann  augenscheinlich  nicht  die  Werte  Jtf,„, 

sondern  — —  (da  ja  alles  r«mal  so  klein  erscheint);  also  gerade 

das,  was  wir  brauchen. 

In  Fig.  84b  ist  diese  Darstellung  durchgeführt.     Von  einer 

Nullachse  Ä'B'  sind  unter  Ä'  die  Strecke  Ä'C'=  —  und  unter  B' 

x'  ^"* 

die  Strecke  B'D'^  -^  aufgetragen  und  die  Verbindungfelinien  O'B' 

und  D'A'  gezogen.  Man  sieht  dann  deutlich,  daß  die  Fläche  A^E'B' 
diBselbe  Form  hat  wie  die  Einflußfläche  für  das  Moment  M^  eines 
auf  Biegung  beanspruchten  Balkens;  nur  daß  die  Ordinaten  im 

—  fachen  Maßstabe  erscheinen.    Sie  ist  also  die  Einflußfläche  für 


*  M 


den  Wert  — ^,  d.  h.  für  die  Stahhraft  0„. 

1«* 
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Hinsichtlich  der  Vorzeichen  ist  noch  zu  bemerken:  Das 
Biegangsmoment  Jf^  eines  einfachen  Balkens  ist  überall  positiv 
(Band  I,  Fig.  109  c).  Die  Stabkraft  0«  ist  aber  nach  der  obigen 
Formel  gleich  dem  negativ  zu  nehmenden  Werte  If,»,   dividiert 

durch  r«i .   Daraus  folgt,  daß  der  Quotient  0«»  = negativ  ist; 

d.  h.  die  Ordinaten  der  Einflußfläche  0„»  sind  überall  negativ. 
Somit  ist  auch  das  Vorzeichen  festgelegt. 

Zum  Schlüsse  noch  eine  Vereinfachung:  Aus  den  ähnlichen 
Dreiecken  Ä'E'C  und  D'E'B'  folgt,  daß  sich  die  Abstände  des 
Punktes  JB'  von  den  Auflagervertikalen  verhalten  wie  die  Grund- 
linien Ä'C':D'B%  d.  h,  wie  — ^  : -^  =  rr^  :  a?^.     Letzteres  sind 

aber  auch  die  Abstände  des  Punktes  m  in  Fig.  84  a.  Aus  dieser 
Übereinstimmung  des  Verhältnisses  der  Abstände  folgt,  daß  der 
Schnittpunkt  E'  von  Fig.  84  b  vertikal  unter  dem  Bezugspunkte  m 
von  Fig.  84a  liegt,  wie  auch  die  Zeichnung  zeigt.  Dieser  Um- 
stand ermöglicht  eine  Vereinfachung  der  Zeichnung:  Wir  tragen 
A'C  auf,  ziehen  C'B\  loten  den  Bezugspunkt  m  hinunter  und 
bestimmen  hierdurch  den  Punkt  E\  Dann  verbinden  wir  JE?' 
mit  A'  und  erhalten  auf  diese  Weise  die  Einflußfläche  A'E'B\ 
Das  Auftragen  der  Strecke  B'D'  wird  dann  gespart. 

Wiederholung:  Die  Spannkraft  8-  eines  Gurtstabes  ist  direkt 
proportional  dem  Biegungsmomente  M^  für  den  Bezugspunkt  m 
des  betreffenden  Stabes,  und  zwar  besteht  die  Beziehung 


Sm^± 


M^ 


m 


Um  also  die  Stabkraft  8  für  die  verschiedenen  Laststellungen  zu 

M 
erhalten,  kommt  es  nur  darauf  an,  den  obigen  Ausdruck  — ^  für 

die  verschiedenen  Laststellungen  darzustellen.  Dies  geschieht  in 
folgender  Weise:  Wir  zeichnen  eine  Nullachse  A'B' ^  tragen  die 
Werte 


/n/         ^« A        Tif  T\f         ^rn 


A'O'r^^^     und     JB'D'=  '' 


rechtwinklig  zu  A'B'  auf  und  ziehen  die  Verbindungslinien  0'^' 
und  J}'A\     Die  hierdurch  entstehende  Fläche  A'WB'  ist  dann 

M 

die  Einflußfläche  für  den  Wert  — ^   und   somit   auch   für   die 

r« 

Spannkraft  des  Stabes  8^.    Das  heißt:  Befindet  sich  in  irgend- 
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einem  Knotenpunkte  eine  Last  von  1,0  t,  so  stellt  die  unter 
dieser  Laststellung  gemessene  Ordinate  t]  die  gesuchte  Stab- 
kraft 8ff^  dar;  also  8^=^i].  Ist  die  Last  nicht  gerade  1,0  t, 
sondern  P(0»  BO  ist  S^  natürlich  Pmal  so  groß;  also 

Statt  beide  Strecken,  Ä'C  und  JB'D',  zu  zeichnen,  genügt 
es,  eine  derselben  aufzutragen  und  dafür  den  Punkt  E'  durch 
Hinunterloten  des  Bezugspunktes  m  zu  bestimmen. 

Vorzeichen:  Bei  einem  Obergurtstab  sind  die  Ordinaten  der 
Einflußlinie  negativ  zu  nehmen.    Entsprechend:  Für  einen  Unter- 

r  jij 

gurtstab  sind  die  Ordinaten  der  Einflußlinie  positiv.     O  =  —  — ; 

Ml  l  r 

(7-+-.J 


2.  Mittels  der  Spannkräfte  infolge  ^  -  1,0  t  (B  -  1,0  t). 

Zu  einer  etwas  anderen  Darstellung  der  Einflußlinie  gelangt 
man  durch  folgende  Überlegung.  Wir  denken  uns  an  beliebiger 
Stelle  und  zwar  zunächst  recliU  von  m  eine  Last  (P) ,  so  daß  am 
linken  Auflager  eine  Auflagerkraft  Ä  entsteht.  Ermitteln  wir  für 
diese  Belastung  die  Stabkraft  Om»  so  bekommen  wir  z.  B.  nach 
der  Ritter Bohen  Methode: 


+A.a?«  +  O-r„  =  0, 


Der  Bruch  -^  ist  für  den  betreffenden  Stab  eine  bestimmte 

rm 

Zahl.  Aus  der  obigen  Gleichung  ergibt  sich  also  der  Satz:  So- 
lange die  Lasten  rechts  von  m  stehen^  ist  Om  direJct  proportional  dem 
bei  der  beireffenden  Belastung  entstehenden  Auflagerdruck  Ä;  d.  h. 
Om  ist  einfach  der  ÄuflagerdrucTc  Ä ,  multipliziert  mit  einem  Zahlen- 

falcior  (^)  - 

[D.osselbe  Resultat  ergibt  sich  natürlich  auch  mittels  einer  anderen 
Methode,  z.  B.  mittels  Kräfteplan.  Denkt  man  sich  einen  solchen  für 
Fig.  84  a  gezeichnet,  so  ist  klar  ersichtlich,  daß,  solange  zwischen  A  und  0^ 
keine  Last  P  steht,  die  Kraft  0^  direkt  proportional  ist  dor  Kraft  A, 
Für  verschiedene  Werte  von  A  kannte  derselbe  Krftfteplan  benutzt  werden; 
nur  der  Maßstab  der  Kräfte  wäre  anders  zu  nehmen.] 

Nun  denke  ich  mir  die  Last  (P)  so  gewählt,  daß  der  Auflager- 
druck J.  gerade  1,0  t  ist,  und  bestimme  hierfür  nach  irgendeiner  Me 
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thode  (z.  B.  Ritter ^  Cremona)  die  im  Stabe  0«  entstehende  Spann- 
kraft. Sie  werde  Oa  genannt.  Ändert  sich  dann  die  Belastung, 
indem  an  Stelle  von  (P)  z.  B.  an  den  Knoten  I  eine  Last  von  1,0  t 
gehängt  wird,  so  ändern  sich  natürlich  auch  der  Auflagerdruck  und 
die  Spannkraft  im  Stabe  0,„.  Letztere  werde  jetzt  Oi  genannt. 
Nun  haben  wir  aber  soeben  gesehen,  daß  die  Stabkraft  für  alle 
Laststellungen  rechts  von  m  direkt  proportional  ist  dem 
Auflagerdruck  A.  Es  verhält  sich  also  die  bei  Laststellung  I 
entstehende  Spannkraft  [Oj]  zu  der  bei  der  Belastung  (P)  ent- 
standenen [OJ  wie  der  Auflagerdruck  Aj  zu  dem  Auflagerdruck 

1,0  t.     In  Formeln: 

Oi:Oa=-Ai:  1,0  t, 
und  hieraus  folgt: 

(Ha)  O j  =  Oa''^z      [für  Laststellung  rechts  vom  Schnitte], 

d.  h.  sieht  an  beliebiger  Stelle  rechts  van  m  eine  Last  Ifl  <,  so  ist 
die  Spannkraft  im  Stabe  O^n  gleich  dem  Oji  fachen  Auflagerdruck  A. 
Wir  können  also  die  Spannkräfte  graphisch  darstellen,  indem  wir 
die  Einflußlinie  für  den  AuflagerdrucJc  im  Oj^faehen  Maßstabe 
zeichnen.  Hierdurch  ist  eine  zweite  Darstellung  der  Einflußlinie 
für  die  Stabkraft  0«  gefunden. 

Die  EinfluOlinie  für  den  Auflagerdruck  erhalten  wir  bekannt- 
lich, indem  wir  von  einer  Nullachse  A^B'  aus  eine^Strecke  A'C 
gleich  1,0  t  auftragen  und  den  Endpunkt  C  mit  B'  verbinden 
(Band  I,  §  22,  Fig.  52).  Um  aber  die  0„ -Linie  zu  erhalten,  werden 
wir  nicht  1,0  t,  sondern  0^-1,0,  das  ist  0^,  auftragen.  Augen- 
scheinlich erscheint  dann  die  Einflußlinie  für  A  im  0^  fachen  Maß- 
stabe. Sie  wird  also  zur  Einflußlinie  für  das  Produkt 
0^'-4,  das  ist  die  Stabkraft  0«. 

In  Fig.  84c  ist  die  Zeichnung  durchgeführt:  Wir  tragen 
J.'O'  =  l,0-O^  =  0^  auf  und  verbinden  C  mit  B'.  Dann  ist 
die  unter  der  Laststellung  I  liegende  Ordinate  rj^  gleich  dem 
0^  fachen  des  Auflagerdruckos,  d.  h.  gleich  der  Spannkraft  im 
Stabe  Om- 

Diese  Darstellung  gilt  aber  nur  so  lange,  wie  die  Last  P  rechts 
von  dem  Schnitt  a — a  ist.  Tritt  nämlich  die  Last  links  vom 
Schnitte,  so  ist  0  nicht  mehr  direkt  proportional  dem  Auflager- 
drnck  A ,  da  jetzt  außer  A  auch  noch  die  Last  P  =  1,0  t  als 
äußere  Kraft  vorhanden  ist.  In  der  Formel  für  0«  würde  also 
bei  Laststellung  links  von  m  außer  der  Kraft  A  auch  noch  die 
Last  P  vorkommen,  und  die  Darstellung  nur  mit  Hilfe  der-l-Linie 
würde  nicht  mehr  gehen.     [Man  denke  auch  an  den  Kräfteplan: 
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Bevor  man  zu  0^  gelangt,  würde  hinter  A  noch  die  Last  P 
hineinkommen.]  Da  helfen  wir  lyis  nnn,  indem  wir ,  den  Teil 
rechts  vom  Schnitte  betrachten.  Dann  haben  wir  nämlich  wieder 
den  Fally  daß  nur  eine  äußere  Kraft,  und  zwar  der  Auflager- 
druck By  angreift.  Für  alle  Laststollungen  links  von  m  ist  also 
die  Stabkraft  0^  direkt  proportional  dem  Auflagerdruck  B ;  ent- 
sprechend der  Formel: 

(IIb)  Ofn^  Ob'B         [für  Laststellung  links  vom  Schnitte}. 

[Ob  ist  die  Spannkraft  des  Stabes  0^  infolge  eines  angenommenen 
Auflagerdruckes  B  =  1,0  t  und  muß  natürlich  vorher  nach  irgend- 
einer Methode  bestimmt  werden.]  Um  für  diese  Laststellungen 
0„  zu  erhalten,  werden  wir  also  die  B-Linie  benutzen,  indem 
wir  sie  im  0^ fachen  Maßstabe  zeichnen:  Wir  tragen  unter  B  die 
Strecke  B'D'  =  Os  •  1,0 ,  das  ist  O^,  auf  und  verbinden  D'  mit  Ä\ 
Die  Ordinaten  dieser  Linie  ergeben  dann  den  Auflagerdruck  B 
im  Ob  fachen  Maßstabe,  also  die  gesuchte  Stabkraft  0»  (für  die 
Laststellungcn  links  von  m). 

Insgesamt  haben  wir  also  in  Fig.  84c  die  beiden  Linien  C'B' 
und  D'A'.  Die  erstere  —  Einflußlinie  für  das  Produkt  O^i'A  — 
gut  für  alle  Laststellungen  rechts  vom  Schnitte  oc — x .  Die  zweite 
—  £-Linie  im  0^  fachen  Maßstabe  —  gilt  für  die  Laststellungen 
links  vom  Schnitte.  Das  durch  diese  beiden  Linien  gebildete 
Dreieck  A'E'B'  gilt  also  für  alle  Laststellungen.  In  welchem 
Knotenpunkte  auch  die  Last  sein  möge,  die  unter  der  Laststellung 
gemessene  Ordinate  gibt  die  bei  dieser  Laststellung  entstehende 
Spannkraft  des  Stabes  0„,.  Dreieck  A'E'B'  ist  die  Einflußfläche 
von  0,».  ■ 

Vorzeichen:  Bestimmt  man  nach  irgendeiner  Methode  die 
Hilfewerte  0^  und  Ob  9  so  wird  man  finden,  daß  beide  negativ 
herauskommen  (vgl.  die  Beispiele  des  folgenden  Paragraphen). 
Daraus  folgt,  daß  die  Ordinaten  von  Fig.  84  c  negativ  sind.  Bei 
einem  Untergurtstabe  würden  sich  die  entsprechenden  Werte 
positiv  ergeben. 

Vereinfachung:  Der  Punkt  J5'  liegt  vertikal  unter  dem  Punkte  w 
der  Systemfigur.  Dies  wurde  bereits  vorher  an  Hand  von 
Fig.  84  b  bewiesen.  Es  folgt  aber  auch  daraus,  daß  der  Punkt  m 
sowohl  zum  rechten  als  auch  zum  linken  Trägerteile  gezählt 
werden  kann.  Seine  zugehörige  Ordinate  muß  also  sowohl  zur 
Linie  O'B'  wie  zu  D'A^  gehören,  d.  h.  sie  muß  am  Schnittpunkte 
dieser  beiden  Linien  liegen.  Aus  diesem  Umstände  folgt,  daß  wir 
nur  die  Strecke  il'0'=04  aufzutragen  und  die  Verbindungslinie  O'JB' 
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ZU  ziehen  brauchen.  Durch  Hinunterloten  des  Punktes  m  können 
wir  dann,  den  Punkt  E'-  festlegen  und  haben  hierdurch  das  ge- 
samte Dreieck  A'E'B\  Auf  diese  Weise  sparen  wir  das  Auftragen 
des  Wertes  0^. 

Wiederholung:  Die  Spannkraft  eines Gurtstabes  bei  wandernder 
Last  läßt  sich  so  darstellen,  daß  sie  direkt  als  ein  Mehrfaches 
des  Auflagerdruckes  erscheint.  Dies  wird  dadurch  ermöglicht, 
daß  immer  derjenige  Fachwerkteil  betrachtet  wird,  auf  dem  die 
Last   nicht   steht.     Hierdurch   ergeben   sich   dann   die  Formeln 


(IIa) 
(IIb) 


O^Ob'B 


[für  Laststellung  rechts  vom  Schixitte], 
[  ff  »  links        „  „      ]. 


Die  Darstellung  der  Stabkraft  0  für  verschiedene  Laststellungcn 
läuft  also  hinaus  auf  die  Darstellung  der  obigen  Produkte  für 
verschiedene  Laststellungen.  Die  Bedeutung  der  Faktoren  0^ 
und  Ob  ist  folgende:  Oj,  ißt  die  Spannkraft  im  Stabe  0  für  den 
Fall,  daß  am  linken  Teile  nur  ein  Auflagerdruck  A  von  gerade 
1,0  t  als  einzige  äußere  Kraft  wirke.  Entsprechend  ist  der  Faktor 
Oß  nichts  anderes  als  die  Spannkraft  des  Stabes  0  für  den  an- 
genommenen Fall,  daß  rechts  nur  ein  Auflagerdruck  von  gerade 
1,0  t  wirke.  Sobald  nun  diese  Hilf s werte  0^  und  Ob  nach  irgend- 
einer Methode  ermittelt  sind,  werden  sie  von  einer  NuUachse  A^B^ 
aus  aufgetragen  und  die  Verbindungslinien  O'JB'  und  D'J.'  ge- 
zogen. Die  erstere  stellt  dann  die  il -Linie  im  0^  fachen  Maß- 
stabe, d.  h.  das  Produkt  0^  •  J. ,  dar.  Sie  gibt  demnach  die 
Stabkraft  0  für  die  Laststellungen  rechts  vom  Schnitte.  (Der 
Teil  links  vom  Schnitte  ist  also  von  dieser  Linie  nicht  zu  brauchen.) 
Die  Ordinaten  der  zweiten  Verbindungslinie  stellen  den  Auflager- 
druck B  im  Ojs fachen  Maßstabe  dar.  Sie  ergeben  die  Spann- 
kraft 0  für  Laststellungen  links  vom  Schnitte.  (Von  dieser  Linie 
ist  also  der  rechte  Teil  unbenutzbar.)  Insgesamt  entsteht  aus 
beiden  Linien  das  Dreieck  A^E'B^,  in  dem  somit  alle  Laststellungen 
enthalten  sind:  Einflußfläche  für  0«». 

Meistens  werden  wir  aber  nur  eine  der  beiden  Strecken  0^ 
und  Ob  auftragen  und  die  Spitze  E^  der  Einflußfläche  durch  Hin- 
unterloten dea  Bezugspunktes  m  des  betreffenden  Stabes  finden. 

Vorzeichen:  Die  Vorzeichen  der  Hilfswerte  0^  und  Ob  ergeben 
sich  natürlich  bei  deren  Berechnung.  Durch  die  Vorzeichen  von 
0^  und  Ob  sind  dann  gleichzeitig  auch  die  Vorzeichen  der  zu- 
gehörigen Produkte  Oa*A  (Linie  O'B')  und  Ob-B  (Linie  1)'A') 
bestimmt. 
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Die  Werte  Oa  tind  Ob  können  nach  irgendeiner  Methode 
ermittelt  werden.  Bestimmen  wir  sie  nach  JBtffer,  so  geht  dieses 
Verfahren  über  in  das  unter  1)  gezeigte  (Fig.  84  b).  Denn  in 
diesem  Falle  sind  die  aufzutragenden  Werte 

1,0 'gm  f.  l,Q'a?'« 

Ua=- »  UjB  = , 

also  dieselben  wie  bei  Fig.  84b.  Wir  können  sie  aber  auch  nach 
einer  der  übrigen  Methoden  bestimmen,  so  daß  die  unter  2)  er- 
läuterte Darstellung  der  Einflußlinie  die  allgemeinere  ist. 


11^  Für  Belastung  aaeh  »wischen  den  Knotenpunkten, 

Bisher  haben  wir  die  Berechnung  für  den  Fall  durchgeführt, 
daß  die  Belastung  direkt  in  den  einzelnen  Knotenpunkten  wirke. 
Kun  haben  wir  aber  bei  den  im  Brückenbau  verwendeten  Fach- 
werkträgern fast  stets  eine  indirekte  Belastung  (mittels  Längs- 
und Querträger).  Und  auch  bei  Eranträgern  und  ähnlichen  Kon- 
struktionen, bei  denen  die  Lasten  sich  direkt  auf  den  Gurtstäben 
bewegen,  muß  die  Berechnung  zunächst  für  indirekte  Belastung 
durchgeführt  werden.  [§  18  I,  Paohwerke  mit  Belastung  außerhalb  der 
Knotenpunkte:  Falls  die  Zwischenlasten  P  rechtwinklig  zum  Stabe  wirken, 
ist  dessen  Spannkraft  so  zu  berechnen^  als  ob  Quer-  und  Längsträger  vor- 
handen wären  und  die  Belastung  auf  diesen  stände.  Das  Biegungsmoment 
infolge  der  direkten  Belastung  des  Stabes  muß  natürlich  bei  Berechnung 
der  Spannungen  besonders  berücksichtigt  werden.   Vgl.  §  19,  4.  Aufgabe.] 

Unsere  bisherige  Untersuchung  der* Gurtkräfte  muß  also  noch 
für  diesen  Belastungsfall  erweitert  werden. 

Das  ist  nun  bald  geschehen.  Bei  der  allgemeinen  Betrachtung 
von  Einflußlinien  hatten  wir  u.  a.  folgenden  Satz  aufgestellt  (Bandl, 
§23,  Satz  III):  „Die  Einflußlinie  für  indirekte  Belastung  ergibt 
sich  stets  dadurch,  daß  man  zunächst  nur  direkte  Belastung  be- 
rücksichtigt und  dann  die  unter  den  Belastungspunkten  liegenden 
Ordinaten  durch  gerade  Linien  verbindet."  Letztere  Ordinaten 
haben  wir  aber  gerade  in  dem  vorigen  Absätze  dieses  Paragraphen 
bestimmt.  Wir  verbinden  also  deren  Endpunkte  durch  gerade 
Linien  und  finden  dann  auch  für  Belastung  zwischen  den  Knoten- 
punkten durch  einfaches  Hinunterloten  der  Laststellung  die  ge- 
suchte Stabkraft. 

In  Fig.  85  sind  auf  diese  Weise  bei  zwei  Systemen  die  voll« 
ständigen  Einflußlinien  für  verschiedene  Stäbe  gezeichnet.  Hier- 
bei zeigt  sich,  daß  die  Vorhin  erwähnten  geraden  Yerbindun^linien 
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meistens  schon  durch  die  vorhergegangene  Zeichnung  mitgeliefert 
werden.  Beispielsweise  bei  dem  Stabe  0  von  Fig.  85  a:  Zunächst 
wird  nach  Absatz  I  dieses  Paragraphen  das  Dreieck  A'E'B'  ge- 
zeichnet. Lotet  man  dann  die  Belastungspunkte  hinunter  (Punkte 
1 ,  2  usw.)  und  will  die  Endpunkte  (V ,  2'  usw.)  der  betreffenden 

O 


1 


pAfJft 


1     .,.""■'£' 


Fig.  85- 


Ordinaten  durch  gerade  -Linien  miteinander  verbinden,  so  findet 
man,  daß  diese  Verbindungslinien  sämtlich  in  die  bereits  gezeich- 
neten Seiten  des  Dreieckes  A'E'B'  fallen.  Man  sieht  also:  Bei 
der  Querträgeranordnung  Fig.  85a  ist  die  Einflußlinie  A'E'B\ 
die  für  den  Fall  gezeichnet  wurde,  daß  die  Lasten  direkt  in  den 
Knotenpunkten  des  Fach  Werkes  angreifen,  auch  für  indirekte  Be- 
lastung gültig. 

Daß  dieses  aber  nicht  immer  zutrifft,  sieht  man. an  Fig.  85c. 
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Für  den  Stab  0  ist  m  der  Bezugspunkt.  Es  ist  also  A'E'B'  in 
Fig.  85 d  die  Einflußlinie  für  direkte  Belastung.  [Der  Knick  JE?' 
der  Einflußlinie  liegt  immer  unter  dem  Bezugspunkte  m.]  Steht 
nun  bei  I  eine  Last  P  =  1,0  t,  so  sind  1  und  2  die  Belastungs- 
punkte. Ihre  Ordinaten  sind  y}^  und  r}^ ,  und  deren  Verbindungs- 
linie ist  bereits  vorhanden.  Steht  die  Last  aber  an  Stelle  II ,  so 
sind  3  und  4  die  Belastungspunkte.  Deren  Ordinaten  siüd  tj^ 
und  tj^ ,  und  man  sieht,  daß  die  Verbindungslinie  3'  4'  neu  ge- 
zeichnet werden  muß  und  nicht  mit  der  ursprünglichen  Einfluß- 
linie übereinstimmt.  [Auch  aus  der  Anschauung  erkennt  man,  daß 
eine  direkt  im  Punkte  m  hängende  Last  eine  andere  Spannkraft 
hervorruft,  als  wenn  sie  auf  dem  Längsträger  steht  und  von  diesem 
nach  beiden  Seiten  übertragen  wird.]  Steht  die  Last  auf  den 
Schleppträgem,  so  müssen  die  Verbindungslinien  5' 6'  und  7' 8' 
gezogen  werden.  Die  gebrochene  Linie  5'  6'  3'  4'  7'  8'  ist  also  die 
Einflußlinie  für  den  Stab  0  bei  indirekter  Belastung. 

In  Fig.  85 e  ist  noch  die  Einflußlinie  für  den  üntergurtstab  V 
von  System  Fig.  85c  gezeichnet:  Zunäc^hst  das  Dreieck  A'E'B' 
für  direkte  Knotenpunktsbelastung,  dann  vervollständigt  durch 
Hinunterloten  der  Belastungspunkte.  Der  Wert  TJa  —  Spannkraft 
im  Stabe  17 ,  falls  links  von  seinem  Bezugspunkte  nur  ein  ange- 
nommener Auflagerdruck  J.  =  1,0  t  als  einzige  äußere  Kraft  wirkt 
—  ergibt  sich  für  einen  üntergurtstab  positiv.  Deshalb  ist  die 
ganze  Einflußfläche  positiv. 

§  24. 

Beispiele  zu  §  23. 

Vorbemerkung:  Im  folgenden  ist  konsequent  dieselbe  Bezeich- 
nung der  bei  den  Einflußlinien  vorkommenden  Größen  beibehalten, 
wie  im  vorigen  Paragraphen  bei  der  Ableitung:  Die  Nullachse, 
von  der  aus  alle  Ordinaten  abzumessen  sind,  heißt  A'B';  die 
Strecken  0^  und  Ob  heißen  stets  A'C  und  B'D\  Die  beiden 
sich  kreuzenden  Linien,  die  die  Einflußlinien  bilden,  sind  also  C'B' 
und  B'A\  Der  Schnittpunkt  dieser  beiden  Linien,  die  Spitze  des 
Einflußdreieckes,  heißt  E\  Wie  vorhin  bewiesen,  liegt  E'  stets 
unter  dem  Bezugspunkte  m  des  betreffenden  Stabes. 

Erste  Aufgabe. 

Auf  dem  Untergurt  der  in  Fig.  86a  gezeichneten  Dachhonstruk' 
Hon  läuft  ein  Lasthaken  von  0,80 1  Gesamihelastung.  Der  Einfluß 
dieser  wandernden  Last  auf  die  Ourtstäbe  ist  zu  untersuchen! 


Ui^UJtJUL 


Fig.  86. 


UM 


Fig.  87. 
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Wegen  der  grundsätzlichen  Wichtigkeit  wollen  wir  das  Ver- 
fahren an  diesem  einfachen  Beispiel  in  vollster  Ausführlichkeit 
durchgehen,  und  zwar  nach  Methode  2  des  vorigen  Paragraphen. 

a)  Ermittlung  der  Hilfswerte  0^,  Ua  't^nd  0^,   Üb* 

Der  zu  irgendeinem  Stabe  0  gehörige  Faktor  0^  ergibt  sich, 
entsprechend  der  Entwicklung  der  Methode,  auf  Grund  des  fol- 
genden gedachten  Belastungszustandes:  Links  von  dem  zu  dem 
Stabe  gehörigen  Schnitte  wirke  nur  ein  Auflagerdruck  A  von  gerade 
1,0  t.  Weitere  äußere  Kräfte  links  vom  Schnitte  seien  nicht  vor- 
handen. Die  durch  diesen  Auflagerdruck  A  *=  1,0  t  in  dem  be- 
treffenden Stabe  hervorgerufene  Spannkraft  ist  dann  der  Faktor  0^ . 

Demgemäß  wurde  in  Fig.  86  b  auf  das  Fachwerk  eine  Kraft 
Jl  =  1,0  t  wirkend  angebracht  und  für  diesen  gedachten  Belastungs- 
fall die  Stabkräfte  bestimmt  (Kräfteplan  Fig.  86c).  Augenschein- 
lich erhält  man  dann  auf  einmal  für  sämtliche  Stäbe  die  zuge- 
hörigen Werte  0^  bzw.  Uj_ .  Denn  jeder  Stab  befindet  sich  in 
der  oben  beschriebenen  Lage:  links  von  ihm  nur  der  Auflager- 
druck Jl  =  1,0  t  als  einzige  äußere  Kraft,  und  für  diesen  Fall  die 
Spannkraft  ermittelt.  Die  Arbeit,  die  Faktoren  0^  und  Ua  zu 
bestimmen,  ist  hiermit  für  sämtliche  Stäbe  erledigt. 

Eine  Frage  muß  aber  noch  besprochen  werden,  die  wohl  schon 
jedem  Anfänger  Kopfzerbrechen  bereitet  hat:  Die  Konstruktion 
Fig.  86  b  stellt  doch  gar  keinen  möglichen  Gleichgewichtszustand 
dar;  wie  können  denn  dafür  Spannkräfte  bestimmt  werden?  Hierzu 
ist  zu  bemerken:  An  und  für  sich  muß  auf  die  Konstruktion 
Fig.  86  b  natürlich  noch  eine  andere  Kraft  P  wirken,  damit  dieser 
Auflagerdruck  von  J.  =  1,0  t  überhaupt  erzeugt  werden  kann.  In 
der  Systemfigur  und  folglich  auch  im  Kräfteplan  ist  also  noch 
diese  erzeugende  Kraft  P  hinzuzudenken.  Die  Spannkraft  irgend- 
eines Stabes  stellt  sich  demnach  im  allgemeinen  dar  als  die 
Summe  der  Wirkungen  dieser  beiden  Ursachen  (A  und  P).  Nun 
können  wir  aber  zweifellos  für  die  Eechnung  zunächst  die  eine 
Ursache  vornehmen  (A  =  1,0  t)  und  ihre  Wirkung  auf  die  Kon- 
struktion feststellen,  und  dann  die  andere  Ursache  (P).  Das  erstere 
ist  in  Fig.  86b  und  c  geschehen.  Hier  ist  die  Teihirsache  J.  =  1,0  t 
in  ihrer  Wirkung  auf  das  System  festgestellt.  Es  müßte  noch  hin- 
zukommen  die  Untersuchung  der  Wirkung  der  Last  P.  Doch 
brauchen  wir  diese  Untersuchung  nicht,  da  wir  ja  durch  geschickte 
wechselseitige  Betrachtung  des  linken  und  rechten  Trägerteiles  bei 
den  Einflußlinien  nur  mit  den  Auflagerdrücken  A  und  B  arbeiten. 
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[Man  findet  über  diesen  Punkt  auch  folgende  Darstellung:  „Man  denke 
sich  das  Fachwerk  am  rechten  Ende  eingespannt  und  nehme  nun  eine 
Kraft  il  =  1,0  t  wirkend  an.  Die  hierbei  sich  ergebenden  Spannkräfte  sind 
dann  die  Werte  0^  und  Üa  ."  Hierbei  tritt  also  keine  Schwierigkeit  hin- 
sichtlicli  des  Gleichgewichtszustandes  auf.  Trotzdem  kann  der  Gedanken- 
gang nicht  befriedigen.  Denn  mit  welchem  Hechte  darf  man  ein  Fach- 
werk^  das  doch -in  Wirklichkeit  durchaus  nicht  eingespannt  ist,  auf  einmal 
als  eingespannte  Konstruktion  behandeln?  Diese  Darstellung  überdeckt  die 
Schwierigkeiten,  erklärt  sie  aber  nicht.] 

Der  Kräfteplan  Fig.  86c  geht  bis  zu  den  Stäben  O3,  I>4,  I74 . 
Am  Punkte  7  würde  sich  ergeben,  daß  es  gar  nicht  möglich  ist, 
hier  ein  geschlossenes  Polygon  zu  erhalten.  Dies  kommt  eben  da- 
her, weil  Fig.  86b  in  dieser  Form  (d.  h.  ohne  äußere  Belastung  P) 
gar  kein  praktisch  existierender  Belastungszustand  ist.  Wir  hören 
also  mit  dem  Kräfteplan  Fig.  86  c  da  auf,  wo  sich  ein  Wider- 
spruch einstellen  würde  (Punkt  7).  Denn  wir  haben  dann  bereits 
alle  Kräfte,  die  wir  zu  den  Einflußlinien  brauchen. 

In  Fig.  86  d  und  e  ist  nun  der  Zustand  jB  =  1,0  t  untersucht. 
Es  gelten  genau  dieselben  Überlegungen  wie  beim  Zustand  J.  =  1,0 1. 

h)  Aufzeichnen  der  Einflußlinien, 

Nun  haben  wir  alle  Hilfswerte  Oa  und  U^ ,  und  Oß  und  Uß  > 
und  das  Aufzeichnen  der  Einflußlinien  kann  beginnen:  Von  der 
Nullachse  A'B'  wird  A'C  gleich  der  Spannkraft  des  betreffenden 
Stabes  infolge  A  =  1,0  t  angetragen,  und  B'C^  gleich  der  Spann- 
kraft infolge  B  =  1,0  t  (Kräftepläne  Fig.  86  c  und  e).  Dann  wird 
kreuzweis  verbunden  und  die  Einflußlinie  ist  fertig.  Der  Maßstab, 
in  dem  die  Ordinaten  die  Spannkraft  ergeben,  ist  durch  den  Maß- 
stab bestimmt,  in  dem  die  Hilfsspannkräfte  Oa  nsw.  aufgetragen 
sind,  und  das  Vorzeichen  der  Ordinaten  ist  ebenfalls  durch  das 
Vorzeichen  der  Strecken  Ä^O'  und  B'D^  mitbestimmt.  Hierdurch 
sind  die  Einflußflächen  festgelegt.  Nur  sei  noch  daran  erinnert, 
daß  man  das  Auftragen  der  Werte  Oß  und  Uß  sparen  kann,  da 
der  Schnittpunkt  E'  stets  unter  dem  Bezugspunkte  des  betreffen« 
den  Stabes  liegt.  In  Fig.  86  und  87  sind  trotzdem  beide  Werte, 
Oa  und  Oß  bzw.  Ua  und  Uß ,  benutzt,  nur  um  einmal  die  Sache 
so  gründlich  wie  möglich  durchzunehmen. 

Bei  der  Einflußlinie  für  U^  fällt  der  Punkt  E'  in  den  Punkt  B\ 
Die  Einflußlinie  A'E'B'  fällt  also  mit  der  Nullachse  A'B'  zu- 
sammen; d.  h.  sie  hat  überall  die  Ordinaten  ,.Null'^ 

c)' Auswerten  der  Einflußlinien. 
Wenn  nun  die  Einflußlinien  fertig  sind,  muß  die  Belastung 
eingetragen  werden.   Da  im  vorliegenden  Falle  nur  die  eine  Last 
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Fig,  88 
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P  =  0,80 1  vorhanden  sein  soll,  kann  man  sofort  für  jeden  Stab 
angeben,  bei  welcher  Stellung  der  Last  er  die  größte  Spannkraft 
erhält:  Die  Last  muß  da  aufgestellt  werden,  wo  die  Einflußlinie 
die  größte  Ordinate  hat.  Demnach  ist  die  Last  bei  jeder  Ein- 
flußlinie eingezeichnet. 

Zum  Schluß  werden  dann  die  Produkte  ,,Last  mal  Ordinate^' 
berechnet.  Die  Ausrechnung,  stellt  man  in  Tabellen  zusammen 
oder  schreibt  sie,  wie  in  Fig.  86  und  87,  direkt  zu  den  Einfluß- 
linien hinzu.     Dann  erst  ist  die  Arbeit  zu  Ende. 


Zweite  Aufgabe. 

Die  Gurtstäbe  des  Ualhparahelirägera  Fig,  S8  sind  mittels  Ein* 
flußlinien  zu  berechnen! 
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Die  Belastung  bestehe  aus  einer  Feldbahn.  Die  Lokomotive 
(Fig.  88  b)  hat  2  Achsen  von  4,0  t  Eaddruck,  die  Wagen  (Fig.  88  c) 
haben  je  2  Achsen  von  2,0  t  Eaddruck.  Die  Lokomotive  ist  an 
der  Spitze  des  Zuges  anzunehmen  oder,  falls  es  ungünstiger  ist, 
zwischen  den  Wagen. 

Die  Einflußlinien  wollen  wir  jetzt  mittels  der  Werte  O^,  ü^ 
und  der  Punkte  E'  bestimmen;  die  Werte  Ob  und  TJ^  sollen  also 
nicht  mehr  benutzt  werden.  Um  die  Ililfswerte  O^,  ü^  zu  erhalten, 
ist  für  J.  =  1,0  t  ein  Kräfteplan  gezeichnet  (Fig.  88 d).  Da  das 
System  symmetrisch  ist,  werden  wir  die  Binflußlinien  nur  für  die 
Stäbe  der  einen  Fachwerkhälfte  darstellen.  Demgemäß  braucht 
auch  der  Kräfteplan  Fig.  88d  nur  bis  zur  Systemmitte  gezeichnet 

■ 

zu  werden. 

Die  einzelnen  Einflußlinien  sind  in  Fig.  88e  -  h  und  Fig.  89  b — d 
konstruiert:  Zunächst  die  Nullachse  A'B\  dann  A'(7'==0^,  bzw. 
Üa  aufgetragen  und  Linie  G'B'  gezogen,  dann  den  Bezugspunkt 
des  betreffenden  Stabes  hinuntergelotet  und  hierdurch  Punkt  E' 
bestimmt,  schließlich  Linie  A'E'\ 

Sobald  die  Einflußlinien  aufgezeichnet  sind,  kommt  die 
Hauptarbeit:  das  Aufstellen  der  gefährlichen  Laststellung  für 
die  einzelnen  Stäbe.  Hierbei  geht  Probieren  über  Studieren, 
Man  kann  zwar  auch  gewisse  mathematische  Kennzeichen  für  die 
gefährliche  Laststellung  aufstellen  (§  28),  doch  sind  diese  um- 
ständlich und  nur  mit  Einschränkung  gültig.  Namentlich  sind 
sie  unpraktisch,  wenn  selbst  die  Art  der  Belastung  —  ob  die 
Lokomotive  vorne  oder  inmitten  der  Wagen  steht  —  noch 
variabel  ist. 

Das  Grundprinzip  beim  Auswerten  der  Einflußlinien  ist: 
Da,  wo  die  größten  Ordinaten  sind,  müssen  die 
schwersten  Lasten  aufgestellt  werden.  Und  ferner: 
Über  dem  Knickpunkt  einer  Einflußlinie  muß  stets 
eine  (möglichst  schwere)  Last  stehen.  Im  übrigen  muß  man 
etwas  probieren. 

[In  schwierigen  Fällen  zeichne  man  den  Lastenzug  (eventuell 
in  verschiedenen  Anordnungen)  auf  ein  Stück  Pauspapier,  lege 
dieses  auf  die  betreffende  Einflußlinie  und  untersuche  nun  durch 
Verschieben  des  Pauspapiercs  einige  Stellungen  (vgl.  Band  I,  §  22  a, 
erstes  Beispiel).  Aus  dem  Vergleiche  zwischen  den  Ordinaten, 
die  beim  Verschieben  verloren  gehen  und  denen,  die  neu  hinzu- 
kommen, findet  man  dann  bald  den  Größtwert  der  betreffenden 
Stabkraft.] 
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Öfeim  Ausrechnen  der  Produkte  „Last  mal  Ordinate"  wird 
man  natürlich  zur  Erleichterung  der  Eechenarbeit  möglichst  von 
dem  Satze  Gebrauch  machen  (Band  I,  §  23,  I.  Satz):  Steht  eine 
Gruppe  von  Lasten  über  einem  geraden  Stücke  einer  Einflußlinie, 
so  braucht  man  nicht  die  einzelnen  Produkte  P«  97  zu  bilden,  sondern 
nimmt  einfach  die  Besultierende  jB  der  Lasten  mal  der  zu  B  ge- 
hörigen Ordinate  rj^. 

Nach  diesen  Gesichtspunkten  über  Aufsuchung  der  gefähr- 
lichen Laststellung  und  Bestimmung  der  Produkte  P  •  tj  sind  nun 
in  Fig.  88,  89  die  Einflußlinien  „ausgewertet".  Es  ist  nicht  aus- 
geschlossen, daß  der  Leser  beim  Durcharbeiten  der  Beispiele  hier 
oder  da  eine  andere  Laststellung  findet,  die  eine  größere  Spann- 
kraft liefert.  Dann  wird  er  aber  selber  zu  dem  wichtigen  Er- 
fahrungssatze kommen:  Die  Unterschiede,  die  sich  bei  den  ver- 
schiedenen, annähernd  ungünstigsten  Laststellungen  eines  Stabes 
ergeben,  sind  so  gering,  daß  es  sich  wirklich  nicht  lohnt,  stunden- 
lang an  einer  Einflußlinie  herum  zuprobieren. 

Um  Zweifeln  zu  begegnen,  sei  zum  Schlüsse  bemerkt,  daß 
ein  genaueres,  praktisch  brauchbares  Verfahren  als  die  Einfluß- 
linien, das  etwa  mit  mathematischer  Sicherheit  die  gefährliche 
Laststellung  angibt,  in  solchen  Fällen  nicht  existiert  und  natur- 
gemäß auch  nicht  existieren  kann. 

Dritte  Attfgit»e, 

Die  Stdbhräfte  in  den  Ourtungen  sind  nach  MögUchIceit  aus- 
einander zu  entwickeln!    (Verringerung  der  Zeichenarbeit.) 

1*  Beim  Faehwerk  mit  Hanptvertlkalen  (Fig.  90a). 

Wir  legen  einen  Schnitt  oc — oc  so,  daß  er  außer  durch  zwei 
Gurtkräfte  0  und  V  nur  noch  durch  eine  Vertikale  geht.  Dann 
schreiben  wir  die  Gleichgewichtsbedingung:  „Summe  der  Horizontal- 
Projektionen  aller  Kräfte  gleich  Null'S  ^^^  den  linken  oder  rechten 
Trägerteil  an  und  erhalten  sofort  folgende  Beziehung  zwischen 
diesen  beiden  Stabkräften  O  und  U: 

(I)  O'COSjff  =»  —  l7-cosy  . 

In  Worten:  Die  Horizontalprojektion  der  Obergurtkraft  0 
ist  stets  gleich  groß  und  entgegengesetzt  gerichtet  der 
Horizontalprojektion  der  Untergurtkraft  U. 

Mittels  dieser  einfachen  Beziehung  lassen  sich  nun  je  ein 
Ober-  und  Untergurtstab  auseinander  entwickeln: 

17* 
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(II) 


(III) 


Sobald  0  berechnet  ist,  folgt  hieraus:    U  -=  —0 
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Beim  Berechnen  eines  Fachwerkes  mit  Hauptvertikalen  braucht 
man  also  bei  zwei  solchen  Stäben  0  und  U  nur  für  einen  von 
ihnen  die  Einflußlinie  zu  zeichnen.  Der  andere  folgt  dann  direkt 
durch  Anwendung  der  Beziehung  (11)  oder  (III). 

Zusatz:  Bei  gleichen  Feld  weiten  X  (Fig.  90  a)  kann  man  noch 
in  den  Formeln  die  oosß  und  cosy  durch  die  Stablängen  o  und  u 
ersetzen: 


cos^  =  ~  ;         cosy  =  — 


u 


cos/S 
cosy 


o 


[)ann  gehen  die  Beziehungen  (I),  (II)  und  (III)  über  in: 

0  :o^-{U  :u)  , 


(la) 
(II  a) 

(II  la) 
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Übungsaufgabe:  Man  berechne  bei  den  Fachwerken  Fig.  86a 
und  Fig.  88a  die  Untergurtstäbe  ü,  indem  man  sie  mittels 
Formel  (II)  oder  (IIa)  aus  den  Obergurtstäben  0  ableitet;  also 
ohne  Zuhilfenahme  von  Fig.  87  und  Fig.  89 !  (Bei  diesen  Aufgaben 
isty  =  0,  also  cosy  =  l.  Kleine  sich  ergebende  Unterschiede 
gegenüber  den  in  Fig.  87  und  Fig.  89  gefundenen  Werten  rühren 
natürlich  von  Abrundungen  her.) 

• 

2.  Beim  Fachwerk  mit  Uilts vertikalen  (Fig.  90  b). 

Bei  diesem  lassen  sich  je  zwei  Obergurtstäbe  bzw.  je  zwei 
Untergurtstäbe  auseinander  entwickeln.  Wir  wenden  wieder 
die  Gleichgewichtsbedingung  i?,  =  0 ,  jetzt  aber  auf  einen  Knoten- 
punkt w,  an.  Dann  läßt  sich  (entsprechend  der  obigen  Ent- 
wicklung) für  zwei  aneinander  stoßende  Gurtstäbe  S^  und  Ä,  hin 
schreiben : 

8^  •  cos/?,   =  Sq  •  C08/?2  , 

cos/?i 
cos/^a 

C0S/?2 


(IV) 
(V) 


Ä2  =  Sl 


(VI) 


> 


s, 


cos/?j 
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Bei  gleichen  Feld.vieitenX  kann  man  diese  Formeln  auch  so  schreiben: 


Fig.  90. 


Bei  zwei  solchen  Stäben  8i  und  £^2  braucht  man  also  nur  für 
einen  von  ihnen  die  Einflußlinie  zu  zeichnen.  Der  andere  kann 
dann  nach  den  obigen  Formeln  direkt  hingeschrieben  werden. 


Vierte  Antgabe, 

Der  in  der  «weiten  Aufgabe  behandelte  Halbparabelträger  ist  für 
eine  bewegliche  gleichmäßig  verteilte  Belastung  p  =  2,00  tfm  zu  unter- 
suchen! Die  Spankräfie  0  und  U  sind  hierbei  nach  Möglichkeit 
auseinander  zu  entunckeln  (Fig.  91). 
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Die  Einflußlinien  von  Fig.  88,  89  können  direkt  wieder  Ter- 
vendet  werden.  Zur  Einübung  mögen  die  Spannkräfte  0^,  Vj, 
auch  analytisch  bestimmt  werden  (Maße  s.  §  22,  5.  Aufgabe) : 

üi  =  0,0O, 

ü.  =+1^:^00.    =+2.00, 

^   _      J^O.  16,00    _      ,,o 
*  ~  *"  4,60^0,999    --^'^»• 

Hiernach  kann  man  die  Ordinalen  der  Einflußlinien  aach  mit 
rechaerischer  Genauigkeit  festlegen; 

Für  die  Stabkräfte  0^,  Og  und  0,  sind  keine  besonderen 
Einflußlinien  gezeichnet,  sondern  sie  sind  aus  V^ ,  V^  und  JJ^  ent- 
wickelt [Formel  (III)  der  vorigen  Aufgabe]. 

Nun  die  Aufsuchung  der  gefährlichen  Laststellungen.  Beispiels- 
weise für  den  Stab  TJ%.  Alle  Ordinaten  der  Einflußlinie  haben 
das  gleiche  (positive)  Vorzeichen.  Die  größte  Spannkraft  entsteht 
also  dann,  wenn  alle  Ordinaten  mit  Lasten  besetzt  sind;  d.  h. 
wenn  die  gesamte  Spannweite  belastet  ist.  Die  gefährlichate  Be- 
lastung eines  Owrtsiabea  ist  die  VMbelastung,  Hiernach  ist  für 
jeden  Stab  die  Belastung  eingezeichnet. 

Schließlich  die  Ausrechnung  der  Produkte  „Last  mal  Ordi- 
nate". Hierfür  haben  wir  bei  der  allgemeinen  Untersuchung  von 
Einflußlinien  für  gleichmäßig  verteilte  Belastung  folgende  Eegel 
abgeleitet  (Band  I,  §  23,  U.  Satz):  „Steht  über  einer  Eiuflußfläche 
eine  gleichmäßig  verteilte  Belastung,  so  ergibt  sich  das  Besultat, 
indem  man  die  Belastung  pro  Längeneinheit  multipliziert  mit  dem 
Inhalte  der  darunter  liegenden  Einflußfiäche."  Bei  dieser  Multi- 
plikation muß  man  nur  darauf  achten,  daß  dieselben  Einheiten 
genommen  werden.  Wenn  also  z.  B.  die  Belastung  in  t  pro  m 
eingesetzt  wird,  müssen  bei  den  Einflußflächen  die  Längen  eben- 
falls in  Metern  und  die  Kräfte  (Ordinaten)  in  Tonnen  gemessen 
werden.  In  dieser  Weise  sind  in  Fig.  91  die  Einflußlinien  aus- 
gewertet. 

Zusatz  1.  Das  wichtigste  Besultat  aus  dieser  Aufgabe  ist  der 
Satz:  Für  einen  Ourtstab  ist  Vollbelastung  die  gefährliche  Last- 
stellung. Wenn  man  dies  erst  weiß,  kann  man  die  Berechnung 
natürlich  auch  in  anderer  Weise  durchführen :  Man  bringt  auf  die 
Konstruktion  Vollbelastung  auf  und  berechnet  die  Gurtstäbe  nach 


§  24.     Beispiele  zu  §  23. 


263 


Ä  ^^2,00'  IL:^LlZ±^^ss,7t 


Värx^erLmaßstaS    'fem  = 
Fig.  91. 


2G4 


Abschnitt  II.    3.  Vortrag. 


Ritter  od.  dgl.    Die  EinflußliDien  sind  es  aber  wiederum  gewesen, 
die  uns  die  gefährliche  Laststellung  erklärt  haben. 

Zusatz  2.  Auf  den  Unterschied  bei  Einzellasten  und  bei  gleich- 
mäßig yerteilter  Belastung  soll  noch  aufmerksam  gemacht  werden. 
In  beiden  Fällen  heißt  es,  soviel  wie  möglich  auf  den  Träger 
hinaufpacken  (Vollbelastung).  Während  aber  die  gleichmäßig  ver- 
teilte Last  ein  für  allemal  aufgestellt  wird,  müssen  die  Einzel- 
lasten hin  und  her  geschoben  werden,  damit  bei  jedem  Stabe  über 
den  größten  Ordinaten  die  schwersten  Lasten  zu  stehen  kommen. 

Fünfte  Aqfgabe. 

Bei  den  Fachwerken  Fig.  OVa  und  c  ist  der  Ohergurtstdb  0 
mittels  Einflußlinien  zu  untersuchen! 


■2 


2        C 

Fig.  9r. 

Hier  soll  der  Einfluß  der  indirekten  Lastübertragung  ge- 
zeigt werden.  In  beiden  Fällen  wird  zunächst  die  Einflußlinie 
A'E'B'  gezeichnet.  Dann  werden  die  Belastungspunkte  hinunter- 
gelotet und  die  Endpunkte  der  hierdurch  bestimmten  Ordinaten 
durch  gerade  Linien  verbunden.  Hierbei  ergibt  sich,  daß  keine 
Abänderung  eintritt,  wenn  der  Bezugspunkt  m  des  Stabes  gleich- 
zeitig ein  Belastungspunkt  ist  (Fig.  91°a,  ferner  1.,  2.  und  4.  Auf- 
gabe dieses  Paragraphen).  Ist  dies  nicht  der  Fall,  dann  wird 
durch  das  Hinunterloten  der  Belastungspunkte  die  Spitze  der 
Einflußflächc  abgeschnitten. 

Die  Abänderung  der  Einflußlinie  hat  natürlich  auch  eine  Ab- 
änderung der  gefährlichen  Laststellung  zur  Folge  (Fig.  91"*  b  und  d). 
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§25. 
Einllttttlinien  für  die  Füllungsstäbe. 

Beim  Aufzeichnen  der  Einflußlinien  für  die  Füllungsstäbe 
können  wir  ebenfalls  nach  zwei  verschiedenen  Methoden  vorgehen. 
Und  zwar  mögen  die  Einflußlinien  sogleich  auch  für  den  Fall 
gezeichnet  werden,  daß  die  Belastung  sowohl  in  den  Knotenpunkten 
als  auch  zwischen  ihnen  angreifen  kann  (indirekte  Belastung). 

1.  Mittels  der  Momentensommen  Ma» 

Nach  den  Ritterschen  Formeln  ist  die  in  einer  Diagonalen 
entstehende  Spannkraft  (§  7,  II)  allgemein  gegeben  durch: 


(I)  D  = 


M^ 


Td 

Hierin  bedeutet  M^  die  Summe  aus  den  statischen  Momenten 
aller  Kräfte,  die  an  einem  der  beiden  Teile  angreifen,  in  die  der 
Träger  durch  den  Schnitt  (x — a  zerlegt  wird  (Fig.  92). 

Nach  dieser  Formel  werden  wir  die  Spannkraft  D  für  die 
verschiedenen  Laststellungen  erhalten,  indem  wir  die  Einflußiinie 

1 
für  den  Summenausdruck  Ma   zeichnen,  und  zwar  im  — fachen 

Maßstabe.  Bisher  haben  wir  noch  niemals  eine  Einflußlinie  für 
eine  solche  Momentensumme  Md  (für  einen  unregelmäßig  liegenden 
Punkt  d)  entwickelt.  Denn  die  bisherigen  Momente  bezogen  sich 
immer  auf  den  Fall,  daß  der  Bezugspunkt  und  der  Schnitt  in  ein 
und  demselben  Felde  liegen.    Zunächst  müssen  wir  uns  also  über 

die  Einflußiinie  für  diesen  Ausdruck  Md  bzw.  —  M^  klar  werden : 

n 

Steht  die  Last  rechts  von  dem  Schnitte,  so  haben  wir  am 
linken  Teile  den  Auflagerdruck  A  als  einzige  äußere  Kraft.  Die 
Summe  der  statischen  Momente  der  äußeren  Kräfte  in  bezug  auf 
den  Punkt  d  ist  dann  also: 

M^  =  A  '  Xd  , 

[Zunächst  ohne  Vorzeichenfestsetzung  hingeschrieben.]  Und  unser 
darzustellender  Ausdruck  wird: 

D^—'M^^A'^. 

Td  Td 

Der  Ausdruck  ist  einfach  das  — fache    des  Auflagerdruckes  A\ 

"fd 

Wir  tragen  ihn  also  für  die  verschiedenen  Laststellungen  graphisch 


'*'w<-)irijtt  U.     3. 


V'nrtriiK. 


^■■'g.  92. 


/fey    (Jfj,-A)  £' 
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auf,  indem  wir  die  A-Linie  im  — fachen  Maßstabe  zeichneu.  Von 

einer  Nullachse  A'B'  wird  also  unter  A'  nicht  1,0  t  (wie  bei  der 

A -Linie),  sondern  1,0 » —  aufgetragen  und  der  Endpunkt  C  dieser 

U 

Strecke  tiiit  B'  verbunden.  Dann  ist  G'B'  die  Einflußlinie  von  A 

% 

Xj 

im  -^fachen  Maßstäbe^  d.  h.  die  Einflußlinie  für  unseren  gesuch- 

ten  Wert  D.  Sie  gilt  aber  nur  für  Lasts'ellungen  rechts  vom 
Schnitte  a — a,  d.  h.  auf  der  Strecke  F'B'.  Denn  nur  auf  diesen 
Fall  bezog  sich  die  ganze  obige  Ableitung  der  Formel  (Fig.  92  b). 
Hinsichtlich  des  Vorzeichens  ist  zu  bemerken:  Nehmen  wir 
D  zunächst  positiv  an,  so  lautet  die  Gleichgewichtsbedingung  für 
den  linken  Teil:  * 

+2> -ri  —  A'Xi^Q  y 

D^+A^^. 

Td 

Da  nun  der  Auflagerdruck  A  positiv  ist,  ist  auch  dieser  Wert  von  D 
positiv.  Daa  heißt:  Auf  der  Strecke  JP'JB'  sind  die  Ordinaten  der 
Einflußlinie  positiv  zu  nehmen. 

Befindet  sich  nun  eine  Last  links  vom  Schnitte,  auf  der 
Strecke  von  A  bis  w  — 1,  so  betrachten  wir  den  rechten  Teil. 
Hier  ist  B  die  einzige  äußere  Kraft.  Die  Momentensumme  lautet 
jetzt  also: 

und  für  die  Spannkraft  D  entsteht  der  Ausdruck: 

Td  U 

Dieser  Ausdruck  wird  graphisch  dargestellt,  indem  wir  die 

x' 
£•  Linie  im  -''fachen  Maßstabe  zeichnen:  Nullachse  A'B\  B'B' 

X 

=^1,0«— ^,    D'  mit  A'  verbinden.     Das  Vorzeichen  von  D  bei 

Laststellung  auf  dem  linken  Teil  ist  aber  negativ;  denn  die  Gleich- 
gewich tsbedingung  für  den  Punkt  d  liefert: 

— D  •  r^  -  -B  •  a?i  =  0  , 

n^^B'^. 

Td 

Um  dieses  negative  Vorzeichen  auch  in  der  Zeichnung  zum 
Ausdruck  zu  bringen,  tragen  wir  die  JB-Linie  nach  der  anderen 
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Seite  der  Nallachse  auf  als  vorhin  die  A-Linie.  Daun  sind  also 
die  Ordinaten  der  Einflußlinie  positiv  oder  negativ  zu  nehmen, 
je  nachdem  sie  unterhalb  oder  oberhalb  der  Nullachse  liegen. 

In  Fig.  92b  ist  die  gesamte  Zeichnung  durchgeführt.  F'B' 
ist  das  mittels  der  ^ -Linie  bestimmte  Stück,  das  für  Laststellun- 
gen rechts  vom  Schnitte  gilt.  E'A'  ist  das  mittels  der  5-Linie 
bestimmte  Stück,  das  für  Laststellungen  links  vom  Schnitte  gilt. 
Hängt  jetzt  an  irgendeinem  Knotenpunkte  eine  Last  P  «  1,0  t, 
Ro  ergibt  die  unter  P  liegende  Ordinate  die  Spannkraft  D. 

Da  wir  nun  indirekte  Belastung  haben,  müssen  wir  die  Or- 
dinaten der  Belastungspunkte  (Querträger)  bestimmen,  und  die 
Endpunkte  dieser  Ordinaten  durch  gerade  Linien  verbinden.  Diese 
Eegel  gilt  für  alle  Einflußlinien,  gleichgültig,  ob  es  sich  um  Auf- 
lagerdrücke, Momente,  Stabkräfte  usw.  handelt.  Sic  trifft  natür- 
lich auch  dann  zu,  wenn  die  Ordinate  des  einen  Belastungspunktes 
'positiv  und  die  des  anderen  negativ  ist.  So  hat  in  Fig.  92  a,  b 
die  Ordinate  unter  Querträger  m— 1  ein  negatives,  und  die  unter  m 
ein  positives  Vorzeichen.  Die  Verbindungslinie  der  Endpunkte 
dieser  beiden  Ordinaten  geht  also  durch  die  Nullachse  A'B'  hin- 
durch. Insgesamt  entsteht  also  die  überschlagene  Fläche  A'E'F'B' 
mit  folgender  Eigenschaft:  Steht  an  beliebiger  Stelle,  in  oder  zwi- 
schen den  Knotenpunkten,  eine  Last  P,  so  ergibt  sich  die  bei 
dieser  Laststellung  entstehende  Spannkraft  D ,  indem  wir  P  mul- 
tiplizieren mit  der  darunterliegenden  Ordinate  tj.  Die  Fläche 
A'E'F'B'  ist  die  Einfiußfläche  für  die  Spannkraft  D. 

Eine  Vereinfachung  beim  Auftragen  der  Linien  ist  nicht  recht 
möglich.  Man  kann  zwar  leicht  beweisen,  daß  der  Schnittpunkt 
der  Linien  B'C  und  D'A'  senkrecht  unter  d  liegt.  Doch  nützt 
dies  nicht  viel,  da  der  Punkt  d  meistens  sehr  ungünstig  liegt. 
Man  muß  schon  beide  Strecken,  A'C  und  P'D',  auftragen. 

Wiederholung:  Die  Spannkraft  D  eines  Füllungsstabes  läßt 
sich  ausdrücken  durch  die  Momentensumme  für  den  Bezugspunkt  d 
dieses  Stabes  ? 

Um  diesen  Ausdruck  graphisch  darzustellen,  tragen  wir  von  einer 
Nullachse  A'B'  die  Strecken 

A'C'=^    und     2?'2>'=-^ 

Td  U 

auf  und  verbinden  C  mit  B'  und  D'  mit  A' .  Die  erstere  Linie 
gilt  für   die  Laststellungen   rechts  vom  Schnitte,  die  zweite  für 
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Laststellungeu  links  vom  Schnitte.  Die  üntersnchung  der  Vor- 
zeichen von  D  mittels  der  Momentengleichung  ergibt,  daß  im 
vorliegenden  Falle  bei  Laststellung  rechts  der  Wert  D  positiv 
ist,  bei  Laststellung  links  ist  er  negativ.  Deshalb  werden  die 
Strecken  A'O'  und  B'D'  zu  verschiedenen  Seiten  der  Nullachse 
aufgetragen.  Durch  Hinunterloten  der  Belastungspunkte  ergibt 
sich  schließlich  die  überschlagene  Linie  A'E^F'B'  als  Einfluß- 
Hnic  für  D. 

2.  Mittels  der  Spannkräfte  infolge  ^  »  1,0  t  und  H  «  1^0  t. 

Allgemeiner  ist  die  folgende  Methode,  die  dem  im  vorigen 
Paragraphen  unter  2)  erläuterten  Verfahren  entspricht.  Steht  die 
Last  rechts  von  m ,  so  ist  bei  Betrachtung  des  links  vom  Schnitte 
liegenden  Teiles  der  Auflagerdruck  A  die  einzige  äußere  Kraft. 
Denken  wir  uns  nun  z.  B.  einen  Kräfteplan  vom  linken  Auflager- 
punkt an  bis  zu  dem  Stabe  D  gezeichnet,  so  ist  also  in  diesem  Kräfte- 
plan der  Auflagerdruck  A  die  einzige  äußere  Kraft.  Der  ganze 
Kräfteplan,  und  mit  ihm  die  Kraft  D ,  ist  also  nur  abhängig  von 
der  Größe  der  Kraft  A ,  Solange  sich  die  Last  rechts  vom  Schnitte 
hefindety  ist  D  direkt  proportional  dem  AuflagerdrucJc  A .  [Natürlich 
folgt  diese  Beziehung  auch  durch  Untersuchung  des  Stabes  nach 
Ritter.  Dann  stellt  sich  ebenfalls  heraus,  daß  D  direkt  mit  der 
Größe  der  Kraft  A  variiert.] 

Nun  nehmen  wir  an,  daß  der  Auflagerdruck  A  gerade  1,0  t 
betrage,  weiter  keine  Lasten  am  linken  Teile  wirken,  und  bestimmen 
für  diesen  gedachten  Belastungszustand  die  im  Stabe  D  entste- 
hende Spannkraft.  (Mittels  Kräfteplan,  nach  Ritter  od.  dgl.)  Sie 
werde  2>^  genai^nt.  Wenn  nun  auch  infolge  der  (auf  dem  rechten 
Teile  befindlichen)  wirklich  vorhandenen  Last  ein  anderer  Anf- 
lagerdruck  A  als  gerade  1,0  t  entsteht,  so  können  wir  die  jetzt 
hervorgerufene  Spannkraft  D  trotzdem  in  Beziehung  bringen  mit 
unserem  Hilfswerte  2>^.  Denn  infolge  der  vorhin  bewiesenen 
direkten  Proportionalität  zwischen  den  Größen  von  D  und  A  be- 
steht das  Verhältnis:  Die  jetzt  im  Stabe  D  auftretende  Spann- 
kraft ist  um  so  vielmal  größer  (oder  kleiner)  als  D^ ,  als  A  größer 
(oder  kleiner)  als  1,0  t  is(.  Es  ist  also  diese  Spannkraft  A-moi 
so  groß  als  vorhin  bei  1,0  t: 

(Ha)  D^Da'A. 

Mit  anderen  Worten:  Solange  die  Last  rechts  vom  Schnitte 
steht,  ergibt  sich  die  Spannkraft  D ,  indem  man  einfach  den  Auf " 
lagerdruck  A  multipliziert  mit  dem  Hilfsfaktor  Z>^. 
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Um  den  obigen  Ausdruck  (IIa)  für  die  verschiedenen  Last- 
stellangen  graphisch  darzustellen,  zeichnen  wir  also  die  ^-Linid 
im  D^fachen  Maßstäbe,  d.h.,  wir  tragen  A'(7'=  2>^- 1,0  t  auf 
(Fig.  92  e). 

Sobald  nun  die  Last  linlcs  vom  Schnitte  tritt,  ist  die  Spann- 
kraft im  Stabe  D  nicht  mehr  allein  von  A  abhängig,  sondern 
auch  von  den  zwischen  A  und  m— 1  befindlichen  La^^ten.  Um 
nun  aber  D  als  nur  von  einer  Kraft  abhängig  darzustellen,  be- 
trachten wir  jetzt  den  Teil  rechts  von  m .  Hier  ist  B  die  einzige 
äußere  Kraft.  Es  läßt  sich  wieder  nachweisen,  daß  die  Spann- 
kraft D  direkt  proportional  der  Größe  des  Auflagerdruokes  B  ist. 
Um  D  zu  finden,  nehmen  wir  also  zunächst  einen  willkürlichen 
Auflagerdruck  B  =  1,0  t  an  und  bestimmen  die  hierbei  im  Stabe  D 
auftretende  Spannkraft  Db-  Ist  dann  der  bei  der  wirklich  vor- 
handenen Belastung  entstehende  Auflagerdruck  allgemein  gleich  „B^^, 
so  ist  die  dadurch  im  Stabe  D  erzeugte  Spannkraft  Bmal  so  groß, 
als  vorhin  bei  1,0  t;  also: 

(Db)  D^Db'B. 

Graphisch  wird  dieser  Wert  dargestellt,  indem  wir  die  B-L'inie 
im  D^ fachen  Maßstabe  auftragen,  und  hiervon  das  Stück  links 
vom  Schnitte  (von  A  bis  m— 1)  benutzen  (Pig.  92  e). 

Die  Werte  i>^  und  Bß  kann  man  nach  irgendeiner  Methode 
bestimmen.  Denken  wir  sie  uns  nach  Cremona  ermittelt,  so  würde 
man  also  zunächst  ^  =  1,0 1  aufzeichnen  und  dann  der  Reihe 
nach  die  Stabkräfte  bestimmen,  bis  man  zu  der  Diagonalen  ge- 
langt. Entsprechend  findet  man  Dß-  Will  man  rechnerisch  vor- 
gehen, so  zeichnet  man  A  =  l,Ot,  bzw.  B  =  l,0t  ein  und  be- 
stimmt   die    hierzu    gehörige    Diagonalkraft    nach    der    Formel: 

D  =  — ^  (-^  —  ^A .    Würde  man  schließlich  die  Werte  nach 

COS90   \    Ä^  Ä„  / 

Ritter  bcstiinmcn,  so  ergäbe  sich: 

—  A^xa^-  i>^-rrf  =  0, 

r,i  ra 

und  zur  Bestimmung  von  Dß  (also  am  Teile  rechts  vom  Schnitt) 
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In  diesem  Falle  geht  also  diese  Methode  (Fig.  92  e)  über  iu  die 
vorhin  gezeigte  Methode  (Fig.  92  b).  Insofern  als  wir  die  Hilfs- 
werte  2>^  und  Bß  nach  jedem  beliebigen  Verfahren  bestimmen 
können,  ist  die  yo?)iegende  Methode  2)  die  allgemeinere. 

Die  Vorzeichen  von  I>^  und  Bß  ergeben  sich  natürlich  mit 
bei  ihrer  Berechnung.  Haben  beide  das  gleiche  Vorzeichen,  so  werden 
sie  nach  derselben  Seite  der  Nullachse  A'B'  aufgetragen;  bei  ver- 
schiedenen Vorzeichen  sind  sie  nach  verschiedenen  Seiten  aufzu- 
tragen (Fig.  92 e).  [Wann  der  eine  oder  der  andere  Fall  eintritt, 
werden  wir  in  §  28  sehen.]  Die  Vorzeichen  der  Ordinaten  der  Linien 
G'B  und  B'A'  sind  natürlich  bestimmt  durch  die  Vorzeichen  der 
aufzutragenden  Werte  D^  und  Bß . 

Zum  Schlüsse  vervollständigen  wir  dann  die  KinfluOlinie  auch 
für  indirekte  Belastung,  indem  wir  die  Endpunkte  der  unter  den 
Belastungspunkten  liegenden  Ordinaten  durch  gerade  Linien  ver- 
binden. 

Wiederholung:  Die  Spannkraft  eines  Fällungsstabes  läßt  sich 
so  ausdrücken,  daß  sie  als  ein  Mehrfaches  des  Auflagerdruckes 
A  bzw.  B  erscheint: 


(IIa) 
(IIb) 


B^Bj^'A 
B^BßB 


[für  Laststelhing  rechts  vom  Schnitte] 
[n  yy  links  „  „       ]. 


Um  diese  Ausdrücke  graphisch  darzustellen,  müssen  zunächst 
die  Koeffizienten  D^  und  Bß  bestimmt  werden:  Wir  nehmen 
il  =  1,0  t  an  und  berechnen  hierfür  die  im  Stabe  B  entstehende 
Spannkraft  (D^);  dann  B«l,Ot  und  bestimmen  die  jetzt  ent- 
stehende Spannkraft  (2>^).  2>^  und  Bß  werden  nun  von  einer 
Nullachse  A'B'  unter  Berücksichtigung  ihrer  Vorzeichen  aufge- 
tragen und  die  Verbindungslinien  O'B'  und  B^A'  gezogen.  Brstere 
stellt  den  obigen  Ausdruck  (IIa)  dar  und  gilt  so  lange,  als  die 
Spannkraft  B  nur  abhängig  ist  von  der  Größe  der  Auflagerkraft  A ; 
d.  h.  für  die  Laststellungen  rechts  vom  Schnitte.  Die  Linie  B'A' 
gilt  80  lange,  als  die  Spannkraft  B  direkt  proportional  ist  dem 
Auflagerdruck  B ;  d.  h.  für  die  Laststellungen  links  vom  Schnitte. 
Dann  werden  die  Belastungspunkte  hinuntergelotet,  die  Endpunkte 
der  hierdurch  bestimmten  Ordinaten  geradlinig  verbunden,  und 
die  Einflußlinie  ist  fertig. 

Zur  Einübung  der  obigen  Methode  arbeite  der  Leser  die  erste  Aufgabe 
von  §  27  durch. 
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§26. 
Weitere  Bemerkungen  zu  den  Einflußlinien  für  die  Füllungsstäbe. 

I.  Besonderheiten  hei  den  ZwIsehenTc^ikalen. 

Die  in  §  25  entwickelten  Methoden  gelten  im  Prinzip  sowohl 
für  Haupt-  wie  für  Zwischenvertikalen.  Wegen  der  besonderen 
Form  ihrer  Einflußlinien  mögen  letztere  aber  an  Iland  von  Fig.  93 
noch  weiter  untersucht  werden.     Die  Belastung  in  Fig.  93  greife 

•am  Untergurt  an. 

1.  Vertikale  F,. 

Solange  die  Last  zwischen  B  und  Punkt  4  steht,  ist  V^  nur 
abhängig  vom  Auflagerdruck  A .  Denn  man  gelangt  mit  einem 
Eräfteplan  von  A  aus  bis  zum  Stabe  V^ ,  ohne  auf  eine  andere 
äußere  Kraft  zu  stoßen.  Für  diese  Strecke  gilt  also  die  Beziehung: 

V.^V^'A, 

Nun  würde  aber  der  zu  ^  =  1,0  t  gezeichnete  Kräfteplan  für  die  Ver- 
tikal V^  die  Spannkraft  Null  ergeben,  da  nach  der  Systemfigur  der 
UntergurtiStab  am  Knoten  3  keinen  Knick  hat.  Auf  der  Strecke 
von  B'  bis  4'  hat  also  die  Einflußlinie  die  Ordinaten  Null  (Fig.  93  b). 

Entsprechend  sieht  man  aus  der  Betrachtung  des  rechten 
Teiles,  daß  die  Strecke  A'—2'  gleich  Null  ist. 

Steht  die  Last  P  =  1,0 1  im  Punkte  J,  so  ist  V^^+P 
=  +l,Ot.  Diese  Ordinate  ist  also  unter  Punkt  3  aufzutragen 
(Fig.  93  b). 

Zum  Schlüsse  wird  der  Endpunkt  3'  der  soeben  gefundenen 
Ordinate  mit  den  benachbarten  Bndpunkten  2'  und  4'  verbunden, 
und  die  ganze  Einflußlinie  ist  fertig.  Sie  besteht  also  nur  aus 
dem  Dreiecke  2'—3'-4\ 

2.  Vertiicale  V^. 

Der  entsprechende  Gedankengang:  Solange  die  Last  zwischen 
B  und  Punkt  4  steht,  ist  V^  ausdrückbar  darch  A  allein.  (Be- 
weis: Ein  von  A  aus  bis  V^  gezeichneter  Kräfteplan  führt  als 
alleinige  äußere  Kraft  den  Auflagerdruck  A),  Für  die  Strecke 
B' — 4'  der  Einflußlinie  gilt  also  die  Beziehung: 

V^  =  V^'A. 

Der  Unterschied  gegen  die  Vertikale  V^  ist  nur  der,  daß  jetzt  für 
den  Ililfswcrt  7^  nicht  Null,  sondern  eine  endliche  Spannkraft 
herauskommen  würde.  (Man  zeichne  den  Kräfteplan  auf!)  Dieser 
Wert  Va  ist  also  als  Strecke  A'C  aufzutragen,  0'  mit  B'  zu 
verbinden  und  der  Teil  4'—B'  zu  benutzen. 
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Fig.  93. 

Für  die  linken  Laststellungen  ergibt  sich,  daß,  solange  die 
Last  zwischen  A  und  4  steht,  die  Spannkraft  V^  nur  vom  Auf- 
lagerdruck  B  abhängt.  Deshalb  Vß  auftragen,  D'A'  ziehen  und 
den  Teil  A' — 4'  hiervon  benutzen.  Der  den  beiden  Linien  ge- 
meinsame Punkt  4'  liegt  unter  4.  Deshalb  hätte  es  genügt,  einen 
von  den  beiden  Werten  F^  und  Vß  aufzutragen. 

Zusatz:  Nach  §  7a,  b  läßt  sich  die  Vertikale  V4  durch  das 
Biegungsmoment if 4  ausdrücken,  nämlich :  V^  =  M^{tg:ßi  —  tgß^xh^. 


Fischer,  Stitik  H/I. 


18 


274  Abschnitt  II.     3.  Vortrag. 

Die  Einflußlinie  für  V^  ergibt  sich  demnach  auch,  indem  man 
die  Einflußlinie  für  M^  im  Maßstabe  ^^^^  ""  ^^^2  darstellt.  Dies 
geschieht,  indem  man  von  der  Nullachse  aus  die  Strecke 

A  C  =  x^ 1 

aufträgt  (Fig.  93  d)   und  hierdurch  das  Dreieck  A'E^B'  konstruiert- 

8.  Vertikale  F5  f 

Für  Laststellungen  von  B  bis  6  gilt  der  Ausdruck  F5  =  F^  •  J. . 
Für  Laststellungen  von  A  bis  4  der  Ausdruck  V^==Vß*B .  Hier- 
durch sind  die  Strecken  B' — 6'  und  A' — 4'  der  Einflußlinie  er- 
ledigt. 

Falls  die  Last  direkt  im  Punkt  5  hängt,  können  wir  F5  auf 
folgende  Weise  bestimmen:  V^  ist  dann  abhängig  vom  Auflager- 
druck A  (oder  B)  und  von  der  Knotenpunktslast.  Die  Wirkung 
der  Kraft  J. ,  für  sich  allein  genommen,  wäre:  Vf,  =  V^'  A  .  Die 
Wirkung  der  Knotenpunktslast  P  =  l,Ot,  für  sich  allein  genom- 
men, wäre:  75  = +P  = +1,0  t.  Insgesamt  ist  also  bei  Last  im 
Punkte  5  die  Spannkraft  V^\ 

F5=F^.A  +  1,0. 

Der  erste  Ausdruck  ist  in  der  Einflußlinie  durch  die  Ordinate  ri' 

dargestellt :  F^  •  A  =  ?;/ . 

An    den  Endpunkt   dieser   Ordinate  muß  also   noch  eine  zweite 

Ordinate:  ^//       11  A4. 

17   =+l,üt, 

angesetzt  werden.  Für  das  vorliegende  System  würde  sich  er- 
geben, daß  bei  -ä.  =  1,0  t  die  Spannkraft  des  Stabes  F5  positiv 
ist.  Es  ist  also  ri'  positiv.  Da  7]''  ebenfalls  positiv  ist,  müssen 
beide  Ordinaten  summiert  werden.  Es  entsteht  also  die  Ordinate  ?; 
in  der  Einflußfläche  Fig.  93  e.  Der  Endpunkt  von  yj  wird  dann 
schließlich  mit  den  Endpunkten  der  benachbarten  Ordinaten 
verbunden. 

4.  Entwicklung  der  Hillsvertikaien  aus  den  Gurtstäben. 
Hat  man  bei  einem  Fachwerke  wie  Fig.  93  a  die  Gurtstäbe 
bereits  ermittelt,  so  lassen  sich  die  Hilfsvertikalen,  zum  Teil 
wenigstens,  auch  direkt  aus  den  Gurtkräfton  ableiten.  Für  V^ 
z.  B.  folgt  aus  dem  Gleichgewicht  des  Punktes  4  {8y  und  8^  zu- 
nächst als  Zug  eingeführt): 

(I)  F4  =  -Si .  sin/S,  +  «2  •  sin^,  • 
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Hierin  können  wir  noch  8^  durch  8i ,  oder  umgekehrt,  ausdrücken 
(§  24,  3.  Aufgabe): 

8,^8,^         bzw.         fi,  =  »,^S 
BO  daß  für  F4  die  Formel  entsteht: 

C0S/>2 

.  I  r  4  =  Äi  (— sin/Si  +  cos/?i  •  tg^g);  oder,  entsprechend, 


W4  =  Ä. 


=  82  (    8in/?2  —  cos/?,  •  tg/?i) . 

Hiermit  ist  V^  durch  Ä^  bzw.  82  ausgedrückt.  Die  Formeln  (II) 
kann  man  auch  schreiben  (Fig.  95  a): 

<iu,        y.-..(-±  +  i.^)-^(A_i.±). 

was  namentlich  bei  gleichen  Feldweiten  {X^  ^  i^)  ^^^^  bequem  ist. 
Dahn  entsteht  nämlich: 

(III)      F4  =  —  (-a  +  &)  =  ^  (-a  +  &)    bei  gleichen  Feldweiten. 

Es  sei  aber  darauf  aufmerksam  gemacht,  daß  diese  Formeln  für 
den  Fall  abgeleitet  sind,  daß  der  Knotenpunkt,  der  von  der 
Vertikalen  und  den  Gurtstäben  gebildet  wird,  der  unbelasteten 
Ourtung  angehört.  [Denn  sonst  müßte  in  der  Ausgan gsformel  (1) 
auch  noch  eine  Last  P  berücksichtigt  werden.]  F5  z.  B.  läßt  sieh 
also  nicht  in  dieser  einfachen  Weise  durch  die  anschließenden 
Gurtstäbe  ausdrücken,  wie  man  schon  aus  der  Verschiedenheit 
der  Einflußlinien  erkennt. 

Wiederholung. 

Bei  den  Hilfsvertikalen  haben  wir  drei  Fälle  betrachtet,  je 
nach  der  Art  des  Knotenpunktes,  der  durch  diese  Vertikalen  und 
die  Gurtstäbe  gebildet  wird:  1)  Die  Gurtung  geht  ohne  Knick 
durch;  2)  die  Gurtung  bildet  einen  Knick,  der  Knotenpunkt  ge- 
bort der  unbelasteten  Gurtung  an;  3)  die  Gurtnng  bildet  einen 
Knick  und  ist  belastet. 

Im  ersten  Falle  besteht  die  Einflußfläche  aus  einem  Dreieck 
von  der  Höhe  1,0  t,  das  sich  nur  über  die  beiden  benachbarten 
Felder  erstreckt.  Im  zweiten  Falle  ist  sie  ein  Dreieck  über  die 
ganze  Länge  A^B\  Im  dritten  Fälle  ist  sie  die  Kombinati  )n 
dieser  beiden  Dreiecke.  (Beispiel  s.  §  27,  2.  Aufgabe.)  Im  zweiten 
Falle  kann  man  aber  die  betreffende  Vertikale  auch  direkt  durch 
die  Ourtkräfte  ausdrücken. 

18» 


276     §  26.  Weitere  Bemerkungen  zu  den  Einflußlinien  für  die  Füllungsstäbe. 


IL  Unterschied  bei  Belastung  am  Obergurt  und  am  Untergurt» 

Man  muß  beim  Aufzeichnen  der  Einflußlinien  stets  darauf 
achton,  ob  die  Belastung  am  Ober-  oder  am  Untergurt  angreift. 
In  Fig.  95a  ist  der  Fall  angenommen,  daß  die  Belastung  am  Unter- 
gurt angreift.  liier  ist  m  der  erste  Knotenpunkt  rechts  vom 
Schnitte,  und  w  — 1  ist  der  erste  Knotenpunkt  links  vom  Schnitt. 
Deshalb  ist  der  Punkt  F'  der  Einflußlinie,  der  die  Stelle  angibt, 
bis  zu  der  die  Linie  C'B^  benutzt  wird,  senkrecht  unter  m.  Und 
der  Punkt  E\  mit  dem  wir  immer  die  Verwendungsgrenze  der 
Linie  D'A'  {F''A')  bezeichnet  hatten,  liegt  senkrecht  unter  dem 
Punkte  m— 1. 

Die  Sache  ändert  sich,  sobald  die  Belastung  am  Obergurt 
angreift  (Fig.  95  b).  Dann  ist  der  Punkt  {m)  der  erste  Punkt  rechts 
vom  Schnitt  und  (m  — 1)  der  erste  Punkt  links  davon.  Der  rechte 
Teil  des  Balkens  reicht  jetzt  also  von  B  bis  (m)  und  der  linke 
von  A  bis  (w  —  1).  Dementsprechend  liegt  der  Punkt  F^  der  Einfiuß- 
linie  senkrecht  unter  (w),  und  Punkte'  liegt  senkrecht  unter (m—1). 
Die  Einfiußlinie  hat  jetzt  also  die  in  Fig.  95b  dargestellte  Form. 


^   < 


^A 


Fig.  95. 

Wie  man  sieht,  hat  sich  gegenüber  der  Einflußlinie  Fig.  95a 
(für  Belastung  am  Untergurt)  die  Lage  des  Stückes  E'F'  geändert. 
Allgemein  hat  man  hierfür:  Die  Abschrägung  E'F'  liegt  immer 
unter  dem  Felde,  wo  der  zu  dem  betreffenden  Stabe  ge- 
hörige Schnitt  durch  die  die  Lasten  tragende  Gurtung  hin- 
durchgeht. 

Bei  einem  Facliwerk  mit  Vertikalen  (Ständorfachwerk)  ist  es  bei  d^ii 
Diagonalen  all(3rdings  gleichgültig,  ob  die  Belastung  am  Unter-  oder  am 
Obergurt  angreift;  hier  bleibt  die  Abschr.'igung  E^F^  immer  an  derselben 
Stelle.  In  allen  anderen  Fallen  —  namentlich  aucli  bei  den  Vertikalen  — 
ist  die  obige  Regel  sehr  wohl  zu  beacliten. 
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§27. 
Beispiele  zn  §  25  und  §  26. 

Vorbemerhung :  Im  folgenden  sind  stets  dieselben  Bezeich fiun- 
gen  benutzt,  wie  bei  der  Ableitung  der  Einflußlinien:  Die  Null- 
aehse  ist  stets  mit  A'B^  bezeichnet.  Die  Werte  D^  und  Dß 
(bzw.  Va  und  Vß)  sind  als  Strecken  A'C  und  B'D'  aufgetra- 
gen. Die  beiden  Linien,  die  die  Einflußf lache  begrenzen,  sind 
demnach  G'B^  und  D'A\  Die  erstere  gilt  vom  Punkte  JB'  bis 
F',  wobei  J"  unter  dem  äußersten  Knotenpunkte  der  be- 
lasteten Gurtung  des  rechten  Fachwerkteilos  liegt.  Die  Linie 
D'A'  hat  ihren  Gültigkeitsbereich  von  A'  bis  E\  und  zwar  liegt 
E'  unter  dem  äußersten  Knotenpunkte  der  belasteten  Gurtung 
am  linken  Fachwerkteile.  Die  Abschrägung  E'F'  der  Einfluß- 
linie  erstreckt  sich  also  immer  innerhalb  des  Feldes,  wo  der  be- 
treffende Schnitt  durch  die  die  Lasten  tragende  Gurtung  geht. 

Erste  Autgabe. 

Die  Füllungsstäbe  des  FachwerJces  Fig.  Oßa,  97a  sind  miitels 
Einfiußlinien  zu  untersuchen! 

Die  Belastung  bestehe  aus  einem  auf  dem  Untergurt  wan- 
dernden Lasthaken  von  0,8  t  (wie  bei  Aufgabe  1  in  §  24). 

a)  Aufzeichnen  der  Einfiußlinien. 

Das  Aufzeichnen  der  Einfiußlinien  geschehe  mit  Hilfe  von 
Dji  und  Dß  bzw.  F^  und  Vß.  Diese  Hilfswerte  sind  bereits  in 
Fig.  86  c  und  e  mittels  Kräftcplan  bestimmt  und  können  von 
dort  übernommen  werden.  Es  zeigt  sich,  daß  beim  vorliegenden 
Fach  werke  die  Spannkräfte  der  Füllungsstäbe  infolge  A  =  l,Ot 
und  diejenigen  infolge  jB  =  l,Ot  stets  verschiedene  Vorzeichen 
haben.  Die  Spannkräfte  infolge  A  =  1,0 1  ist  von  der  Null- 
achse aus  nach  unten  abgetragen.  Wegen  der  Verschiedenheit 
im  Vorzeichen  muß  also  die  Spannkraft  infolge  B  =  1,0  t  nach 
oben  aufgetragen  werden. 

Bei  den  Einfiußlinien  für  Dg  und  D^  (Fig.  96  c  und  d)  ist 
wohl  weiter  nichts  mehr  zu  erklären.  Bei  der  Einflußlinie  für  Dj 
fäUt  der  Punkt  E'  (der  die  Gültigkeitsgrenze  der  Linie  A'2>'  an- 
geben würde)  in  den  Punkt  A'  hinein.  Die  Linie  A'E^  schrumpft 
hier  also  in  einen  Punkt  A'j  E'  zusammen;  d.  h.  sie  wird  über- 
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haupt  nicht  gebraucht.  Deshalb  braucht  der  Kräfteplan  für 
J5  =  1,0  t  (Fig.  86  e)  überhaupt  nicht  bis  zum  Stabe  D^  durch- 
geführt zu  werden. 

Entsprechend  ist  es  beim  Stabe  D^ .  Hier  wird  nur  die 
Spannkraft  infolge  J5==l,0t  gebraucht.  Dagegen  schrumpft  die 
geltende  Strecke  F'B'  der  Verbindungslinie  G'B^  in  einen  Punkt 
zusammen,  so  daß  sie  gar  nicht  aufgetragen  zu  werden  braucht. 

In  Fig.  97  sind  ferner  die  Einflußlinien  für  die  Vertikalen 
gezeichnet.  Auch  hier  dürfte  alles  klar  sein.  Man  muß  vor  allen 
Dingen  darauf  ächten,  wo  die  Abschrägung  E'F'  zu  liegen  kommt. 
Ergibt  sich,  daß  z.  B.  der  Punkt  E'  schon  in  den  Punkt  A'  der 
Nullachse  fällt,  so  braucht  die  Linie  A'D'  (Spannkraft  infolge 
-B  =  1,0  t)  gar  nicht  gezeichnet  zu  werden,  da  ihre  gültige  Strecke 
doch  zu  einem  Punkte  zusammenschrumpft.  Entsprechend  kann 
man  auf  die  Spannkraft  infolge  A  =1,0  t  verzichten,  sobald  sich 
herausstellt,  daß  der  Punkt  F'  mit  B'  zusammenfällt. 

h)  Avswertung  der  Finflußlinien. 

Hat  eine  Einflußlinie  nur  ein  Vorzeichen,  so  gibt  es  auch  nur 
eine  ungünstigste  Laststellung  für  den  betreffenden  Stab.  (StäbeD,, 
i>4 ,  Fj ,  V^ .)  Besteht  aber  die  Einflußlinie  aus  einem  positiven 
und  einem  negativen  Teil,  so  muß  jeder  dieser  Teile  besonders 
untersucht  werden.  Man  erhält  dann  eine  Laststellung,  die  den 
größten  positiven,  und  eine,  die  den  größten  negativen  Wert  der 
betreffenden  Stabkraft  erzeugt.  Für  die  Stäbe  D^ ,  Dg  und  7^  >  ^s 
sind  deshalb  je  zwei  ungünstigste  Laststellungen  zu  berücksichtigen. 
Die  sich  ergebenden  Spannkräfte  sind  direkt  zu  den  Einflußlinien 
hinzugeschrieben. 

Schlußbetraehtung:  Es  sei  besonders  auf  den  Gegensatz  zwischen 
Gurtstäben  und  Füllungsstäben  hingewiesen.  Bei  den  Gurtstäben 
(eines  einfachen  Fachwerksystems,  ohne  überkragende  Enden)  hat 
die  Einflußlinie  nur  ein  Vorzeichen;  also  gibt  es  auch  nur  eine 
gefährliche  Laststellung.  Bei  den  Füllungsstäben  hat  die  Einfluß- 
linie im  allgemeinen  zwei  Teile;  also  sind  zwei  Laststellungcn  zu 
berücksichtigen.  Die  eine  ist  maßgebend  für  die  größte  Zug-, 
die  andere  für  die  größte  Druckbeanspruchung  des  betreffenden 

Stabes. 

Zweite  Aufgabe. 

Die  Fiillungssiabe  des  Halbpardbelträgers  Fig,  98,  99  sind  mittels 
Einflußlinien  zu  uniersuchen! 

Die  Belastung  s.  §  24,  2.  Beispiel  (Fig.  88b  und  c). 
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Das  Aufzeichnen  der  Einflußlinien  geschehe  wieder  mit  Hilfe 
der  Werte  i>^,  Dß  bzw.  F^,  7^.  Da  das  System  symmetrisch  ist, 
genügt  die  Untersuchung  der  einen,  z.  B.  linken,  Hälfte. 

a)  Bestimmung  von  Dj^,  Dß  usw.  mit  Benutzung  der  Symmetrie. 

Um  nun  beispielsweise  für  den  Stab  D^  die  Spannkräfte  in- 
folge -1  =  1,0  t  und  Ä  «=  1,0  t  zu  erhalten,  ist  in  Fig.  98  b  ein 
Eräfteplan  für  -1  =  1,0  t  gezeichnet  und  zwar  nicht  nur  für  die 
linke,  sondern  auch  für  die  rechte  Hälfte.  Dieser  Kräfteplan  gibt 
dann  nämlich  nicht  nur  die  Spannkräfte  infolge  ^  =  1,0  t,  sondern 
auch  infolge  Ä  =  1,0  t.  Denn  wegen  der  Symmetrie  des  Systems 
besteht  augenscheinlich  folgende  Beziehung:  Die  gesuchte  Spann- 
kraft des  Stabes  2>2  infolge  £  »  1,0  t  ist  ebenso  groß  wie  die 
Spannkraft  des  symmetrisch  gelegenen  Stabes  D^  infolge  il  =  1,0  t. 
Letztere  Spannkraft  aber  ist  aus  dem  Kräfteplan  zu  entnehmen. 
(Deshalb  wurde  er  ja  eben  für  das  ganze  System  gezeichnet.) 
Wir  sehen  also,  daß  der  Kräfteplan  Fig.  98  b  tatsächlich  für  jeden 
Stab  sowohl  die  Spannkraft  infolge  ^  »  1,0  t  als  auch  infolge 
-B  =  1,0 1  liefert,  letztere  durch  Benutzung  der  Symmetrieeigenschaft 
des  Systems. 

b)  Aufzeichnen  der  Einflußlinien. 

Mit  Hilfe  der  Werte  i)^  und  Dß,  bzw.  V^  und  Vß  sind  in 
Fig.  98  und  99  die  Einflußlinien  gezeichnet.  Die  Abscbrägung  E'F' 
liegt  immer  in  dem  Felde,  in  dem  der  betreffende  Schnitt  die  die 
Lasten  tragende  Gurtung  durchbricht.  Deshalb  liegt  bei  dem 
Stabe  Dl  diese  Abschrägung  bereits  im  ersten  Felde;  d.  h.  der 
•  Teil  Ä'E'  der  Einflußlinie  schrumpft  zu  dem  Punkte  Ä'E'  zu- 
sammen. Entsprechend  ist  es  bei  F^.  Bei  den  Stäben  D^—D^ 
tmd  Vi—V^  treten  dagegen  die  beiden  Teile  ui'jK'  und  B'F'  der 
Einflußlinien  in  Erscheinung;  und  zwar  mit  verschiedenen  Vor- 
zeichen, entsprechend  den  verschiedenen  Vorzeichen  aus  dem 
Kräfteplan. 

Die  Vertikale  V^  ist  eine  Zwischenvertikale.  Ihre  Einfluß- 
linie wird  ebenfalls  mit  Hilfe  der  Spannkräfte  infolge  der  A^\t 
und  J5  =  1  t  bestimmt  (§  26,  Fig.  93c).  Wegen  der  Symmetrie 
des  Fach  Werks  ist  V^^  ^  =  V^^  ß. 

o)  Auswerten  der  Einflußlinien. 

Zum  Schlüsse  wurden  die  Lasten  so  aufgestellt,  daß  sich  für 
jeden  Stab  der  größte  Zug  und  Druck  ergab,  und  die  Eesyltate 
eingeschrieben. 


Fig.  98. 
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Fig.  99, 


Übungsaufgaibe,  Berechne  die  Diagonalen  und  Vertikalen  des 
Fachwerkes  Fig.  98  infolge  einer  beweglichen,  gleichmäßig  verteilten 
Last  von  2,0  t/m ! 
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Abscliniit  II.    3.  Vortrag. 

§  28. 


Zusammenstellung  der  verschiedenen  Formen  der  Einfiußlinien. 
Genaueres  über  die  zugehörigen  Laststeltungen. 

L  Gurtstäbe* 

Die  Form  der  Einflußlinie  ist  dadurch  gekennzeichnet,  daß 
sie  auf  ihrer  ganzen  Länge  das  gleiche  Vorzeichen  hat.  Um  also 
z.  B.  für  0«  in  Fig.  101  die  größte  Spannkraft  zu  erhalten,  müssen 


c 


Fig.  101. 


wir  den  Träger  sowohl  rochts  als  auch  links  von  m  belasten :  Die 
größte  Spannkraft  in  einem  Gurtstahe  entsteht  hei  VoUbeUistung, 

Hieraus  ergibt  sich,  daß,  wenn  der  Träger  für  eine  verteilte 
Belastung  zu  rechnen  ist  (Straßenbrücken  usw.),  die  Belastung 
über  der  ganzen  Länge  anzunehmen  ist.  Ist  der  Träger  aber  für 
ein  bewegliches  System  von  Einzellasten  zu  rechnen  (Eisenbahn- 
brücken), so  muß  man  noch  entscheiden,  in  welcher  Anordnung 
die  Lasten  in  bezug  auf  den  Punkt  m  aufzustellen  sind. 

Am  einfachsten  geschieht  diese  Entscheidung  durch  Probieren: 
Man  nimmt  zunächst  eine  Stellung  (Fig.  101b)  an  und  untersucht 
dann,  ob  durch  ein  Verschieben  des  Zuges  in  eine  andere  Stellung 
eine  Vergrößerung  oder  eine  Verkleinerung  dex  Spannkraft  er- 
zielt wird. 

Will  man  mathematisch  vorgehen,  so  beachte  man,  daß  die 
l']influßlinie  für   einen   Gurtstab   nichts   anderes    ist   als   die  im 

—  fachen  Maßstabe   gezeichnete   Einilußlinie  für   das   Biegungs- 


§  28.    Zusammenstellung  aus  den  Einflußlinien.  285 

moment  am  Punkte  m  (Fig.  84a,  101b).  Die  größte  Gurt- 
spannung  tritt  also  bei  derselben  Laststellung  auf,  bei 
der  das  größte  Moment  entsteht.  Die  Aufgabe,  für  eine 
Stelle  m  die  Lasten  so  aufzustellen,  daß  das  Biegungsmoment  JV/^ 
so  groß  wie  möglich  wird,  haben  wir  aber  bereits  bei  der  Unter- 
suchung der  Biegungsmomente  behandelt.  In  Band  I,  §  G8, 
hatte  sich  folgendes  Kennzeichen  ergeben:  Damit  das  Biegungs- 
momeut  an  einem  Punkte  m  eines  Balkens  infolge  einer  beweg- 
lichen Lastengruppe  P^. . ,  P^  seinen  Größtwert  erreicht,  müssen 
die  Lasten  s.o  aufgestellt  werden,  daß  eine  Last  direkt  über  m 
steht  und  ferner  die  Bedingungen  erfüllt  sind  (vgl.  Band  I, 
Fig.  118,  Band  II,  Fig.  101b): 


I  /-IN  r>  '^m 


(1)  R  -f^  <  (P,  +  P,  +  P,) , 

(2)  Ä^<(Pä  +  P,  +  P,); 

in  Worten:  1)  Die  Ersatzkraft  sämtlicher  Lasten  (das  ist  die  Summe 
der  Lasten)  multipliziert  mit  der  Entfernung  des  Punktes  m  vom 
linken  Auflager  und  dividiert  durch  die  Spannweite  muß  kleiner 
sein  als  die  Summe  der  Lasten  links  von  m ,  vermehrt  um  die 
über  m  stehende  Last  (Pg);  2)  die  Ersatzkraft  sämtlicher  Lasten 
multipliziert  mit  der  Entfernung  des  Punktes  m  vom  rechten  Auf- 
lager und  dividiert  durch  die  Spannweite  muß  kleiner  sein  als 
die  Summe  der  Lasten  rechts  von  m,  vermehrt  um  die  über  m 
stehende  Last. 

Sind  die  Lasten  so  aufgestellt,  daß  diese  beiden  Bedingungen 
erfüllt  sind,  so  entsteht  am  Punkt  m  das  größte  Biegungsmonient 
und  entsprechend  im  Stabe  0^  die  größte  Spannkraft.  Ist  die 
erste  Bedingung  nicht  erfüllt,  so  müssen  die  Lasten  nach  links 
verschoben  werden,  und  zwar  so  weit,  daß  die  Last  P4  über  die 
Ordinate  rj  gelangt.  Ist  die  zweite  Bedingung  nicht  erfüllt,  so 
müssen  die  Lasten  nach  rechts  verschoben  werden,  bis  P^  über  r] 
zu  stehen  kommt. 

Auf  diese  Weise  kann  man  also  entscheiden,  ob  eine  Last- 
stellung  in  einem  Gurtstab  die  maximale  Spannkraft  hervorbringt. 
Man  muß  aber  beachten,  daß  die  beiden  Bedingungen  1)  und 
2)  unter  der  Voraussetzung  aufgestellt  sind,  daß  die  Belastung 
direkt  auf  den  Träger  einwirkt.  Sie  können  also  für  die  Unter- 
suchung der  Gurtkräfte  nur  in  den  Fällen  verwandt  werden,  in 
denen  die  Einflußlinie  für  direkte  Belastung  übereinstimmt  mit 
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der  für  indirekte  Belastung;  z.  B.  also  für  Fig.  101.  Bei  Fig.  85,  91® 
stimmen  diese  Einflnßlinien  nieht  überein.  Auf  diesen  Fall  können 
also  die  aus  der  Betrachtung  der  Momente  gewonnenen  Kriterien 
nicht  ohne  weiteres  übertragen  werden.  Man  hat  auch  hierfür 
bestimmte  Kennzeichen  aufgestellt,  doch  hat  es  wenig  Zweck,  sie 
abzuleiten,  da  man  doch  nicht  damit  arbeitet. 

Zusatz.  Es  sei  darauf  aufmerksam  gemacht,  daß  die  vor- 
stehenden Bedingungen  1)  und  2)  gleichzeitig  die  Lösung  folgender 
Aufgabe  enthalten:  Für  irgendeine  Größe  habe  sich  eine  drei- 
eckförmige  Einflußlinie  ergeben.  Wie  müssen  die  Lasten  auf- 
gestellt werden,  damit  diese  Größe  ihren  Maximalwert  erreicht t 

Die  Antwort  wird  lauten:  „Sie  müssen  so  aufgestellt  werden, 
daß  die  obigen  Bedingungen  1)  und  2)  erfüllt  sind.^'  Denil  was 
für  eine  dreieckförmige  Einflußlinie  gilt,  gilt  für  jede  andere  auch. 


IL  Füllungsstäbe. 


1.  Yersehiedene  Vorzeichen  der  EinIlußUnien» 

Während  bei  den  Gurtstäben  die  Einflußlinie  nur  ein  Vor- 
zeichen hat,  können  bei  den  Füllungsstäben  zwei  Fälle  eintreten: 

a)  Die  Einflußfläche  hat  einen  positiven  und  einen  negativen  Teil ; 

b)  die  Einflußfläche  hat  nur  ein  Vorzeichen. 

Beide  Fälle  wollen  wir  genauer  betrachten. 

Der  Unterschied  zwischen  Gurt-  und  Füllungsstäben  hängt 
mit  der  Lage  der  Bezugspunkte  m  bzw.  d  zusammen.  Während 
nämlich  bei  den  Gurtstäben  der  Bezugspunkt  stets  innerhcUb  der 
Spannweite  des  Trägers  liegt,  gibt  es  bei  den  Füllungsstäben  zwei 
Mögflichkeiten: 

a)  der  Bezugspunkt  liegt  außerhalb  der  Spannweite; 

b)  der  Bezugspunkt  liegt  innerhalb  der  Spannweite. 

Wir  werden  sofort  sehen,  daß  diesen  beiden  Möglichkeiten  die  oben- 
erwähnten beiden  Fälle  a)  und  b)  bei  den  Einflußlinien  entsprechen. 
Die  Untersuchung  der  zur  Aufzeichnung  der  Einflußlinien  ver- 
wendeten Hilfswerte  wird  nämlich  ergeben :  Liegt  der  Bezugspunkt 
des  betreffenden  Stabes  außerhalb  der  Spannweite,  so  haben  die 
Hilfswerte  2>^  und  Dß  {Vä  ^od  Vß)  verschiedene  Vorzeichen, 
so  daß  die  Einflußlinie  aus  zwei  Teilen  mit  verschiedenen  Vor- 
zeichen zusammengesetzt  wird.  Liegt  der  Bezugspunkt  innerhalb 
der  Spannweite,  so  haben  D^  und  Dß  (F^  und  Vß)  das  gleiche 
Vorzeichen,  so  daß  die  Einflußlinie  aus  Strecken  mit  gleichem 
Vorzeichen  zusammengesetzt  wird. 
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a)  Bezugspunkt  außerhalb  der  Spannweite, 

Diesen  Fall  haben  wir  der  Ableitung  der  Einflußlinien  in 
Fig.  92  zugrunde  gelegt.  Auch  bei  dem  in  Fig.  102  a  darge- 
stellten Träger  liegt  der  Bezugspunkt  d  (gefunden  als  Schnitt- 
punkt von  O  und  U)  außerhalb  der  Spannweite.  Die  Einfluß- 
linie  (Fig.  102  b)  besteht  dann  aus  einem  positiven  und  einem 
negativen  Teile,  weil  die  Spannkraft  2>^  positiv  und  die  Spann- 
kraft Db  negativ  ist.  Aus  der  Momentengleichung  für  den  Punkt  d 
folgt  nämlich  (D  zunächst  als  Zug  eingeführt): 

infolge  A^1,0  t:     +2) •  r^  —  A  •  a:j  =  0  ;     D^  =  +A 


„       Ä  =  l,Ot:     -D'U-B'xi^O]     Dß^-B*—. 

Somit  ist  bewiesen,  daß,  wenn  der  Bezugspunkt  außerhalb  der 
Spannweite  liegt,  die  Einflußfläche  aus  einem  positiven  und  einem 
negativen  Teil  besteht. 

In  Fig.  102  a  ist  D  eine  linJcasteigende  Diagonale.  Füi  eine 
solche  ist  also  die  positive  Beitragsstrecke  rechts  von  N^  und  die 
negative  Beitragsstrecke  links  von  N\  Bei  einer  rechtssteigenden 
Diagonalen,  D^  in  Fig.  102  a,  ist  es  anders.  Wie  man  sich  aus  der 
Momentengleichung  für  deren  Bezugspunkt  leicht  überzeugt,  ist 
für  Dl  der  Wert  Dj,^  negativ,  1>i,b  positiv.  Die  Einflußlinio 
für  diese  rechtssteigende  Diagonale  hat  also  die  positive  Beitrags- 
strecke links  und  die  negative  rechts. 

Den  Schnittpunkt  N'  der  Linie  E'F'  mit  der  Nullachse  A'B' 
nennt  man  Lastscheide  oder  Nullpunkt.  Eine  Last,  die  gerade  über 
N^  steht,  bringt  in  dem  betreffenden  Stabe  die  Spannkraft  Null 
hervor.  Der  Nullpunkt  teilt  die  gesamte  Einflußlinie  in  eine 
ffPosUive^^  und  äine  ,,negaiive  Beitragssirecke^^. 

h)  Bezugspunkt  innerhalb  der  Spannweite. 

Für  diese  Möglichkeit  ist  in  Fig.  102  d  ein  Beispiel  gezeichnet. 
Das  Vorzeichen  der  Einflußlinie  bestimmen  wir  wieder  am  ein- 
fachsten, wenn  wir  »e  uns  mit  Hilfe  der  Werte  Da  und  D^  auf- 
getragen denken.  Die  Spannkraft  in  D  für  den  Fall,  daß  links 
vom  Schnitte  der  Auflagerdruck  ^  =  1 ,0  t  als  einzige  äußere 
Kraft  angreift,  ergibt  sich  {D  als  Zug  eingeführt): 

+l,0.a?tf-2>^.rd  =  O, 

Td 


Abschnitt  lt.    2.  Vortrug. 
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Fig.  102. 


Für  D^  stellt  sieli  also  ein  positiver  Wert  hcrans. 
Dg  finden  wir  aus  der  Gleichung: 

u 

Da  ist  also  ebentalls  eine  Zugkraft. 
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Für  den  Träger  in  Fig.  102  d  hat  sich  sowohl  für  D^  als 
auch  für  Dß  ein  positiver  Wert  ergeben.  Wir  müssen  also  beide 
Spannkräfte  von  der  Nullachse  aus  nach  derselben  Seite  auftragen 
und  finden  die  Einflußlinie,  indem  wir  von  C B^  den  Teil  rechts 
von  m,  von  A^  B'  den  Teil  links  von  w— 1  benutzen,  und  schließ- 
lich die  Endpunkte  der  unter  den  Belastungspunkten  m  —  1  und  m 
liegenden  Ordinaten  durch  die  Gerade  E^  F'  verbinden.  Somit 
ist  aus  Fig.  102 d,  e  bewiesen:  Liegt  der  Bezugspunkt  eines  Stabes 
innerhalb  der  Spannweite,  so  hat  seine  Einflußlinie  nur  ein  Vor- 
zeichen. 

Zusatz:  Der  Schnittpunkt  der  Linien  C^ B^  und  D' A^  in  Fig.  102e 
liegt  senkrecht  unter  dem  Bezugspunkte  d,  wie  sich  geometrisch  leicht 
beweisen  läßt.    Hierdurch  Erleichterung^  der  Zeichnung. 

2«  Die  Anordnung  der  Lasten  innerhalb  der  Beitragsstreeken. 

(Ungünstigste  Laststellungen«) 

Wir  wollen  jetzt  den  allgemeinen  Fall  zugrunde  legen,  daß 
zu  dem  betreffenden  Stabe  eine  positive  und  eine  negative  Bei- 
tragsstrecke gehört,  und  nun  genauer  untersuchen,  wie  wir  inner- 
halb einer  Beitragsstrecke  die  Lasten  aufstellen  müssen,  um  die 
größte  positive  oder  negative  Spannkraft  des  Stabes  zu  erhalten. 

a)  Verteilte  Belastung. 
Ist  der  Träger  für  verteilte  Belastung  (z.  B.  Menschengedränge) 
zu  berechnen,  so  wird  natürlich  einmal  die  gesamte  positive  und 
dann   die  gesamte  negative  Beitragsstrecke  belastet.     Hierdurch 
sind  die  Grenzwerte  der  Spannkräfte  bestimmt. 

»    * 

b)  Einzellasten. 

Besteht  die  Belastung  aber  aus  Einzellasten,  so  muß  man 
noch  genauer  untersuchen,  wie  die  einzelnen  Lasten  innerhalb 
der  positiven  (negativen)  Beitragsstrecke  aufzustellen  sind,  um 
die  größte  positive  (negative)  Spannkraft  zu  erhalten. 

Am  schnellsten  kommt  man  hierbei  durch  Probieren  zum 
Ziele.  Die  schwersten  Lasten  werden  natüilich  da  aufgestellt, 
wo  die  größten  Ordinaten  rj  sind.  Meistens  kann  man  sofort 
entscheiden,  wie  die  Lasten  aufzustellen  sind.  Andernfalls  muß 
man  zwei  Stellungen,  selten  mehr,  miteinander  vergleichen. 

Will  man  mathematisch  vorgehen,  so  läßt  sich  folgendes  Kenn- 
zeichen für  die  maßgebende  Laststellung  ableiten.  In  Fig.  102a 
«*eien  die  Lasten  zunächst  von  B  aus  bis  zum  Punkte  (m)  vorgerückt. 
Biese  Stellung  heißt  die  (positive)  y^GrundstoUnng^^  für  Stab  D. 
Sie  ist  in  Fig.  102b  unmittelbar  über  der  Nullachse  eingetragen. 
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Die  bei  dieser  Stellung  im  Stabe  D  entstehende  Spannkraft  ist 

Eückt  nun  der  Zug  um  eine  Strecke  ß  vor,  so  daß  er  in 
die  punktiert  gezeichnete  Stellung  kommt,  so  bat  jede  der  Ordi- 
naten  r^g»  Vzi  Vi  zugenommen  um  ein  Stück  /irj,  während  die 
Ordinate  tji  abgenommen  hat  um  A}]\  Durch  dieses  Vorrücken 
iiat  sich   also    die  Spannkraft  in   der   Diagonalen    verändert  um 

AD  =  -P,  'A7/  +  {P,.+  P,  +  P4)  •  ^iv- 

Das  Stück  Jij  berechnet  sich  aus  (Fig.  102b): 

zJ  >;:/?  =  y  :  n  ; 

Arj  =  ß.  ^. 

Um  At]'  auszudrücken,  setzen  wir 

Alf  ^  ah  =  ac  ~hc. 
Diese  Größen  ergeben  sich  aber  aus: 

ac: ß  =  y  :nf  :     folglich     ac  =-  ß •  -' ,-  , 

n 


heiß  =  y:n  'j 
Wir  erhalten  also 

'  \n         n  r 


>> 


w 


und  C8  wird 


^'•^(n'--f)  +  ^^^+^'^-*-^'^^/'!-  • 


-P.A  +  P.-];-  +  (i>,  +  2'«4-P,){ 


p,  -I-  p,  ^-  p,  -1-  p, 


n 


^1 


ß-y, 


JD  + 


(P,   -I-   Po   +  P3   +  P4)  -  P, 


n 
7 

71 


71 


Dieses   ist   also    der    Unterschied    in    der   Diagonalkraft    bei 
,Oruntlstelluiig"  und  „vorgezogener  Stellung". 


n 


Ist  nun  (Pj  +  Pg  +  Pg  +  P|)  Ideiner  als  Pi  '  —r,  so  ergibt  sich 


n 


aus   der  obigen  Formel  für  AD   ein  negatwer  Wert.     In   diesem 
Falle  ist  also   durch  das  Vorrücken  des  Zuges  die  Spannkraft  D 


n 


verkleinert  worden.   Ist  aber  (Pj  +  P^  +  P3  -(-  P^)  größer  als  Pj  •  — , , 
so  ist  AD  positiv,  dann  muß  nlso  der  Zug  vorge.^choben  werden. 
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Da  in  diesem  Falle  AD  um  so  größer  wird,  je  größer  ß  ist,  so 
müssen  wir  den  Zug  so  weit  vorschieben,  bis  die  zweite  Achse 
über  der  Ordinate  ^;i  steht.     Wir  haben  also  folgende  Eegel: 

Um  für  einen  Füllungsstab  die  größte  positive  (negative) 
Spannkroft  zu  finden,  stellen  wir  die  Lasten  zunächst  in  positive 
(negative)  Grundstellung  und  untersuchen,  ob  die  Summe  aller 
Lasten  kleiner  oder  größer  ist  als  die  erste  Last,  multipliziert 
mit  dem  Faktor  n :  n\  Im  ersteren  Fall  ist  Grundstellung  maß- 
gebend, im  zweiten  Falle  vorgezogene  Stellung  (zweite  Last  über  rjy). 
Die  Abstände  n  und  n'  werden  aus  der  Einflußlinie  entnommen. 

Man  kann  leicht  zeigen,  daß  man  den  Zug  noch  weiter  vor- 
schieben muß,  so  daß  die  dritte  Last  über  rji  zu  stehen  kommt, 
sobald  die  Bedingung  erfüllt  ist,  daß  die  Summe  sämtlicher  Lasten 
größer  als  die  ersten  beiden  Lasten  zusammen,  multipliziert 
mit  n:n',  ist.  Dieser  Fall  kann  übrigens  nur  bei  sehr  großen 
Feldweiten  vorkommen. 

[Der  obigen  Untersuchung  haftet  eine,  für  die  Praxis  unwesent- 
liche, üngenauigkeit  an,  da  nicht  berücksichtigt  wurde,  daß  durch 
das  Vorschieben  auch  neue  Lasten  auf  den  Träger  gelangen  können.] 

8.  Die  Lastscheide« 

Den  Punkt  N\  in  dem  in  Fig.  102  b  der  positive  Teil  der 
Binflußfläche  in  den  negativen  übergeht,  hatten  wir  LasUcheide 
oder  NullpunJci  genannt,  feine  Last,  die  gerade  über  N'  steht, 
bringt  in  der  Diagonalen  D  die  Spannkraft  iN'ull  hervor.  Es  gibt 
nun  eine  Methode,  um  den  Nullpunkt  direkt  aus  der  System - 
figur  zu  bestimmen,  ohne  die  Einflußlinie  zu  Hilfe  nehmen  zu 
müssen.  Sie  rührt  von  dem  Begründer  der  graphischen  Statik, 
Oulmann,  her.  Obgleich  sie  nicht  viel  Verwendung  findet,  kann  sie 
doch  wohl  nicht  recht  übergangen  werden.    Sie  lautet  (Fig.  103a): 

„Um  für  die  Diagonale  D  den  Nullpunkt  zu  finden,  lege  man 
einen  Schnitt  oc — ä  durch  D  und  verlängere  den  Gurtstab,  an  dem 
die  Lasten  nicht  angreifen,  bis  zum  Schnitt  mit  den  durch  die  Auf- 
lagerpunkte A  und  B  gezogenen  Vertikalen.  Diese  Schnittpunkte, 
L  und  Jtf,  verbinde  man  mit  den  Endpunkten  m — 1  und  m  des 
anderen,  vom  Schnitte  oc — oc  getroffenen  Gurtstabes.  Der  Schnitt- 
punkt N  dieser  Verbindungslinien  ergibt  dann  die  Lastsc.hcide." 

Um  nun  zu  beweisen,  daß  eine  senkrecht  unter  N  stehende 
Last  tatsächlich  in  der  Diagonalen  D  die  Spannkraft  Null  her- 
vorbringt^ bestimme  ich  zunächst  die  beiden  Kräfte  P'  und  P'', 
die  infolge  der  indirekt  wirkenden  Last  P  in  den  beiden  Belastungs- 
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punkten  m— 1  und  m  angreifen.  Mit  anderen  Worten:  Wir  er- 
mitteln zunächst  die  Auflagerdrücke  des  Längsträgers  L .  Früher 
haben  wir  diese  Werte  stets  analytisch  bestimmt;  jetzt  wollen 
wir  sie  graphisch  ermitteln.  Wir  tragen  also  nach  Band  I,  §  16 
(Fig.  41  von  Band  I)  P  =  ab  auf  und  ziehen  die  Polstrahlen  I 
und  II.  Diese  nehmen  wir  aber  nicht,  wie  gewöhnlich,  beliebig, 
sondern  parallel  den  Linien  LN  und  MN.  Dann  sind  die  den 
Polstrahlen  parallelen  Seilstrahlen  I  und  II  in  Fig.  103  a  bereits 
vorhanden.  Auch  die  Schlußlinie  braucht  nicht  besonders  ge- 
zeichnet zu  werden,  da  sie  mit  ü  zusammenfällt.  Wir  haben 
nur  durch  0  in  Fig.  103  b  die  Parallele  Oc  zu  17  zu  ziehen  und 
finden  die  beiden,  in  m— 1  und  m  angreifenden,  Aufjagerdrücke  P' 
und  P'\ 

In  derselben  Weise  bestimmen  wir  die  durch  die  Last  P 
hervorgerufenen  Auflagerdrücke  Ä  und  B.  Den  Pol  und  die  Pol- 
strahlen I  und  II  in  Fig.  103  b  behalten  wir  bei.  Die  Seilstrahlen 
sind  jetzt  LN  und  NM,  die  Schlußlinie  ist  LMy  und  wir  finden 
die  Auflagerdrücke  A  und  JB,  indem  wir  in  Fig.  103b  die  Parallele 
zu  LM,  das  ist  die  ParaUelc  zu  O,  ziehen. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  gehen  wir  zur  Ermittlung  der 
Diagonalkraft  D  bei  der  angenommenen  Laststellung  P.  Be- 
trachten wir  den  Teil  links  vom  Schnitt,  so  haben  wir  hier  die 
beiden  äußeren  Kräfte  A  und  P\  Wir  finden  also  die  Spann- 
kraft in  der  Diagonalen  2>,  indem  wir  von  A  und  P'  das  statische 
Moment  in  bezug  auf  Punkt  d  bilden  und  die  Summe  der  beiden 
statischen  Momente  durch  das  von  d  auf  die  Diagonale  gefällte 
Lot  Vd  dividieren.     In  Formeln 

u 

Um  die  in  der  Formel  vorkommenden  Produkte  A'X^  und  P'^p' 

graphisch  zu  finden,  verlängern  wir  in  Fig.  103  a  die  Linie  N  L 

über  L  hinaus  bis  Punkt  d'  (senkrecht  über  d).     Dann  ist  das 

Dreieck  dd'L  ähnlich  dem  Dreiecke  daO,     Es  verhält  sich  also 

y  :Xd  =  A  :  H  , 
und  daraus  folgt 

(II)  A'Xd  =  H'y, 

wie  man  nach  Band  I,  §  21,  I  auch  direkt  hätte  angeben  können. 

Ferner  ist  Dreieck  dd'm  —  1   ähnlich  Dreieck  caO.    Also  ist 

y:p'  =  P^F, 
woraus  folgt,  daß 

(III)  P'^p'  ^H-y. 
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Wir  sehen  also,  daß,  wenn  die  Last  P  direkt  unter  N  steht,  das 
Produkt  A'Xa  gleich  dem  Produkt  P'«p'ist.  Es  ist  demnach  bei  dieser 
Laststellung -l-a?j  —  P'-p'=0,  und  darausfolgt  I>=0.  Der  Punkt  JV^ 
bezeichnet  also  tatsächlich  die  Stelle,  an  die  die  Last  P  gestellt 
werden  muß,  damit  in  der  Diagonalen  die  Spannkraft  Null  entsteht. 


JTd 


Fig.  103. 

Mit  Hilfe  der  Lastscheide  JV  kann  man  die  Abstände  n  und  n'  (Fig.  102  b) 
direkt  aus  der  Zeichnung  abgreifen  und  die  £influ£linie  kontrollieren. 


in>  Zusammentassung» 

L  GnrfBtäbe. 

^    L  Form  der  Einflußlinie:  Auf  der  ganzen  Länge  ein  Vorzeichen. 
2.  Laststellung:  Yollbelastung.    (Hierbei  bei  Einzellasten  die  genauere 
Aufstellung  durch   Probieren   finden   oder   durch   mathematisches   Kenn- 
zeichen §  28i.) 

n«  Füllungsstäbe. 
i.  Form  der  Einflußlinie:  Die  Einflußlinie  hat 

a)  zwei  Vorzeichen,  wenn  der  Bezugspunkt  des  Stabes  außerhalb 
der  Spannweite, 

b)  ein  Vorzeichen,    wenn    der  Bezugspunkt   des   Stabes   innerhalb 
der  Spannweite. 

^.  LäststeUung:  Im  Falle  a)  Teilbelastung;  d.  h.  die  positive  und 
negative  Beitragsstrecko  jede  für  sich  belasten.  (Hierbei  bei  Einzellasten 
von  Grundstellung  ausgehen  und  dann  durch  Probieren  untersuchen,  ob 
vorgezogene  Stellung  ev.  größere  Spannkraft  ergibt.   Statt  Probieren  auch 


n 


dann  Grund- 


mathematisches  Kennzeichen:  Wenn  (Pj  +  P,  -f  . . .)  <  P,  — ^ , 
Stellung;  andernfalls  vorgezogene  Stellung. 

Im  Falle  b)  natOrlich  Vollbelastung.    (Hierbei  bei  Einzellasten  die  ge- 
nauere Stellung  ausprobieren.) 
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§28a. 

Vereinrai'himgeii  beim  Aurzeicbnen  der  lüinriulilinien.'} 

I.  Vereintachung  hei  den  Gurtatäben. 

In   Fig.  84'b   ist  in  normaler  Weise  die  Einflußlinie  für  den 

Stab  0„  gezeicbnet  (vgl.  Fig.  84  in  §  23).     Bekanntlich  müasen 


Fig,  84'. 
wir  hierbei  zunächst  die  Strecke  A'C  (oder  B'V)  auftragen,  um 
za  der  eigentlieheo  Einflußfigur  Ä'E'B'  zu  gelangen.    Wir  wolleu 
nun  eine  Vereinfachung  der  Zeichnung  entwickeln,  bei  der  man 
das  Auftragen  der  Strecke  A'C  apart. 

')  Die  §S  28a  und  28b  können  beim  ersten  Studium  der  Einflußlinien 
übergangen  werden. 
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1.  Der  Abstand  z  zwischen  den  Linien  A'l)'  und  B'C\ 
Zieht  man  in^Fig.  84'b  in  einem  beliebigen  Abstände  a  vom 
Punkte  E'  die  vertikale  Linie  z,  so  ist 


z  : =^  a:x 


Jlieraua  folgt  für  z  der  Wert: 


T 


m 


Xm  .  « 


(I)  Z'Xm  =  a  —  ;     also     z  = 

Wählen  wir  nun  den  Abstand  a  gerade  gleich  der  Länge  r^ ,  so  wird 

(II)  ^  =  -"^  =  1. 

Y 

'  m 

Das  heißt:  Der  Abstand  z  der  beiden  Linien  G^B'  und  D'A\ 
in  der  Entfernung  a  =  r^  vom  Schnittpunkte  -E'  gemessen, 
beträgt  gerade  1,0;  und  zwar  1,0  t,  da  die  Ordinatcn  Spann- 
kräfte in  t  darstellen. 

Hierdurch  haben  wir  ein  sehr  bequemes  Mittel,  um  eine  bereits  ' 
gezeichnete. Einflußlinie  eines  Gurtstabes  auf  ihre  Kichtigkeit  hin  zu 
kontrollieren.     Ob   man   z  links   oder   rechts   von   E'   mißt,    ist 
natürlich  gleichgültig. 

2,  Benutzung  von  z  zur  Vereinfachuug  der  Einflußlinie. 

Die  Nullachse  Ä^B'  der  Einflußlinie  braucht  nicht  unbedingt 
wagerecht  eingezeichnet  zu  werden.  Nehmen  wir  z.  B.  die  schräg 
liegende  Linie  Ä'B^  in  Fig.  84'c  als  Nullachse  und  zeichnen  hierzu 
die  Einflußlinie,  so  ist  die  Ordinate  rj  in  Fig.  84'c  gleich  der  Or- 
dinate rj  in  Fig.  84'b.  Denn  in  jedem  Dreieck  verhält  sich  die 
Parallele  zu  der  Grundlinie  wie  der  obere  Höhenabschnitt  zu  der 
ganzen  Höhfe.  Ob  das  Dreieck  rechtwinklig  oder  schiefwinklig 
ist,  ist  hierbei  gleichgültig.  Die  Ordinaten  in  Fig.  84'c  sind  also 
sämtlich  gleich  den  entsprechenden  Ordinaten  in  Fig.  84' b. 

Auf  Grund  dieser  Betrachtung  und  der  vorljin  unter  1)  auf- 
gestellten Beziehung  können  wir  nun  das  Aufzeichnen  der  Einfluß- 
linie noch  vereinfachen  (Fig.  84'd):  Wir  ziehen  die  Linie  G'B'  be- 
liebig, bestimmen  E'  unter  m  und  trogen  in  der  Entfernung  a  =  r^^ 
seitlich  von  E'  die  Strecke  ä  =  1,0  t  auf.  Nun  verbinden  wir  E' 
mit  dem  oberen  Endpunkte  von  z,  bestimmen  den  Schnittpunkt  Ä' 
dieser.  Verbindungslinie  mit  der  Vertikalen  durch  Ä  und  ziehen 
die  Linie  Ä'B\  Dann  ist  die  Fläche  A'E'B'  die  Einflußflächo 
für  die  Spannkraft  des  Stabes  0^. 

Diese  Darstellungsart  erfordert  als  einzige  Nebenarbeit  das 
Abgreifen  des  Lotes  r^  von  m  auf  0,».     Allerdings  erhält  man. 
im  allgemeinen  eine  schräge  Nullachse. 


Fi^.  02\ 
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IL  Yereintachungen  bei  den  Füllungsstäben* 

Bei  den  Füllungsstäben  müssen  wir  bekarnntlich  zunächst 
zwei  Hilfsstrecken  A'C  und  B'I)'  auftragen,  um  zur  eigentlichen 
Einflußfläche  A'E'F'B'  zu  gelangen  (Fig.  92'b  und  c).  Wir  wollen 
nun  eine  Vereinfachung  der  Zeichnung  entwickeln,  so  daß  man 
mit  einer  Hilfsstrecke,  z.  B.  D^,  auskommt. 

Für  alle  Laststellungen  rechts  von  m  reichen  wir  sowieso 
mit  Dji  aus:  wir  machen  J.'C'«=  D^,  ziehen  C'B'  und  benutzen 

■ 

das  Stück  F'B'.  Nun  möge  die  Last  P  =  1,0  t  zum  Knoten- 
punkt m — 1  gelangt  sein.  Früher  sind  wir  in  diesem  Falle  zur 
-Betrachtung  des  rechten  Teiles  übergegangen.  Jetzt  soll  aber 
der  Hilfswert  Dß  nicht  gebraucht,  sondern  die  Spannkraft  D  nur 
aus  dem  linken  Trägerteile  bestimmt  werden. 

Der  Auflagerdruck,  der  infolge  der  im  Punkte  m — 1  befind- 
lichen Last  P  am  linken  Auflager  entsteht,  heiße  A^ .  Insgesamt 
haben  wir  jetzt  am  linken  Trägerteile  zwei  äußere  Kräfte,  näm- 
lich ^]  und  P.  Die  Spannkraft  D  können  wir  also  bestimmen, 
indem  wir  zunächst  die  Wirkung  von  A^  betrachten,  dann  die 
Wirkung  von  P,  und  schließlich  beide  Wirkungen  zusammenzählen. 
Diese  getrennte  Betrachtung  der  Wirkungen  der  Auf- 
lagerkraft A  und  der  Last  P  ist  der  Kernpunkt  der  fol- 
genden Untersuchungen. 

Der  Anteil  von  A^  an  der  Gesamtspannkraft  B  heiße  jD/; 
der  Anteil  von  P  an  D  heiße  D\.  Diese  beiden  Teil  werte  müssen 
also  berechnet  werden,  um  die  Spannkraft  D  zu  erhalten: 

(in)         D  =  Di  +  Dr. 

« 

a)  Darstellung  von  D[, 

D[  ist  also  die  Spannkraft,  die  bei  dem  in  Fig.  92 'd  dar- 
gestellten, gedachten  Belastungszustande  im  Stabe  D  entsteht. 
Wir  finden  B{  am  bequemsten  mit  Hilfe  des  Faktors  Da'  Bei 
dem  Belastungszustande  Fig.  92^d  ist  ^i  die  einzige  äußere  Kraft. 
Die  Spannkraft  in  D  ist  also  direkt  proportional  der  Kraft  J^, 
so  daß  wir  erhalten 

(IV)  2>(  =  ^.D^. 

[Da  ist  die  Spannkraft  von  D  infolge  A  gleich  einer  t.]  Um  diesen 
Wert  graphisch  darzustellen,  tragen  wir,  wie  gewöhnlich,  A^G*  =  D^ 
auf  und  verbinden  C"  mit  B'  (Fig.  92'g).  Dann  ist  die  unter  der 
Last  P  gemessene  Ordinate  ri[  gleich  dem  bei  dieser  Laststcllung 
entstehenden  Auflagerdruck  A^ ,  multipliziert  mit  dem  Faktor  D^ ; 
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d.  h.  tji  stellt  den  obigen  Av^druclc  D[  dar.    Hiermit  ist  der  Teil- 
betrag, den  der  Auflagcrdruck  A^  zur  Spannkraft  D  liefert,  erledigt. 

b)  Barstellung  vort  Di. 

Dieses  ist  also  der  Teilbetrag,  den  die  Last  P  zur  Stab- 
kraft D  liefert.  Der  hierzu  gehörige,  gedachte  Belastungszustand 
ist  in  Fig.  92'e  dargestellt:  Im  Punkte  w  — 1  die  Last  P,  weiter 
keine  äußeren  Kräfte. 

Die  Bestimmung  dieses  Wertes  Df  wollen  wir  graphisch  und 
analytisch  durchführen. 

a)  Oraphisch.  Wir  ermitteln  D('  in  Fig.  92'e  nach  dem  Gul- 
wannschen  Verfahren  (§9;  §  22,  20.  Aufgabe).  Wir  bringen  also 
U  mit  P  zum  Schnitt,  Punkt  m  — 1;  ferner  0  und  D  zum  Schnitt, 
Punkt  (m— -1).  Dann  verbinden  wir  m  —  l  mit  (w— 1)  durch  L 
und  zerlegen  zunächst  P  nach  U  und  L^  und  dann  L  nach  D 
und  0  (Fig.  92 'f).  Da  L  vertikal  ist  (aber  auch  nur  in  diesem 
Fallet),  wird  U  gleich  Null,  so  daß  das  Cwimannsche  Viereck  in 
ein  einfaches  Dreieck  übergeht.     Hiermit  ist  dann  D('  bestimmt. 

ß)  Analytisch.  D('  läßt  sich  in  Fig.  92'e  noch  auf  eine  ein- 
fache analytische  Weise  bestimmen.  Wenn  der  Schnittpunkt  von 
P  und  U  senkrecht  unter  dem  Schnittpunkt  von  0  und  D  liegt 
(d.  h.  wenn  wir  es  mit  einem  Fachwerk  mit  Vertikalen  zu  tun 
haben),  ist  die  Spannkraft  in  U  gleich  Null.  Dieses  wurde  so- 
eben nach  Culmann  bewiesen;  man  sieht  es  auch  direkt,  wenn 
man  für  Punkt  (wi  — 1)  die  Momente  aufstellt.  Nachdem  U  so- 
mit ermittelt  ist,  stellen  wir  die  Momente  in  bezug  auf  Punkt  (m) 
(senkrecht  über  m)  auf  {D  zunächst  als  Zug  eingeführt): 

-l,0.A  +  O.0-2>r'*"i  =0, 
(V)  7)('=._  1,0.1. 

Hiermit  ist  D['  durch  die  Feld  weite  A  und  das  Lot  r,  von  (m) 
auf  D  ausgedrückt. 

c)  Zusammenstellung  der  Werte  D[  und  D[\ 

Nun  stellen  wir  die  beiden  Werte  D[  und  B['  zusammen. 
Das  heißt,  wir  addieren  die  Wirkungen  der  Kraft  A^  und  der 
Last  P.  Hierdurch  kommen  wir  also  aus  den  beiden,  nur  ge- 
danklich möglichen  Zuständen  Fig.  92'dund  92'e  zu  dem  wirklich 
vorhandenen  Zustande:  am  linken  Trägerteile  Last  im  Punkt  m— 1 
und  außerdem  Auflagerdruck  in  A« 
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Der  Betrag  Di  ist,  wie  wir  bereits  gesehen  haben,  in  Fig.92'g 
durch  die  Ordinate  rji  dargestellt.  Den  Wert  B'i  entnehmen  wir 
entweder  Fig.  92'f  oder  Formel  V.  Da  er  in  unserem  Falle  negativ 
ist  (Formel  V),  müssen  wir  ihn  von  D[  abziehen;  d.  h.  wir  tragen 
ihn  in  Fig.  92'g  von  E"'  aus  nach  oben  ab,  gleich  E''E\  (Die 
Summe  I>,'  +  2>i'  ist  in  diesem  Falle  negativ,  da  der  zweite, 
negative,-  Summand  größer  ist  als  der  erste.)  Hierdurch  erhalten 
wir  einen  Punkt  JE?',  dessen  Ordinate  den  Wert  D[  +  !>('  darstellt; 
d.  h.  die  Spannkraft  des  Stabes  D  bei  Laststellung  im 
Punkte  m— 1.  Somit  haben  wir  einen  Punkt  der  Binflußlinie 
links  vom  Schnitte  bestimmt,  und  zwar  nur  unter  Benutzung  des 
Hilfewertes  2>^  und  eines  weiteren  Bilfswertes  Df  (aber  ohne  D/,). 
Jetzt  verbinden  wir  E'  mit  Ä'  und  haben  die  vollständige  Einflußlinie. 

Wiederholung:  Die  Aufgabe  lautete:  Die  Einflußlinie  A'E'F'B' 
für  die  Spannkraft  D  soll  ohne  Zuhilfenahme  des  Wertes  Dß  ge- 
zeichnet werden.  Es  ergab  sich  folgende  Lösung:  Wir  bestimmen 
den  Hilfswert  I>^,  tragen  von  einer  Nullachse  A'B'  die  Strecke 
A'O'  =  Dj,  auf  und  verbinden  C  mit  B'  (Fig.  92'g).  Diese  Linie 
gilt  dann  ohne  weiteres  für  alle  Laststellungen  rechts  vom 
Schnitte,  da  hierfür  die  Spannkraft  D  in  der  Form 

auftritt.  Bei  Laststellungen  links  vom  Schnitte  muß,  da  wir 
die  Betrachtung  des  linken  Teiles  beibehalten  wollen,  die  Spann- 
kraft B  in  zwei  Gliedern  dargestellt  werden: 

(III)  B^B[  +  Df' . 

Das  erste  Glied  bezeichnet  den  Anteil,  den  die  Auflagerkraft  zu 
dem  Werte  B  liefert;  das  zweite  Glied  bezeichnet  den  Anteil,  der 
von  der  Last  P  herrührt.  Der  wirklich  vorhandene  Belastungs- 
zustand des  betrachteten,  linken  Fachwerkteiles  ist  also  für  die  Be- 
rechnung in  zwei  gedachte  Teilzustände  aufgelöst  (Fig.  92 'd  und  e), 
von  denen  jeder  für  sich  untersucht  wird. 

Diese  Hilfswerte  B[  und  B^  lassen  sich  leicht  angeben:  Bi 
ist  direkt  durch  die  Ordinate  ??(  der  Linie  C"B' dargestellt  (Fig.  92'g). 
Bx  muß  allerdings  besonders  ermittelt  werden,  zweckmäßig  ent- 
weder nach  Gulmann  (Fig.  92'f)  oder  nach  Formel 

(V)  D-=^A. 

(Nach  Ritter  ist  umständlich.)  Nun  wird  B^  mit  Berücksichtigung 
des  Vorzeichens  an  den  Endpunkt  E^'  von  B[  angesetzt,  hierdurch 
Punkt  E^  erhalten  und  schließUch  die  letzte  Strecke  E'A'  gezogen. 
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Zusatz  1:  Entsprechende  Untersuchung  am  Punkte  tn» 

Es  ist  klar,  daß,  ebenso  wie  wir  soeben  den  Abstand  Di  der 
Linien  O'B'  und  A'D^  unter  dem  Punkte  m — 1  bestimmt  haben, 
mr  auch  den  Abstand  dieser  beiden  Linien  unter  dem  Punkte  m 
ermitteln  können.  In  Fig,  92'g  ist  dieser  Abstand  D2  genannt. 
Die  Untersuchung  entspricht  genau  der  vorigen :  Wir  nehmen  jetzt 
in  m  eine  Last  P  =  1,0  t  und  betrachten  den  rechten  Trägerteil 
(Fig.  92'h).     Dann  ergibt  sich  der  Abstand  D2   entweder 

a)  nach  Oulman  (Fig.  92'i),  oder 

ß)  aus  der  Formel  (Va):  Da' =  H . 

[Jetzt  +,  da  eine  in  m  befindliche  Last  P  =  1,0  t,  für  sich  allein 
betrachtet,  im  Stabe  D  Zugspannung  erzeugt;  Fig.  92' h]. 

Den  Abstand  D2  kann  man  nun  zur  Kontrolle  oder  —  ent- 
sprechend dem  AbStande  Di  —  zur  Vereinfachung  der  Zeichnung 
verwenden. 

Zusatz  2:  Weitere  Vereinfachung  durch  Einführung  der  ;s; -Abstände. 

Aus  den  Ausdrücken  für  Di  und  Di'  läßt  sich  noch  eine 
weitere  Vereinfachung  herleiten. 

Ziehen  wir  in  Fig.  92'g  in  einer  zunächst  noch  beliebigen 
Entfernung  a  vom  Punkte  F'  die  vertikale  Linie  Zif  so  ergibt 
sich  deren  Länge: 


also 


d  ^..       d    —  ^ 


Zi^-^Di'^-, 


a 


Wählen  wir  nun  den  Abstand  a  gerade  gleich  der  Länge  r, ,  so  wird 
(VI)  zi  =-^-»-==-l,Ot. 

Vi 

In  Worten:  Der  Abstand  der  beiden  Linien  G'B'  und  F'E\ 
gemessen  in  einer  Entfernung  a=^ri  vom  Punkte  F'j  ist  gleich  —  1,0  t, 

Entsprechend  ergibt  sich  für  die  Linie  2?,,  die  in  einer  Ent- 
fernung b  seitlich  vom  Punkte  E'  gezogen  ist: 

Z2 :  D2  =  5  :  A , 
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Wählen  wir  nun  b  =  r^,  so  wird 


^2 


=  +^=l,Ot. 


^2 


In  Worten:  Der  Abstand  der  beiden  Linien  A'J)'  und  E'F\ 
gemessen  in  einer  Entfernung  b  =  r2  vom  Punkte  E\  ist  gleich  +  Ifit. 

!Nun  hatten  wir  vorhin  den  in  einem  Abstände  a^r^^  vom 
Punkte  F'  gemessenen  Vertikalabstand  z^  gleich  —1,0  t  er- 
mittelt. Jetzt  haben  wir  z^  gleich  +1,0  t  gefunden.  Passen  wir 
beide  Angaben  zusammen,  so  bekommen  wir  eine  Konstruktion 
der  Einflußlinie,  bei  der  wir  weder  den  Wert  2>^  noch  den  Wert  Bß 
brauchen,  sondern  bei  der  wir  nur  die  beiden  Lote  r^  und  rg  aus 
der  Systemfigur  (Pig.  92'a)  abzugreifen  brauchen: 

Wir  ziehen  (Pig. 92'k)  Linie  G'B'  beliebig,  bestimmen  Punkte' 
senkrecht  unter  m  und  tragen  im  Abstände  r^  seitlich  von  F'  den 
Abstand  z^  =  — 1,0  t  auf.    Dann  verbinden  wir  F'  mit  dem  End 
punkte  von  z^  und  bestimmen  den  Schnittpunkt  E'  dieser  Ver 
bindungslinie  mit  der  durch  Knoten  m — 1  gezogenen  Vertikalen 
Nun  tragen  wir  in  der  Entfernung  r^  seitlich  von  E^  den  Vertikal 
abstand    z^^+lfi  t    auf,     bestimmen    hierdurch    Punkt    H' 
ziehen  H'JE?'  und  erhalten  hierdurch  den  Punkt  A\    Dieser  wird 
nun  mit  B'  verbunden  und  die  Einflußlinie  ist  fertig  (allerdings 
mit  im  allgemeinen  schräger  IfuUachse  A'B'). 

§28b. 
Ergänzungen  und  Beispiele  zu  §  28  a« 

L  Ergänzungen  zu  §  28  a,  AbBatz  If. 
1.  Die  Abstände  D^j  I>^%  bzw.  «p  z^  beim  Streben  fach  werk. 

Zur  Einübung  wollen  wir  die  Abstände  D"  usw.  auch  bei 
einem  Pachwerk  mit  ausschließlich  geneigten  Püllungsstäben 
(Strebenfachwerk)  aufstellen. 

1)  i>2'.  Wir  wollen  in  Pig.  92''  mit  D^'  anfangen.  Wir 
nehmen  also  in  m  eine  Last  P  =>  1,0  t  an,  so  daß  auf  den  rechten 
Teil  die  beiden  äußeren  Kräfte  B  und  P  wirken,  lassen  B  zu- 
nächst unberücksichtigt  und  bestimmen  die  Spannkraft,  die  die 
Last.P  für  sich  allein  genommen  in  der  Diagonalen  hervor- 
bringt.    (Fig.  92''b.) 

(x)  !N"ach  Culmann,  Um  D^  nach  Guimann  zu  ermitteln, 
bringen  wir  U  mit  P,  und  0  mit  D  zum  Schnitt,  verbinden  die 
beiden  Schnittpunkte  durch  eine  Oerade  L  (die  in  diesem  Falle 
mit  D  zusammenfällt)   und  zerlegen  P  nach   U  und  L,  und  L 
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<c 


r'n.r)  ojJ:<L^ 


■-n^  JJ^' 


■^%  92'' 


§  28  b.    Ergänzungen  und  Beispiele  zu  §  28a.  303 

nacb  D  und  0.  Es  zeigt  sich,  Fig.  92 '^c,  daß  das  Viereck  in  ein  Dreieck 
übergeht,  daß  also  0  gleich  Null  wird.  Wir  finden  somit  2>2% 
indem  wir  die  Last  1,0  t  nach  V  und  nach  D  zerlegen,  ebenso,  wie 
es  beim  Ständerfachwerk  geschah.  Bei  der  Ermittelung  von  Di[  ist 
also  kein  Unterschied  zwischen  den  beiden  Pachwerksystemen. 

ß)  Analytisch,  Auch  wenn  wir  D^  auf  analytischem  Wege 
bestimmen,  verfahren  wir  wie  vorhin:  Wir  stellen  zunächst  die 
Momente  in  bezug  auf  m  auf  und  beweisen  damit,  daß  0  gleich 
Null  ist.  Dann  stellen  wir  eine  neue  Momentengleichung  in  bezug 
auf  Punkt  m — 1  auf,  und  erhalten: 

+  1,0.A-Z)r.r2  =  0, 

Z>i'  =  +l,0.f , 

d.  i.  derselbe  Wert  wie  beim  Ständerfachwerk. 

2)  2>i'.  Bei  D^  zeigt  sich  ein  Unterschied  zwischen  dem 
Fachwerke  Fig.  92''a  und  der  vorhin  betrachteten  Fig.  92'a. 

a)  Nach  Oulmann.  Zeichnen  wir  für  den  Belastungszustand 
(Fig.  92 ^'d)  ein  Ct^Zmann  sches  Viereck,  so  geht  dieses  nicht,  wie  in 
Fig.  92'e,  in  ein  Dreieck  über.  Wir  müssen  vielmehr  erst  Pin  L 
und  U  zerlegen  und  finden  dann,  indem  wir  L  nach  D  und  O 
zerlegen,  den  Wert  D^.  Hierdurch  ist  dessen  Bestimmung  etwas 
umständlich  geworden  (Fig.  92''e). 

ß)  Analytisch.  Ebenso  muß  bei  der  analytischen  Ermittelung 
von  Dl  etwas  anders  verfahren  werden.  Wir  müssen  jetzt  eine 
kleine  Hilfskonstruktion  ausführen,  indem  wir  (Fig.  92''a  und  d) 
zunächst  durch  m  die  Parallele  zu  L  ziehen,  hierdurch  Punkt  (w') 
bestimmen  und  von  (m')  auf  D  das  Lot  r\  fällen.     Dann  ist 

Di' = -1,0  ^~. 

[Den  Beweis  führe  man  selber;  z.  B.  in  der  Weise,  daß  man 
die  Momentengleichung  in  bezug  auf  Punkt  (m — 1)  aufstellt,  hier- 
aus U  bestimmt  und  dann  aus  der  in  bezug  auf  Punkt  (m")  auf- 
gestellten Momentengleichung  den  obigen  Wert  für  Di  ermittelt.] 
Hiermit  ist  auch  für  das  Strebenfachwerk  Fig.  92''a  der  Abstand  Z>(' 
der  beiden  Linien  G'B'  und  D'A^  bestimmt. 

3)  Zi  und  «52 .  Nachdem  jetzt  die  Werte  D^  und  Di  bekannt 
sind,  können  wir  auch  bestimmen,  in  welchem  Abstände  a  bzw.  h 
man  die  Werte  Zx'=  1,0  t  bzw.  ig,  =«  1,0  t  aufzutragen  hätte,  um 
aus  der  einen  Linie  G'B'  die  andere  Linie  D'A^  zu  erhalten.  Aus 
der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  ergibt  sich  sofort  (Fig.  92''f  und  g): 
Zi  hat  den  Abstand  a  =  r(  von  F\  z^  den  Abstand  b  =  r^  von  E\ 
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2.  ZuBBrnmenstollung  der  Werte  I>j',  D^',  bzn.  «j,  s,  . 
In  der  folgenden  Fig.  92'"  sind  die  Wert«  D"  (fQr  die  Diagonalen)  und 
die  entsprechenden  Werte  V"  (fQr  die  Vertikalen)  zusammengestellt.  Hilfs> 
linien  sind  punktiert  gezeiahnet.  Die  kleinen  Kreise  bedeuten,  dafi  die 
entsprechenden  Linien  parallel  sind.  Bei  der  Anwendung  beachte  mnn,  daß 
DCiVO  Ton  der  Kraft  P'  =  1,0t,  und  Z),"{F,")  von  der  Kraft  P"  =  1,0  t 
herrührt;  demgemäß  sind  die  Abst&nda  in  der  Einllußlinie  einzuzeichnen. 

Belastung  am.  O'rztercfurt^ 
4 


i>S'='  -^  7!'=  +1,0        n'-  -^,  [a  =  r[\'  {b  =  r.l ' 

\b  =  r,|  '  [a  =  A|  [&  =  rj    ' 

Belasturzg    ctm  Qbergiirt. 

AP- 


+^ 

yj' 1,0 

Z); 

Fig. 

[S_J] 

92'". 

[«  -  ^l 

Soweit  die  Werte  nicht  aus  dem  bisherigen  zu  entnehmen  sind,  winl 
sie  der  Leser  selber  leicht  aufstellen  können.  Je  nachdem  die  Belastung 
am  Untergurt  oder  am  Obergurt  angreift,  müssen  natürlich  auch  die  Krfifte 
P=  1,0  t,  mit  deren  Hilfe  man  die  Abstände  J^'  und  Di'  bestimmt,  am 
Untergurt  oder  am  Obergurt  angebracht  werden.  [S.  die  Lage  der  Äh- 
schrägung  E' F'  der  Einflußlinie  je  nach  der  Belastungsart,  §  26n;  vgl. 
ferner  Fig.  92"ft— g  (Belastung  unten)  mit  Fig.  92"h— 1  (Belastung  oben).] 

In  Fig.  93'"  sind  auch  die  Entfernungen  a  luid  6  angegeben,  in  denen 
man  die  Abstände  E,  und  £,  aufüutragen  hat,  wenn  man  die  EinflufiHnie 
mittels  ;„  f,  konstruieren  will  (Fig.  92'k,  92"g,  I). 
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n.  Beispiele. 

Erste  Aufgabe. 

Für  den  in  Fig.  100^  gezeichneten  Halhparahelträger  sind  die 
Einflußlinien  der  Füllungsstabe  miiteU  der  Werte  D^  und  D''  zu 
entwickeln! 

(Vgl.  äie  Berechnung  desselben  Trägers  mittels  (?jBr  Werte  7>^ 
und  Db;  §  27,  zweite  Aufgabe,  Fig.  98,  99.) 

Die  Belastung  bestehe  aus  einer  gleichmäßig  verteilten  Last 
p  =  2,00  t/m. 

Der  Kräfteplan  für  J.  =  1,0  t  braucht  jetzt  nur  für  das  halbe 
System  gezeichnet  zu  werden.  Die  Abstände  B''  sind  für  die 
links  von  de*n  Schnitten  liegenden  Knotenpunkte  ermittelt  [D^ 
find  V[^j  und  zwar  nach  der  Ct^Zwann  sehen  Methode.  Diese  ver- 
eiDfacht  sich  noc}3,  indem  bei  den  Diagonalen  das  Cit^Tnannsche 
Viereck  in  ein  einfaches  Dreieck  übergeht  (wie  bei  Fig.  92' e  und  f). 
[Die  Spannkraft  des  vom  Schnitte  a—a  getroffenen  Untergurt- 
stabes wird  bei  diesem  Belastungsfalle  gleich  Null.]  Bei  den 
Vertikalen  sind  die  betreffenden  Wert«  V['  noch  einfacher  zu  er- 
mitteln. Sie  ergeben  sich  nämlich  direkt  gleich  +1,0 1;  das  Viereck 
geht  in  eine  Gerade  über.  [Bei  dem  vorliegenden  Belastungsfalle 
werden  die  anderen  von  dem  Schnitte  ß^ — ß  getroffenen  Stäbe, 
0  und  Vj  gleich  Null,  und  V  erhält  die  ganze  Last  von  1,0  t.] 

Auf  diese  Weise  ist  das  Aufzeichnen  der  Einflußlinien  augen- 
scheinlich viel  einfacher  als  nach  Fig.  98,  99.  Die  Hilfsvertikale  V^ 
wird  wie  bei  Fig.  99  bestimmt. 

Schließlich  wurden  dann  die  Belastungen  in  die  maßgebenden 
Stellungen  eingebracht  und  die  Produkte  „Belastung  pro  Längen- 
einheit X  Inhalt  der  darunter  liegenden  Einflußflache^^  ausgerechnet« 


Zweite  Aufgabe* 
Für  das  Fachwerlc  Fig,  100*'  sind  die  Einflußlinien  nur  mit  Ililfe 
der  Werte  „«"  zu  entwickeln  I 

Belastung  am  Untergurt. 

Das  Aufzeichnen  der  Einflußlinien  soll  jetzt  also  geschehen, 
ohne  daß  die  Spannkräfte  infolge  J.  =  1,0  t  usw.  zur  Hilfe  ge* 
nommen  werden.  Nur  die  Abstände  »  =  1,0 1  zwischen  den  einzelnen 
Teilen  der  Einflaßlinien  sollen  benutzt  werden. 

a)  Gurtstäbe.  Die  Aufzeichnung  geschieht  nach  Fig.  84^d:  Zu- 
nächst wird  eine  der  Linien  B'E'  oder  A'E'  beliebig  gezogen, 

Fischer.  Stattlt.  Hfl,  20 
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\B' 


2i,69. 
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dann  in  der  Systemfigur  das  Lot  r  vom  Bezugspunkte  auf  den 
betreffenden  Stab  gefällt  und  schließlich  bei  der  Einfiußlinie  im 
Abstände  r  seitlich  vom  Punkte  E'  der  Vertikalabstand  ä?  «  1,0  t 
angetragen.  Hierdurch  ist  der  andere  Teil  der  Einflußlinie  A'E' 
bzw.  B'E'  festgelegt,  und  nach  Eintragung  auch  der  Schluß- 
linie A^B'  ist  die  ganze  Einflußlinie  fertig. 

In  dieser  Weise  sind  in  Fig.  100"  die  Einflußlinien  für  Oi — 0, 
gezeichnet.  Die  Lote  r  werden  aus  der  Systemfigur  abgegriffen. 
Man  erhält  im  allgemeinen  schräge  Schlußlinien.  Die  Ordinaten  t] 
sind  aber  stets  absolut  vertikal  (parallel  den  äußeren  Kräften)  zu 
messen. 

Für  die  Untergurtstäbe  sind  keine  besonderen  Binflußlinien 
gezeichnet.  Wir  rechnen  vielmehr  nur  die  Obergurtstäbe  aus  und 
benutzen  dann  für  die  Untergurtstäbe  die  Beziehungen: 

Ux  -=  —Ol  .  cos/? ;     Ug  =  — O2  •  cos^ ;     ^3  =  — Og  •  cos/? ;    [U^  =  0]. 

b)  Fällungsstäbe.  Die  Aufzeichnung  geschieht  nach  Fig.  92'k: 
Zunächst  wird  eine  der  Linien  B'F^  oder  -A'^'  beliebig  gezogen. 
Beispielsweise  B^F\  Dann  wird  das  Lot  ri  aus  der  Systemfigur 
entnommen,  in  der  Einflußlinie  seitlich  von  F'  in  der  Entfernung  r^ 
der  Vertikalabstand  Zi  =  1,0  t  eingezeichnet  und  hierdurch  der 
Teil  F'E''  der  Einflußlinie  bestinamt.  Dann  wird  das  Lot  r^  aus 
der  Systemfigur  entnommen  und  im  Abstände  fg  seitlich  vom 
Punkte  E'  der  Einflußlinie  der  Vertikalabstand  «g  =  1,0  t  auf- 
getragen. Durch  letzteren  ist  dann  auch  der  Teil  E'A^  und  somit 
die  ganze  Einflußlinie  bestimmt.  (Wenn  man  die  Abstände  r  aus 
Fig.  92'''  entnimmt,  beachte  man,  daß  wir  jetzt  rechtssteigende 
Diagonalen  haben.  Die  Skizzen  von  Fig.  92'"  sind  also  umgeklappt 
zu  denken.) 

Für  die  Diagonale  Dj  ist  nur  ein  Abstand  z  erforderlich* 
Bei  den  Vertikalen  muß  man  in  der  Systemfigur  eine  kleine 
Hilfszeichnung  ausführen,  um  den  Abstand  r^  zu  erhalten. 
(Hilfslinie  1—1'  parallel  zu  Dj ;  2—2'  parallel  zu  Dg;  3—3' 
parallel  zu  Dj .)  Der  Abstand  r,  bei  den  Vertikalen  ist 
gleich  X.  Die  Vertikale  F^  ist  direkt  aus  dem  Auflagerdruck  B 
bestimmt. 

Somit  haben  wir  durch  bloßes  Abgreifen  einiger  Hilfslinien 
aus  der  Systemfigur  sämtliche  Einflußlinien  konstruiert.  Die  Ge- 
nauigkeit der  Zeichnung  ist  übrigens  vollständig  ausreichend.  Der 
Maßstab  der  Ordinaten  ist  durch  den  Maßstab  bestimmt,  in  dem 
z^lfi  t  aufgetragen  ist. 
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§28c. 

Zusammenfassang  zum  3.  Vortrag. 

In  diesem  Vortrage  haben  wir  den  Einfluß  einer  beweglichen 
Belastung,  und  zwar  mittels  Einflußlinien,  untersucht.  Hierbei 
ergab  sich  folgende  Aufeinanderfolge  der  Arbeiten: 

A.  Allgemeine  grundlegende  Entwicklung  der  Einflußlinien 
(§  23  bis  §  27). 

B.  Genauere  Betrachtung  über  das  Auftreten  der  verschie- 
denen Formen  der  Einflußlinien  und  die  ungünstigsten 
Laststellungen  bei  den  einzelnen  Formen  (§  28). 

C.  Mittel  zur  Kontrolle  und  Vereinfachung  von  Einflußlinien 
(§  28  a  und  b).  ~^ 

Der  Teil  A  und  als  Ergänzung  dazu  der  Teil  B  sind  natürlich 
die  wichtigsten.  Aber  auch  die  in  §  28  a,  b  enthaltenen  Betrach- 
tungen sind  zu  beachten,  da  sie  gerade  das  praktische  Arbeiten 
mit  Einflußlinien  erleichtern. 

Zum  Schlüsse  sei  noch  einmal  an  die  Voraussetzungen 
erinnert,  auf  die  sich  die  bisher  abgeleiteten  Einflußlinien  be- 
ziehen: 1.  Das  betreffende  Fachwerk  erstreckt  sich  nur  zwischen 
seine  beiden  Auflagerpunkte  (ohne  übertragende  Enden);  2.  das 
System  ist  ein  einfaches  Dreieckfach  werk;  3.  die  Belastung  wirkt 
vertikal. 

In  den  späteren  Abschnitten  dieses  Bandes  werden  die  Einflußlinien 
natürlich  auch  für  sämtliche  anderen  statisch  bestimmten  Konstruktioaen 
entwickelt;  insbesondere  im  Abschnitt  III  für  den  Träger  mit  Auskragung, 
im  Abschnit  IV  für  den  Dreigelenkbogen,  im  Abschnitt  V  für  jedes  beliebig 
gestaltete  und  belastete  Tragwerk. 

4.  Vortrag: 
Analytische  Methoden. 

Die  rein  rechnerisehen  Methoden  führen  im  allgemeinen  etwas 
schneller  zum  Ziele  als  die  Einflußlinien.  Doch  fehlt  ihnen  die 
Übersichtlichkeit,  die  die  letzteren  auszeichnet. 

Wir  wollen  getrennt  die  analytische  Untersuchung  der  Parallel - 
träger  und  der  Fachwerke  mit  gekrümmter  Gurtung  vornehmen. 
Ferner  werden  zwei  wichtige  Spezialfälle  behandelt  werden :  Träger 
mit  nur  zwei  Lasten  (Eranträger)  und  Träger  mit  Belastung  durch  stets 
wiederkehrende  Lastenschemas  (Eisenbahnbrücken).  Namentlich  in 
diesen  beiden  Fällen  sind  die  analytischen  Methoden  sehr  angebracht. 
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§29. 
Der  Pai'alleltrSger  mit  gleiehmäßig  verteilter  Belastung. 


iniiniimmni'i'i'iiii Hin 


lC-n\) 


(C) 


An?r^ 


7 

Pisr.  104. 


B^ 
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Orundprinzip  der  Berechnung.  Zur  analytischen  Bestimmung 
eines  Parallelträgers  von  der  Höhe  h  haben  wir  die  Formeln  (§  7, 
7a,  b) 

•     1.  Oiirtstäbe. 

(1) 


0  = 



M 
h    ' 

f7  = 

M 

2.  Füllungsstäbe. 

D- 

-1- 

V- 

-\-(i. 

(2) 

Durch  diese  Formeln  sind  die  Spannkräfte  gegeben.  Es  kommt 
nur  darauf  an,  die  Belastung  so  zu  stellen,  dali  für  jeden  Stab 
die  größte  Spannkraft  auftritt. 

I.  Gartstabe, 

Wie  bereits  mehrfach  bewiesen,  ist  die  maßgebende  Last- 
stellung: Vollbelastung.  Hiernach  ergibt  sich  folgender  Eechnungs- 
gang.  Wir  lassen  die  Belastung  sich  über  den  ganzen  Träger  er- 
strecken (Fig.  104a).  Dann  ist  für  einen  Knotenpunkt  m  (oder  m) 
das  Biegungsmoment  bestimmt  durch  die  Formel: 

Zweckmäßig  wird  man  aber  sofort  den  Quotienten  -r-  ausrechneu: 

h 

(1)  0(U)=q:^a^(^-x). 

Hat  der  Träger  gleiche  Feldweiteu  k,  deren  Anzahl  n  sei, 
so  führen  wir  statt  l  den  Wert  nX  ein  (Fig.  104a).  Der  Ab- 
stand X  eines  Knotenpunktes,  der  die  Ordnungsziffer  m  hat,  würde 
dann  m  X  sein.  Der  Wert  (Z  —  x)  wird  also  {nX  —  m))  =  {n  —  m)X. 
Insgesamt  nehmen  die  obigen  Formeln  die  Gestalt  an: 

V  p  X^ 

M  ==  ^'mX{n  —  m)X  =  -^-^— w(n  —  m) , 

(la)  0(V)  =  T^ w*(H  -  m)  . 
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Der  Faktor  -~-  wird  ein  für  allemal  ausgerechnet  nnd  für  n 

die  betreffende  Zahl  eingeschrieben.  Dann  braucht  man  für  m 
nur  die  Zahlen  i,  2  usw.  einzusetzen  und  hat  dann  der  Eeihe 
nach  sämtliche  Gurtstäbe. 

n.  Ftillungrsstäbe« 

Beim  Parallelträger  sind  die  Diagonalen  und  Vertikalen  direkt 
ausdrückbar  durch  die  Kraftsumme  Q  (und  zwar  desjenigenFeldes, 
in  dem  der  zu  dem  betreffenden  Stabe  gehörige  Schnitt  die  be- 
lastete Gartung  durchbricht).  Es  kommt  also  nur  darauf  an, 
für  die  einzelnen  Felder  die  größten  Querkräfte  aufzustellen. 
Dann  haben  wir  auch  die  größten  D  und  V, 

a)  Die  größten  Querkräfte  infolge  einer  beweglichen   Belastung  p. 

In  Band  I,  §  68,  haben  wir  die  Aufgabe  behandelt:  Auf  einen 
Träger  AB  wirke  eine  indirekte  bewegliche  Belastung  p.  Bei 
welcher  Stellung  der  Last  ergibt  sich  für  ein  Feld  (w  —  1)  —  w  des 
Trägers  die  größte  Qiierkraft  und  wie  groß  ist  diese! 

Die  Untersuchung  wurde  an  Hand  der  Einflußlinie  für  indirekte 
Belastung  durchgeführt.  Das  Eesultat  war  folgendes  (s.  Band  I,  §  68, 
Fig.  118+d;  Band  11,  Fig.  104c  und  d):  Man  muß  zwischen  der 
größten  positiven  und  größten  negativen  Querkraft  unterscheiden. 
Die  größte  positive  Querkraft  eines  Feldes  entsteht,  wenn  die  Be- 
lastung von  rechts  aus  bis  zu  einer  Entfernung  y  ^  Xm  ,  _  >  in 
das  Feld  hineingerückt  ist.    Und  zwar  beträgt  dann  die  Querkraft: 


(ni)      Größte  positive  Querkraft 


Q  =  ^ 


P    < 


Ä    ^  —  X^n 


Die  größte  negative  Querkraft  entsteht,  wenn  die  Belastung  von 

links  aus  eine  Strecke  «  =  irm-i-y — -j—  in  das  Feld  hineingerückt 
ist,  und  zwar  beträgt  dann : 

(III)      Größte  negative  Querkraft 

Kach  diesen  Formeln  kann  man  also  die  größten  Querkräfte 
direkt  hinschreiben. 

Für  den  Fall,  daß  die  Feldweiten  A  des  Trägers  sämtlich 
einander  gleich  sind,  haben  wir  die  Formeln  noch  bequemer 
gestaltet.  Beträgt  nämlich  die  Anzahl  der  Felder  n,  so  ist  in 
die  obigen  Ausdrücke  zunächst  einzusetzen: 

lmmn*Xj  also  l  — A«  — n«A  — A  — (n  — l)il. 
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Ferner  ist  für  ein  Feld  mit  der  Ordnungsziffer  (m  —  1)  —  m : 
*m-i  =  {m  —  1)X 

Xm  =  l  —  Xm  =  nl  —  mX  —  {n  —  m)l. 
lusgosamt  wurde  dann  aus  den  obigen  Formeln: 

_  p  («  —  m)'  i* 
"~   2    (n-l)A    » 


(Ula) 


pX 


?      2(n-l) 
Z      2  (n  -  1) 


•  (n.  —  »»)* 


(m  - 1)* 


^ 


[{n—m)  =s  Felderzahl  rechts  vom 
Sohnitt] 

[(m  —  1)  =  Felderzahl  links  vom 
Schnitt]. 

vi 
Bei  Benutzung  dieser  Formeln  wird  zunächst  der  Faktor  ^r-r^ — — 

2  (w  —  1) 
ausgerechnet.  Dieser  Faktor  braucht  dann  nur  noch  mit  den  zu- 
gehörigen Zahlen  (n  —  m)*,  bzw.  (wi  —  1)*  multipliziert  zu  werden, 
um  für.  ein  Feld  (m  —  1)  —  m  die  größten  Querkräfte  zu  erhalten. 

BelspieL 

Für  den  Träger  Fig.  104**  sind  für  das  Feld  4—6  die  größten 
Querkräfte  infolge  einer  beweglichen  indirekten  Last  zu  bestimmen ! 
Spannweite  ^  =  14  •  1,00  =  14,00  m;  Feldweite  X  =  1,00  m; 

Last  p  =  1,20  t/m. 


(0 

Fig.  104**. 

Da  wir  gleiche  Feldweiten  haben,  benutzen  wir  die  Formeln  Illa. 
Für  die  hierin  vorkommenden  Zahlen  n,  m  und  (w  —  1)  ist  ein- 
zusetzen : 

n  =  14    (der  TrÄger  14  Felder), 
(m  —  1)  ==  4  ;     W  ==    5    (es  handelt  sich  um  das  Feld  4—5). 
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Somit  erhalten  wir: 
größte  positive  Querkraft  von  Feld  4 — 5 :  Q       =     '         J 9* 

=  0,046.92= +3,7  t, 
„      negative        „  „      „       ^y    '  Q       =  0,046*42= —0,7 1. 

-(4-5) 

Diese  Zahlen  +3,7  und  —0,7  haben  also  folgende  Bedeutung:  Wenn 
man  auf  den  vorliegenden  Träger  die  Belastung  p  in  irgendeiner  Weise 
aufgebracht  denkt,  dann  das  Feld  4 — 5  durchschneidet  und  die  Summe  der 
Kräfte  links  und  rechts  vom  Schnitt  bildet,  so  können  sich  bei  der  Sum- 
mierung zunfiohst  zwei  Fälle  herausstellen:  Entweder  treten  die  Summen  Q 
mit  den  Pfeilrichtungen  von  Fig.  104 ''a  (links  f,  rechts  l\  oder  mit  den 
Pfeilrichtungen  von  Fig.  104 ®b  (links  i>  rechts  f)  auf.  Welche  der  beiden 
Anordnungen  sich  aber  auch  ergeben  mag,  die  Größe  dieses  Betrages  Q 
muß  stets  zwischen  den  Grenzen  4-3,7  und  — 0,7  bleiben;  das  heißt:  falls 
sich  eine  positive  Anordnung  ergibt,  kann  die  Größe  der  Summe  Q 
schwanken  zwischen  Ü  und  3,7  t;  falls  sich  eine  negative  Anordnung  er- 
gibt, kann  Q  schwanken  zwischen  0  und  0,7  t.  Eine  größere  Summe  Q  in 
positiver  Anordnung  als  3,7  t,  oder  eine  größere  Summe  Q  in  negativer 
Anordnung  als  0,7  t  lassen  sich  bei  dem  vorliegenden  TrRger  und  der  vor- 
geschriebenen Belastung  p  überhaupt  nicht  erzielen. 

b)  Bestimmung  von  D  und  V. 

Um  nun  z.  B.  für  die  Diagonale  D  in  Fig.  104c,  d  die  größten 
Spannkräfte  zu  erhalten,  legen  wir  zunächst  den  zu  D  gehörigen 
Schnitt.  Dieser  Schnitt  durchbricht  die  die  Lasten  tragende  Gur- 
tung im  Felde  (m  —  1)  —  m  .  Für  dieses  Feld  (w  —  1)  —  m  wer- 
den dann  die  größte  positive  und  die  größte  negative  Querkraft 
berechnet  und  hieraus  die  größten  Spannkräfte  (Zug  und  Druck) 
von  D  erhalten.     Hiermit  ist  der  Stab  D  erledigt. 

In  Fig.  104b  ist  noch  gezeigt,  welches  Feld  bei  Belastung  am 
Obergurt  zu  der  Vertikalen  V  gehört.  [Nämlich  das  Feld  (m  —  1)  —  m.] 
Aus   der  Querkraft  dieses  Feldes  wird  dann  V  bestimmt. 

Hinsichtlich  der  Vorzeichen  sei  an  die  Untersuchungen  von 

§  7a,  7b  erinnert:  ,        ...       ^,    ,      ..  ,   « 

^       '  ,_.  ,1  positive  Querkraft  erzeugt  Zug, 

linkssteigende  Diagonale  (  ^^g^^.^^        ^^  ^^       P^^^^. 

/  positive  „  „        Druck, 

rechtesteigende        „        \  ^^^^^^^        ,^  ^,       Zug. 

_.  ,       f  positive  Q.  erzeugt  Druck, 

V  zwischen  linkssteigenden  Diagonalen  {  ^^^^^.^^  ^^      ^ug; 

TT  v,4.    ^  •      ^  „  /positive  „        „      Zug, 

V  „        rechtesteigenden        „  {„.g^tive,,        „      Druck. 

Unter  „Vertikalen**  sind  natürlich  immer  Hauptvertikalen  ge- 
meint. Zwiscbenvertikalen  werden  einfach  aus  dem  Gleichgewicht 
ihrer  Endknotenpunkte  bestimmt. 
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ni.  Znsammenfagsnng. 
Gartstäbe.     Allgemein  ist 

(I)  0{U)  =  t{j^x(1--x). 

[x  =  Abstand  des  Bezugspunktes  vom  linken  Auflager.] 
Für  den  Fall  n  gleicher  Felder  A: 

(la)  0(ü)  =  =F^m(tt-m). 

[m  =  Ordnungsnammer  des  betreffenden  Bezugspunktes.] 

Fällungsstäbe.  Allgemein  ist  die  größte  Querkraft  eines  Feldes  A„ : 

(III)  Q_+_^_^,      ö_       2Z_A„- 

[a:,^  bzw.  a?»»  - 1  =  Abstand  des  rechten  bzw.  linken  Knotenpunktes 
des  Feldes  vom  rechten  bzw.  linken  Ende  des' Trägers.] 
Für  den  Fall  n  gleicher  Felder  X: 

<"^^>  ?  =  +  2(;r:^(«— )"    «  =  -2(;f^(--i^'- 

[wi  ==  Ordnungsnummer  des  rechten,  m— 1   des  linken  Knoten- 
punktes des  Feldes.] 

Aus  der  Querkraft  folgen  dann: 

i>  =  -^<?;        V=Q. 

BlUip 

§30. 
Beispiele  zu  §  29. 

Erste  Aufgabe* 

Der  Parallelträger  Fig.  104a  ist  für  eine  gleichmäßig  verteilte 
bewegliche  Last  von  p  =  1,20  tjm  zu  berechnen! 
Spannweite  Z  =  14A  =  14  •  1,00  =  14,00  m.    Höhe  h  =  1,20  ra. 

Nach  den  Untersuchungen  von  §  29  kann  man  die  Berechnung 
in  folgender  Form  durchführen  (s.  Tabelle  S.  316). 

Die  größte  positive  und  die  größte  negative  Querkraft  eines 
Feldes  ergänzen  sich  stets  zu  der  Querkraft  infolge  Vollbelastung. 

Statt  für  die  betrachteten  Felder  die  größte  positive  und 
negativ«  Querkraft  einzeln  auszurechnen,  hätte  man  auch  so  vor- 
gehen können,  daß  man  nur  die  positiven  Querkräfte,  aber  für 
sämtliche  Felder  des  Trägers,  bestimmt.  Denn  wegen  der  Sym- 
metrie ist  z.  B.  die  größte  negative  Querkraft  des  fünften  Feldes 
von  links  (Fig.  104  d)  gleich  der  größten  positiven  Querkraft  des 
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Gurtstabe  (0 


=  T 


2h 
1,20 


1,0« 


2-  1,20 


m(14-m) 


GröAte  Querkrftfte  (0 
(positive  und  negative) 


2(n-l) 
2(n-l) 


(n-m)«« +0,046(14 -TO)« 
(m-l)i,-0,(M6(m-l)« 


Diagonalen  (0 
Bin^y 


yi,0*  +  1,2« 


sin  q}  1,2 

I?  =+1,80*  g 


1,90 


Vertikalen'  (0 


«7, 


0/) 


Oj,U|sT0,60*l'18»T  <V5 


0,.  J7g  =  T0,50 . 2  •  12  =  T12,0 


0,,  r74«T0,C0.8- 11 -T16,6 


04,E7,  =  :FO,60.4«10«T20,0  . 


0|  ,17,  s  70,60  •  6  •  9  »  722,5 


0«,r7,  s70,60-6*  8  «724,0 


0, 


-0,50.7-   7  =-24,5 


[^»|U,00'l,20«8,4t] 


<?o-i  = 


+0,046 
-0,046 


<2i-t' 


+0,046 
-0,046 


Qi-«  = 


+0,046 
-0,046 


«.-4  = 


+0.046 
-0,046 


Ö4-.« 


+0,046 
-0,046 


Q.-I 


+0,046 
-0,046 


.+0,046 
^■■''"-0,046 


18* 
0 


0,0 


12« 
1« 


+6,7 
-0,1 


11« 
2ß 


+  5,6 
-0,2 


10* 
8« 


+  4,6 
-0,4 


0« 
4« 


+3,7 
-0,7 


8« 
6« 


+8,0 
-1^ 


7« 
6« 


+2,3 
-1,7 


I>i  = 


+  7,8 
-0,0 


D,= 


+  6,7 
-0,1 


+5,6 
-0,2 


I>4 


+4,6 
-0,4 


D.= 


+  8,7 
-0,7 


Z),= 


+8,0 
-1,2 


P,  = 


+2,8 
-1,7 


1,80 
1,80 


+  10,1 
0,0 


1,80 
1,30 


+  8,7 
-  0,1 


1,30 
1,30 


+  7,8 
-  0,8 


1,30 
1,80 


+  6,0 
-  0,6 


1,80 
1,80 


+  ^ 
-  0,9 


1,80 
1,80 


+  8,9 
-  1,0 


1,30 


+  8,0 
-  2,2 


[Fo  =  -8,4J 


Vi^ 


-7,8 
+0,0 


F,  = 


-6,7 
+  0,1 


F,= 


-5,G 
+  0,2 


^4  = 


-4,6 

+0,4 


n  = 


-3,7 

+0,7 


r.= 


-3,0 


[^7  =-1,21 


fünften  Feldes  von  rechts.  [Die  Laststellungen  sind  das  Spiegel- 
bild voneinander.]  Die  Rechenarbeit  ist  natürlich  genau  dieselbe. 
Nur  weil  man  bisweilen  so  vorgegangen  findet,  daß  sämtliche 
Felder  einmal  von  links  bis  rechts  durchgerechnet  werden,  sollte 
dies  erwähnt  werden. 

Zweite  Aufgabe^ 

Berechne  den  obigen  Träger  für  Belastur^  am  Untergurt! 

Momente  und  Querkräfte  sind  unabhängig  davon,  ob  die  Be- 
lastung am  Ober-  oder  am  Untergurt  angreift.  Die  Gurtstäbe 
und  Diagonalen  bleiben  ebenfalls  unverändert.  Nur  die  Vertikalen 
ändern  sich.  Denn  z.  B.  für  Vertikale  Fi  ging  vorhin  der  zuge- 
hörige Schnitt  im  Felde  0 — 1  durch  die  Lasten  hindurch,  während 
er  jetzt  im  Felde  1—2  die  die  Lasten  tragende  Gurtung  durch- 
bricht. Auch  Vq  und  V^  sind  natürlich  anders,  erstere  gleich  der 
Querkraft  des  Feldes  ö— I,  letztere  gleich  Null. 

Insgesamt  ergeben  sich  also  für  die  Vertikalen  die  Spannkräfte: 


Fn  = 


y^- 


-7,8. 
+0,0^ 

-3,7. 
+0,7' 


Vi 


F.= 


+0,1' 

-3,0 
+  1,2' 


y,- 


Fe  = 


-5,6 

+0,2^ 

-2,3 
+  1,7' 


^8=- 


-4,6. 
+0,4' 


Vj  =  0,0  . 
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Wie  man  sieht,  ist  gegenüber  der  früheren  Tabelle  jede  Ver- 
tikale um  ein  Feld  hinuntergerückt. 

Dritte  Aufgabe^ 

Der  ParaUelträger  Fig.  104 e  mit  abwechselnd  links-  und  rechts- 
steigenderi  Diagonalen  und  Hilfsvertikalen  ist  zu  berechnen! 

Abmessungen  und  Belastung  wie  bei  erster  Aufgabe.  (Be- 
lastung am  Obergurt.) 


Gnrtstftbe  (Q 
=  qFO^w(U-w) 

Größte  Querkrftfte  (Q 
«(■;;.-i)-«  =  -0,W6(«-l)« 

Diagonalen  (Q 

Hinq> 

=  ±1,30. Q 

Vertikalen  (0 
F  =  0,0    bzw. 
--P 

Ol «                                     0,0 
0,,  0.  « -0^*2 •  12» -12,0 
0«,Ob«-0,60>4*10»>20,0 
0,,0,  =  -0,60.6-   8«-24,0 

[^«JU,00. 1,20  =  8,4t] 

§ 

=  -P  = -1,20. 1,00 
=  -l,20t 

ro=:-o,cot 

^•-*--o,o 

*     +  0,0 

^'^•--0,1 

D  -+  ^''^ 

»^i,F„  F„F,  =  0,0 

0      «+°'® 
^•-••'-0,2 

•     +  0,8 

17,,  17,  »+0,50.1.18-+  6,6 

U,,  C74  « +0,50 . 8 .  11 « +  16,6 

^*,  ^•=■+0,60.5.  9 -+22,5 

(7,»+0,50.7.  7-+24,5 

^•-**-0,4 

*     -  0,6 

^-•'-0,7 

*     +  0,9 

^-•"-1,2 

•     -  1,6 

^     -1-  2»2 

§31. 
Der  Parallelträger  mit  Einzellasten. 

I.  Gortstabe« 


w 


0  = 


U-  + 


M 


Um  ffir  einen  Gurtstab  die  größte  Spannkraft  za  erhalten, 
mässen  also  die  Lasten  so  gestellt  werden,  daß  fär  seinen  Bezugs- 
punkt m  das  größte  Biegunpmoment  M  entsteht.  Wie  bereits 
in  §  26,1,  Fig.  101b,  besprochen  wurde,  geschieht  dies  auf  fol- 
gende Weise:  Eine  möglichst  schwere  Last  wird  direkt  über  den 
Punkt  m  gestellt,  und  die  übrigen  werden  so  angeordnet,  daß  die 
beiden  Bedingungen  erfüllt  sind: 
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(II) 


R 


X, 


m 


l 


<P^  +  P^       +  .  •  •  +P, 


m  9 


R-f<Pn  +  l\-^^-•••+^,n 


Hierin  bedeuten  P,  -f  P«  +  •  •  •  +  -Pm  die  Lasten  von  links  bis  ein- 
schließlich Punkt  w;  P»  +  Pn-i  +  •  •  •  +  -P«  bedeuten  die  Lasten  von  rechts 
bis  einschließlich  m.  Die  Längen  x„  und  xl,^  sind  die  Abstände  des  be- 
treffenden Punktes  vom  linken  bzw.  rechten  Auflager.  1?  ist  die  Summe  aller 
Lasten.  Sind  diese  beiden  Bedingungen  erfüllt,  so  stehen  die  Lasten  so,  daß 
für  den  betreffenden  Punkt  das  größte  Biegungsmoment  hervorgerufen  wird. 

Auf  diese  Weise  wird  jeder  Punkt  einzeln  vorgenommen  und 
sein  größtes  Biegungsmoment  bestimmt. 

Aus  den  Biegungsmomenten  ergeben  sich  dann  nach  den 
Formeln  (I)  die  Gurtkräfte. 


!!•  Füllungsstäbe. 


(III) 


0  = 


Q 


F-Q. 


sin  73 

a)  Die  gefährliche  Lastatellung. 
Es  kommt  also  darauf  an,  für  den  vorliegenden  Belastungs- 
fall: indirekt  wirkende  Einzellasten,  für  jedes  Feld  die  größte 
positive  und  größte  negative  Querkraft  Q  zu  erhalten.  Diese  Auf- 
gabe ist  in  Band  I,  §  68  behandelt.  Es  ergab  sich  folgende  Regel 
(S.  Band  I,  Fig.  118°;  Band  II,  Fig.  105): 


i^/ 


Grund- 
stellung 


IX  vor 
gezogen 


2  X  vor- 
gezogec 


Fig.  105. 
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Man  nimmt  die  Lasten  zunöchst  in  Grundstellimg  an  (d.  h.  die 
erste  Last  bis  unmittelbar  vor  dem  Felde)  und  untersucht,  ob 

l 
(IV)  R  kleiner  oder  größer  als  Pj-r- 

ist.  {R  =  Summe  aller  Lasten  bei  Grundstellung,  P^  =  erste  Last.) 
Im  erstoren  Falle  bleibt  es  bei  Grundstellung.  Im  zweiten  Falle  gibt 
Grundstellung  nicht  die  größte  Querkraft,  sondern  es  muß  vorgezogen 
werden.    Dann  muß  aber  noch  weiter  untersucht  werden,  ob 

(V)  R'  kleiner  oder  größer  als  (Pj  +  Pj)  y 

ist.  {R'  =  Summe  aller  Lasten  bei  vorgezogener  Stellung.)  Im 
ersteren  Falle  ist  einmal  vorgezogene  Stellung  maßgebend  (d.  h.  nur 
die  erste  Last  kommt  in  das  Feld  hinein);  im  zweiten  Falle  ist 
zweimal  vorgezogene  Stellung  maßgebend  (d.  h.  die  ersten  zwei 
Lasten  kommen  in  das  Feld  hinein). 

b)  Die  größten  Querhräfte. 

Sobald  nun  die  Laststellung,  bei  der  die  größte  Querkraft  auf- 
tritt, erkannt  ist,  ist  es  leicht,  letztere  selb.st  zu  berechnen  (Fig.  100): 

falls  Grundstellg.  maßgebend:  Q  =  +Äi , 

+ 

a 
(VI)  l     "    vorgezog.  St.         „  :  Q  =  +Äjj  —  Pi'j 

bzw.      =  +Ajij — y -—  . 

Auf  diese  Weise  ergibt  sich  die  größte  positive  Quorkraft  des 
betreffenden  Feldes,  um  die  größte  negative  Kraftsumme  zu 
erhalten,  läßt  man  den  Zug  entsprechend  von  A  aus  vorrücken. 

c)  Die  Spannkräfte  D  und  V, 

Aus  den  beiden  größten  Querkräften  eines  Feldes  ergeben 
sich  dann  nach  den  früheren  Formeln  sofort  die  D  und  7. 

in.  Zosammenlaasang. 

Gortstäbe.  Man  nimmt  eine  Laststellung  an,  bei  der  eine 
möglichst  schwere  Last  über  dem  Bezugspunkte  des  betreffenden 
Stabes  steht  und  sieht  nach,  ob  die  Bedingungen  erfüllt  sind: 


(H) 


R  -j-  <  Pi  -r  Pi  -^  •  •  •  +  Pfn  f 


"Y 


'^<p,+p.-,  +  ...+p,. 
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Im   zutreffenden   Falle   ist    die   angenommene  Stellung    die    un- 
günstigste.    Dann  das  Moment  M  ausrechnen  und: 

00  0(17)  «HF-^. 


Füllungsstäbe.  Von  Grundstellung  ausgehen  und  hierfür  Summe  iS 
der  Lasten  bestimmen.  Dann  ergibt  sieh  folgendes  Schema  der 
möglichen  Fälle: 

l 
(!)  22<Piy:  Grundstellung  maßgebend, 

fa)  R'<{Pi+P^)y'  einmal  vorschieben 
b)  R' >  (Pi  +P2)  y  :  zweimal        „ 
Ar 

[R'  =  Summe  der  Lasten  bei  einmal  vorgezogcaer  Stellung.  Kann 
auch  einfach  gleich  R  genommen  werden,  da  der  Unterechied, 
falls  überhaupt  vorhanden,  klein  ist.] 

Sobald  aber  die  maßgebende  Stellung  entschieden  ist,  die 
Querkraft  berechnen: 

g  =  ^  (im  Falle  1), 

Q^Ä-P^^  („       „      2), 

Q^^_p,(^±A±M  ^„    „   3). 

Aus  Q  dann,  wie  gewöhnlich,  D  und  F* 

§32. 
Querkräfte  und  Momente  bei  Eisenbahnbrücken. 

Bei  Brücken,  die  für  ein  bestimmtes  Lastenschema  zu  be- 
rechnen sind,  kann  man  Querkräfte  und  Momente  in  Form  von 
Tabellen  zusammenstellen.  Namentlich  ist  dies  für  die  preußisch- 
hessischen Staatsbahnen  geschehen.  Im  folgenden  sollen  diese 
Tabellen  gleichzeitig  mit  den  wichtigsten  Vorschriften  mitgeteilt 
und  erläutert  werden.  Der  betreffende  amtliche  Erlaß  lautet: 
„Vorschriften  für  das  Entwerfen  der  Brücken  mit  eisernem  Überbau 
auf  den  Preußischen  Staatseisenbahnen.  Eingeführt  durch  Erlaß 
vom  1.  Mai  1903". 

I.  Belastnngeib 

Nach  den  Vorschriften  ist  als  Verkehrslast  „ein  Zug  aus  zwei 
Lokomotiven  in  ungünstigster  Stellung  mit  einer  unbeschränkten 
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321 


Zahl  einseitig  angehängter  Güterwagen"   anzunehmen.    Die  Ab- 
messungen und  Achslasten  sind  folgende: 


3,00  m 


I            I                   3,00  m 
,50       1,50       1,50 

I  I  u 


H 


17,0  t    17,0       17,0       17,0       17,0  t 


1,50  m  I 
1,50       1,50 

Y  Y 


1,50  m 


^ 


13,0  t    13,0      13,0  t 


Lokomotive  ^  ^^ 

(gesamt  85,0  t;    I ^^^ 1,50       1 

12,0  nO 

Tender 
(gesamt  39,0  t;  F 

6,0  m) 

Güterwagen                                  1,50  1    1,50 

(gesamt  26,0  t;  I 3,00  m 

6,0  m) 

13,0  t  13,0  t 

Zu  diesen  Angaben  ist  noch  folgendes  zu  bemerken: 

a)  Sämtliche  Zahlen  beziehen  sich  auf  AchslsAten.  Haben 
wir  eine  zweigleisige  Brücke,  so  müssen  wir  bei  der  Berechnung 
natürlich  den  Fall  berücksichtigen,  daß  tatsächlich  zwei  Züge 
parallel  nebeneinander  stehen,  so  daß  also  auf  jeden  Hauptträger 
der  Brücke  die  Achslasten  des  einen  Zuges  entfallen.  Haben  wir 
aber  eine  eingleisige  Brücke,  so  kommen  für  jeden  Hauptträger 
nur  die  halben  Achslasten,  d.  h.  die  Badlasten,  in  Betracht.  In 
diesem  Falle  sind  also  die  obigen  Zahlen  durch  2  zu  dividieren. 

b)  Die  „Vorschriften  für  das  Entwerfen  usw.'^  verlangen,  daß, 
sobald  sich  weniger  als  fünf  Achsen  auf  der  Brücke  befinden,  die 
Achsdrücke  höher  als  17,0  t  anzunehmen  sind;  und  zwar  heißt  es: 

Bei  1  oder  2  Achsen  sind  pro  Achse  20  t  zu  rechnen. 


19 


» 


n 


11 


u 


18  t 


entsprechend  dem  untenstehenden,  leicht  zu  merkenden  Schema: 


1  Achse 


I 


2  Achsen 


1 


20,0  t 


I 


3  Achsen 


I 


20,0  t 


1 


2aot 


I 


4  Achsen 


1 


19,0 1 


1 


19,0  t 


1 


19,0  t 


18,0  t 


18,0  t 


18,0  t 


Y 
18,0  t 


Fttfcber.  Statik.    11. 1. 
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Diese  Vorschrift  ist  durchaus  berechtigt.  Denn  bei  einer 
kurzen  Brücke  von  z.  B.  5,0  m  Spannweite  machen  sich  die  Rad- 
Stöße  des  in  Fahrt  befindlichen  Zuges  viel  mehr  bemerkbar  als 
bei  großen  Brücken.  Dasselbe  gilt  für  die  Berechnung  der  Längs- 
und Querträger,  für  die  meistens  auch  weniger  als  fünf  Achsen 
in  Betracht  kommen. 

c)  Da  die  „Vorschriften"  bestimmen,  daß  der  Zug  aus  zwei 
Lokomotiven  in  ungünstigster  Stellung  mit  einseitig  angehängten 
Güterwagen  bestehen  soll,  müssen  hinsichtlich  der  Anordnung  der 
Lokomotiven  und  Tender  zwei  Möglichkeiten  berücksichtigt  werden: 

1)  Lokomotive — Tender — Lokomotive — Tender —  Güterwagen, 

2)  Tender — Lokomotive — Lokomotive — Tender — Güterwagen. 

Die  zweite  Anordnung  („Kopf  an  Kopf")  kann  auch  mit  der 
Lokomotive  beginnen  (wenn  der  erste  Tender  die  Brücke  bereits 
verlassen  hat). 

EL  Tabelle  für  die  Auflagerdrtieke» 

Die  Tabelle  auf  Seite  324  dient  dazu,  bei  einer  Eisenbahnbrücke 
die  Berechnung  der  Auflagerkräfte  bei  den  verschiedenen  Stellungen 
des  Zuges  zu  erleichtern.  Es  sei  z.  B.  die  Aufgabe  gestellt:  Auf 
den  in  Fig.  106  b  gezeichneten  Brückenträger  rücke  von  B  aus  ein 
Eiseabahnzug  auf.  Für  die  verschiedenen  Stellungen  dieses  Zuges 
sollen  die  Auflagerkräfte  A  bestimmt  werden. 


f7t  /7t  73^  f3^      ^  17^  77  t  fS*-         73t  ist         rst 

u Bl ^ 


^ 


^i^rt-t^ 


k — ^i 


Ä  (b) 


d, 


i^  >  (oj 


Fig.  106. 

In  Fig.  106  a  ist  das  Lastenschema  gezeichnet.  Für  die 
Auflagerdrücke  kommt  im  allgemeinen  die  Anordnung,  daß  beide 
Lokomotiven  vor  ihren  Tendern  sind,  in  Betracht.  Nun  wollen 
wir  von  irgendeiner  Laststellung  ausgehen.  Es  sei  z.  B.  gerade 
die  erste  Lokomotive  auf  die  Brücke  gelangt  (Fig.  106b).     Be- 
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zeichnen  wir  die  Entfernungen  der  Achsen  P^ ,  Pj  usw.  vom  rechten 
Auflager  mit  c^,  c,  usw.,  so  ist: 

Ä  =  j{P,c,  +  P^c,  +  P^c,  +  P^c^  +  P,c,) . 

Um  diesen  Ausdruck  bequem  auszurechnen,  wollen  wir  die  Ab- 
stände C|,  Cg  ^w-  ^^r  einzelnen  Lasten  vom  Auflager  B  durch 
die  Abstände  &i ,  &2  dieser  Lasten  von  der  letzten  Last  und  durch 
den  Abstand  a  der  letzten  Last  von  B  ausdrücken: 

<^i  =  ^1  +  ^  ;     Ci^h+^f    <?3  =  ^3  +  a  ;     ^4  =  5^  +  a  ;     05  =  0  +  a  . 

Dann  erhalten  wir: 

Ä^j[P,ib,+a)+P,{b,  +  a)+P,{b,+a)+P,{h^+a)+P,(0+a^ 

(I)   Ä^j [{PA+P2b,+PA+P4p,+P5' 0)+{Pi+P2+Ps+Pa+P5) «] . 

Jetzt  haben  wir  A  dargestellt  durch  zwei  Summen,  die  sich 
folgendermaßen  deuten  lassen :  Der  Ausdruck  in  der  ersten  Klammer 
ist  nichts  anderes  als  die  Summe  der  statischen  Momente  aller 
Kräfte  in  bezug  auf  die  letzte  Kraft.  Und  der  zweite  Ausdruck 
ist  das  Produkt  aus  der  Summe  aller  Lasten  mal  dem  Abstand 
der  letzten  Last  vom  Auflager. 

Die  erste  Summe  kann  nun  direkt  aus  der  folgenden  Tabelle 
entnommen  werden.  Keben  der  Zahl  5  (Anzahl  der  auf  der 
Brücke  befindlichen  Achsen)  befindet  sich  nämlich  in  der  Bubrik 
„Summe  der  statischen  Momente"  die  Zahl  255.  Dieses  ist  die 
obige  Summe  der  statischen  Momente  aller  auf  der  Brücke 
befindlichen  Kräfte  in  bezug  auf  die  letzte  Kraft.  [Man 
mache  die  Kontrolle:  Es  ist  Pj  •  6|  +  P^  •  feg  +  •  •  •  =  1'7,0  •  6,0 
+  17,0  •  4,5  +  17,0 .  3,0  +  17,0  •  1,5  +  17,0  •  0,0  =  255.]  Somit  ist 
der  Inhalt  der  ersten  runden  Klammer  durch  einfaches  Nach- 
schlagen in  der  Tabelle  bestimmt. 

Die  zweite  Klammer,  nämlich  die  Summe  P^  +  P, +  ... 
aller  auf  der  Brücke  befindlichen  Kräfte,  ist  ebenfalls  in  der 
Tabelle  angegeben.  Wir  finden  neben  der  Aohszahl  5  angeführt 
2P  «  85  t.     [17,0  +  17,0  +  . . .  «  85,0  t.] 

Mit  Hilfe  dieser  Tabellenwerte  können  wir  also  den  obigen 
Ausdruck  für  A  schreiben: 

(la)  ^  =  y[255  +  85-a]. 

Der  Abstand  a  ist  natürlich  durch  die  betreffende  Zagstellung  ge* 
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Tabelle  A:  Auflagerdrücke. 


Summe 

Summe 

AchB- 
zahl 

Zugl&nge 
b 

der  st  Mo- 
mente 

der 
Kräfte 

11 

£Pb 

SP 

1 

0 

0 

20 

2 

1,5 

30 

40 

3 

3,0 

85,5 

57 

4 

4,5 

162 

72 

5 

6,0 

255 

85 

6 

10,5 

637,5 

98 

7 

12,0 

784,5 

111 

8 

13,5 

951 

124 

9 

18,0 

1509 

141 

10 

19,5 

1720,5 

158 

11 

21,0 

1957,5 

175 

12 

22,5 

2220 

192 

13 

24,0 

2508 

209 

14 

28,5 

3448,5 

222 

15 

30,0 

3781,5 

235 

16 

31,5 

4134 

248 

17 

34,5 

4878 

261 

18 

37,5 

5661 

274 

19 

40,5 

6483 

287 

20 
21 

43,5 

7344 

300 

46,5 

8244 

313 

22 

49,5 

9183 

326 

23 

52,5 

10161 

339 

24 

55,5 

11178 

352 

25 

58,5 

12234 

365 

26 

61,5 

13329 

378 

27 

64,5 

14463 

391 

28 

67,5 

15636 

404 

29 

70,5 

16848 

417 

30 

73,5 

18099 

430 

Achs- 
zahl 

Zugl&nge 
b 

Summe 
der  st.  Mo- 
mente 
£Pb 

Summe 

der 
Krftfte 

SP 

31 
32 
33 
34 
35 

76,5 
79,5 
82,5 
85,5 
88,5 

19389 
20718 
22086 
23493 
24939 

443 
456 
469 
482 
495 

36 
37 
38 
39 
40 

91,5 

94,5 

97,5 

100,5 

103,5 

26424 
27948 
29511 
31113 
32754 

508 
521 
534 
547 
560 

573 
586 
599 
612 
625 

41 
42 
43 
44 
45 

106,5 
109,5 
112,5 
115,5 
118,5 

34434 
36153 
37911 
89708 
41544 

46 
47 
48 
49 
50 

121,5 
124,5 
.    127,5 
130,5 
133,5 

43419 
45333 
47286 
49278 
51309 

638 
651 
664 
677 
690 

51 
52 
53 
54 
55 

136,5 
139,5 
142,5 
145,5 
148,5 

53379 
55488 
'57636 
59823 
62049 

703 
716 
729 
742 

755 

56 
57 
58 
59 
60 

151,5 
154,5 
157,5 
160,5 
163,5 

64314 
6G618 
68961 
71343 
73764 

768 
781 
794 
807 
820 

geben.    Ist  z.  B.  a  =  1,0  m,  so  wäre  bei  der  vorliegenden  Brücke 
für  die  gezeichnete  Laststellung 

1 


(Ib) 


25,0 


(255  +  85.1,0) 


I      -^^''-'^''^'^ 


Dieser   einfache  Ausdruck   (Ib)    enthält    also   die   gesamte   Aus- 
rechnung des  Auflagerdruckes  Ä  bei  den  fünf  Lasten  Pj  . . .  P5 . 
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Bückt  nun  der  Zag  etwas  vor,  so  daß  a  z.  B.  gleich  2,0  m 
wird,  so  ändert  sich  in  der  ersten  Klammer  gar  nichts,  denn 
sowohl  die  P  (die  Aehsdrücke)  als  auch  die  h  (die  Entfernungen 
der  einzelnen  Achsen  voneinander)  sind  unveränderliche  Werte.  In 
der  zweiten  Klammer  bleibt  die  Summe  aller  Lasten  ebenfalls 
dieselbe  —  vorausgesetzt,  daß  durch  das  Vorschieben  keine  neue 
Last  auf  die  Brücke  hinzugekommen  ist  — j  so  daß  nur  für  a  der 
neue  Wert  einzusetzen  ist.   Wir  erhalten  also  für  diese  neue  Stellung 

A  =  ^(255 +  85.2,0) 

«^(255  +  170) 

«  17,0  t- 

Denken  wir  uns  nun  den  Zug  noch  weiter  verschoben,  so  daß 
bereits  die  erste  Tenderachse  auf  die  Brücke  gelangt  ist,  Fig.  106  c, 
so  dürfen  wir  die  obigen  Zahlen  natürlich  nicht  mehr  benutzen, 
weil  jetzt  eine  neue  Last,  P« ,  in  den  Klammerausdrücken  hinzu- 
kommt.   Der  Ausdruck  für  Ä  lautet  jetzt  also: 

1     +(Pi+P,+P8  +  P4  +  P5  +  P«)a]. 
Die  Bedeutung  der  beiden  Klammern  ist  genau  entsprechend  wie 
bei  (I).    Auch  die  Ausrechnung  finden  wir  in  derselben  Weise:  Wir 
schlagen  in  der  Tabelle  neben  der  Achszahl  6  die  beiden  Werte  auf : 

-SP6  =  637,5,      2'P  =  98, 

und  haben  hiermit  die  Ausrechnung  der  obigen  beiden  Klammern. 
Ist  z.  B.  die  Laststellung  so,  daß  der  letzte  Abstand  a  —  0,5  m 
ist,  so  ist  also  der  Auflagerdruck  bei  sechs  Achsen: 

Ä^j  [637,5  +  98  . 0,5] 

Vei-Hchiebt  sich  der  Zug  noch  weiter,  so  daß  irgendeine  Achszabl  n 
hinaufkommt,  so  bestimmen  wir  die  zugehörigen  Werte  I^Ph 
und  2P  und  erhalten 

(HI)  A^j [SP&  +  (SP) a]  . 

Zu8(Uz.  Im  allgemeinen  ist  allerdings  nicht  der  Abstand  a 
der  letzten  Last  vom  rechten  Endpunkte  angegeben,  sondern  der 
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Abstand  e  der  ersten  Last.  Dieses  ist  die  sog.  jfBelastungslänge^*. 
Dann  ergibt  sich  der  Abstand  a ,  indem  wir  von  dem  Abstände  c 
die  Zuglänge  (von  der  ersten  bis  zur  letzten  Last)  abziehen.  Diese 
Zaglängen  h  sind  in  der  obigen  Tabelle  ebenfalls  an- 
gegeben. Aus  der  gegebenen  Belastungslänge  c  und  der  auf- 
zuschlagenden Zuglänge  h  finden  wir  also  zunächst  den  Abstand 

(IV)  a  =  c  —  6  , 

und,  sobald  wir  diesen  haben,  nach  der  obigen  Formel  (III)  den 

Auflagerdruck  A  : 

.       1 


(nia) 


[2-Pft  +  2;P(c-ft)], 


Beispiel. 

Eine  eingleisige  Brücke  von  l  =  40,00  m  Spannweite  sei  in 
10  Felder  zu  4,00  m  geteilt.  Der  Auflagerdruck  A  ist  zu  be- 
rechnen für  die  Fälle,  daß  der  Zug,  von  B  kommend,  der  Eeihe 
nach  bis  Punkt  9,  «,  7  ...0  vorgerückt  ist  (Fig.  107). 


A 


(o/) 


-H 


fo_ 


I 
I 
I 


iht 


6,e 


M. 


R ->-  »k^Ujj 

i  i   i    i   i       ' 


(dj) 


\  \  \   \  \ 

73.6 


fZ.o 


H 


■■jsi 


ll#     IV      IV     %v      ^v 


Fig.  107. 

1)  Laststellung  Fig.  107h.  Der  Abstand  e  der  ersten  Last  vom 
rechten  Lager  ist:  c  =  4,00  m.  Nun  sehen  wir  in  der  Tabelle 
nach  und  finden,  daß  die  Zuglänge  b^  die  einem  Abstände  von 
4,00  m  am  nächsten  kommt,  &  =a  3,00  m  ist.  Hieraus  folgt  dann 
sofort  der  Abstand  der  letzten  Last  vom  Punkte  B,  a  «  4,0  —  3,0. 
Und  ferner  finden  wir  aus  der  Tabelle  die  zu  dieser  Laststellung 
gehörigen  Werte  2Ph  =  85,5  mt  und  HP  «  57  t.  [Bei  nur  drei 
Lasten  muß  jede  zu  19,0 1  genommen  werden.  Daher  ist  HP 
=  57  t.]    Hiermit  ergibt  sich  für  diese  Laststellung: 

^  =  |[85,6  + 57(4,0-3,0)].! 
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Der  Faktor  ^  ist  deshalb  nötig,  weil  die  obigen  Zahlen  sich 
auf  Achslasten  bezieben,  während  für  unsere  eingleisige  Brücke 
pro  Hauptträger  nur  Badlasten  in  Betracht  kommen! 

Man  kann  der  Tabelle  auch  noch  die  Zahl  n  der  auf  der 
Brücke  befindlichen  Achsen  entnehmen.  Doch  interessiert  die  im 
allgemeinen  nicht. 

2)  Zusammenstellung  der  Auflagerdrücke.  In  der  folgenden 
Tabelle  sind  nun  für  mehrere  Zugstellungen ,  von  Punkt  9  bis 
Punkt  0  (Vollbelastung))  die  Auflagerdrücke  Ä  nach  der  Formel  (III a) 
ausgerechnet.  Die  ganze  Arbeit  geht  sehr  schnell  und  übersichtlich. 


Be- 

lastungs- 
länge  c 

(m) 

4,00 

8,00 

12,00 

• 

32,00 
36,00 
40,00 

Zug- 
länge b 

(m) 

ZPb 

(mt) 

ZP 

(t) 
57 

85 

111 

• 

248 
261 
274 

Ä==j[SPb  +  ZP(c-b)]'^ 
(t) 

3,0 
6,0 

12,0 

• 

31,5 
34,5 
37,5 

85,5 
255 

784,5 

• 

4134 
4878 
5661 

^•~  w  ^^^'^  ■*" "  ^*'°  ~  ^'^^^  ^  ~ ''® 

^1--^  [784,5  + 111  •  0,0]  i  -  9.8 

• 

^a  -  ^  [41 34  +  248  (32.0  — 31,5)]  |- 53,2 
^i^-^ [4878  +  261  (36,0 - 34,5)]  -^  =  65,9 
-4o=  ^  [5661  +  274  (40,0  -  37,5)]  |  =  79,3 

[Das  Aufstellen  der  Tabelle  A  ist  übrigens  nicht  so  umständ- 
lich, wie  man  wohl  zunächst  annimmt.  Hat  man  z.  B.  für  6  =  6,0  m 
ausgerechnet:  2P  =  85  und  ÜPb  =  255,  so  ergeben  sich  für  das 
folgende  h  =  10,5  die  entsprechenden  Werte:  2P  =  85  + 13  =  98 
und  2:Pb  =  255  +  85  •  4,5  =  637,5 ,  wobei  4,5  =  10,5  -  6,0  ist. 
Dieses  läßt  sich  leicht  beweisen,  indem  man  2!Pb  für  h  =  6,0  m 
und  für  6  =  10,5  m  aufstellt  und  miteinander  vergleicht.  Man 
fängt  also  beim  Aufstellen  der  Tabelle  mit  6  »  0  an  und  geht 
Bchrittweis  weiter.] 

in*  Berechnung  der  Querkräfte. 

Aus  den  Auflagerdrücken  ergeben  sich  auch  sofort  die  Quer- 
kräfte: Bei  Grundstellung  ist  die  Haftsumme  direkt  gleich  dem 
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Auf  lagerdruck;  bei  yorgezogener  Stellung  gleich  dem  betreffenden 
Auflagerdruck  vermindert  um  den  Gegendruck  des  Querträgers. 

Um  also  für  ein  Feld  u — v  einer  Eisenbahnbrücke  Fig.  108 
die  größte  Querkraft  zu  erhalten,  wird  man  insgesamt  folgendes 
tun  (vgl.  §  31,  II):  Wir  stellen  die  Lasten  in  Grundstellung  (Fig.  108  a) 
und  bestimmen  aus  der  Belastungslänge  c  mittels  der  Tabelle  A 
(durch  Aufsuchung  der  nächstniedrigen  Zuglänge)  die  Summe 
B  »  2'P  aller  Lasten.    Dann  sehen  wir  nach,  ob 

(V)  B<    oder    >-Piy 

Ist.  Im  ersteren  Falle  ist  Grundstellung  maßgebend.  Im  zweiten 
Falle  ist  vorgezogene  Stellung  maßgebend.  Dann  müssen  wir  noch 
weiter  nachsehen,  ob 

(VI)  B'<    oder    >{P,  +  P,)1 

ist  und  finden  hierdurch,  ob  ein-  oder  zweimol  vorgezogene  Stel- 
lung zu  nehmen  ist  (Fig.  108  b  und  c).  [E'=  Summe  der  Lasten 
bei  einmal  vorgezogener  Stellung;  ist  häufig  gleich  BJ] 

Sobald  die  Stellung  entschieden  ist,  ergibt  sich  die  Kraft- 
Bumme: 

'  bei  Grundstellung:  Q  =  -f^^  , 

a 

„    einmal     vorgez.  St. :     Q  =  +-4//  —  P,  y , 

„    zweimal       „         »  2     ^  =  +-4/// \ • 


(VII) 


Hierdurch  ist  die  größte  positive  Querkraft  des  betrachteten  Feldes 
bestimmt.  Wie  man  auch  den  Lastenzug  aufstellen  woUte,  es 
wäre  nicht  möglich,  seitlich  vom  Schnitte  m  eine  größere  Summe 
von  Kräften  zusammenzubekommen,  als  die  obige  Summe  Q. 

Zusatz  1.  Wir  wissen  bereits,  daß  nach  den  „Vorschriften" 
bei  ein  bis  zwei  Lasten  mit  20,0 1,  bei  drei  Lasten  mit  19,0  t 
und  bei  vier  Lasten  mit  18,0  t  Achslast  gerechnet  werden  muß. 
Dann  erst  fangen  die  normalen  Achslasten  von  17,0  t  bzw.  13,0  t 
an.  Durch  dieses  Herausnehmen  einzelner  Achsen  entsteht  bei 
der  Berechnung  der  Querkräfte  folgende  Besonderheit. 

Für  eine  kurze  Brücke  (Fig.  108  d)  sei  für  einen  Querschnitt  m, 
der  beispielsweise  3,20  m  von  B  entfernt  ist,  die  größte  positive 
Querkraft  zu  bestimmen.  Es "  ist  ganz  augenscheinlich  Grund- 
stellung maßgebend.    Lassen  wir  nun  den  Zug  von  B  bis  m  vor- 
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rücken,  so  bekommen  wir  drei  Lasten  auf  den  Träger  (Fig.  108  d). 
Also  ist  die  Querkraft: 

1 


(2=^  = 


4,00 


19,0(3,20  +  1,70  +  0,20)  =  24,2  t; 


bzw.  mit  Benutzung  unserer  Tabelle  A: 

1 


Q^A 


4,00 


[85,5  +  57  (3,2  -  3,0)]  =  24,2  t. 


Denken  wir  uns  nun  den  Träger  nach  Fig.  108  e  belastet,  die 
Lokomotive  also  anders  gestellt,  so  haben  wir  nur  zwei  Lasten 


R"IP 


i9,0i   I9.0l    19,0t 


^i,50^  ,^,S0^ 


jSjtP, 


\p.W 


»lioj^i 


j.^  (d) 


(6> 


^_Ä 


F 


i±i_U 


jr 


^1 


iüi 


/s: 


<c>  H4 11   111 


F 


*M 


H* 


Fig.  108. 


auf  dem  Träger.    Bei  zwei  Lasten  mässen  aber  die  Achsen  zu 
20,0  t  gerechnet  werden.    FolglicJi  ist  jetzt  die  Querkraft: 

1 


Q'^A' 


4,00 


20,0  (3,20 +  1,70)  =  24,5  t. 


Dasselbe  Resultat  gibt  natürlich  unsere  Tabelle  (für  n  =»  2  Lasten) : 


0'=A'  = 


4,00 


[30 +  40  (3,2 -1,5)]  =  24,5  t. 


Die  zwei  Lasten  Fig.  108  e  geben  also  für  die  Bechnung  eine 
größere  Querkraft  als  die  drei  Lasten  Fig.  108  d.  Dies  kommt 
natürlich  nur  daher,  weil  bei  Einschränkung  der  Anzahl  der  Achsen 
die  Drücke  derselben  willkürlich  höher  genommen  werden.  [Außer- 
dem ist  zu  beachten,  daß  der  Belastungsfall  Fig.  108 e  nur  dann 
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möglich  ißt,  wenn  der  Querschnitt  m  nicht  zu  weit  vom  Auflager  A 
entfernt  ist.  Denn  sonst  würde  noch  eine  dritte  Last  von  links 
auf  den  Träger  hinaufkommen,  und  die  angenommene  Laststellung 
käme  überhaupt  nicht  in  Betracht.] 

Die  „Vorschriften**  tragen  dieser  möglichen  Erhöhung  der 
Querkraft  infolge  einer  anderen  Stellung  der  Lasten  (Fig.  108 e 
und  d)  Ecchnung.  Sie  bestimmen  nämlich,  daß  bei  gewissen  Be- 
lastungslängen c  nicht  so  viel  Lasten  aufzubringen  sind,  wie  hin-, 
aufgehen  können  (Fig.  108 d),  sondern  so  viel,  daß  der  sich  rech- 
nungsmäßig ergebende  Wert  von  Q  so  groß  wie  möglich  wird 
(Fig.  108 e);  entsprechend  folgender  Tabelle: 

Tabelle  B:  Hilf  stabeile  für  kleine  Belastungslängen. 


Belastungsl&nge  c 
(m) 

Anzahl  der  anzu- 
nehn^ enden  Achsen  n 

Zug- 
länge b 

(m) 

SPb 
(mt) 

SP 

_(t) 

40 
57 

72 

1,50—3,26 
3,26-5,10 
5,10-7,15 

2  (zu  20,0  t) 
3(„    19,0  t) 
4(„    18,0  t) 

1,50 
3,00 
4,50 

30 
85,5 
162 

Nach  dieser  Tabelle  ist  also  die  Querkraft  zu  berechnen,  falls 
der  Querschnitt  innerhalb  7,15  m  vom  rechten  Auflager  liegt. 
(Auf  den  Abstand  vom  linken  Auflager  wird  keine  Eücksicht  ge- 
nommen.) Liegt  der  Querschnitt  weiter  als  7,15  entfernt,  so  tritt 
Tabelle  A  in  Kraft;  d.  h.  dann  wird  der  Zug  in  der  gewöhnlichen 
Anordnung  in  Fahrtrichtung  von  rechts  nach  links  bis  zu  dem 
betreffenden  Querschnitte  angenommen. 

Zusatz  3.  Tabelle  A  ist  für  die  Zuganordnung  entworfen: 
Lok. — Tender — Lok.— Tender.  In  manchen  Fällen  ergibt  aber  die 
Anordnung :  (Tender) — Lok.— Lok. — Tender  größere  Querkräfte. 
Allerdings  nicht  mit  dem  Tender  an  der  Spitze,  sondern  man  muß 
annehmen,  daß  der  Tender  die  Brücke  bereits  verlassen  hat,  so 
daß  zwei  Lokomotiven  an  der  Spitze  stehen.  In  den  Briicken- 
bauvorschriften  ist  dieser  Fall  aber  nicht  berücksichtigt.  Deshalb 
kann  man  diese  Untersuchung  sparen.  Die  Unterschiede  sind 
auch  ziemlich  gering. 

IV.  Berechnung  der  Momente. 

Die  Berechnung  der  an  den  einzelnen  Punkten  infolge  der 
beweglichen  Belastung  entstehenden  größten  Momente  ist  bei 
Eisenbahnbrücken  sehr  einfach.  In  den  „Vorschriften"  finden  sich 
nämlich  folgende  Tabellen  angegeben: 
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Tabelle  C:  Maximalmomente  bei  verschiedenen  Spannweiten  L. 


Spann- 
weite 
L 

(ra) 


Maximal- 
moment 

(mt) 


Zuwachs  von 

^'max 
(bei  z!Ü= 1,0m) 

(mt) 


Spann- 
weite 
L 

(m) 


Maximal- 
Moment 

^max 

(mt) 


Zuwachs  von 

■"'max 
(belJX=:l,Oro) 

(mt) 


Spann- 
weite 
L 

(m) 


Maximal- 
momcnt 

-ä^max 
(mt) 


I  Zuwachs  von 

^mai 
(bei  a/i=  1,0m) 


(mt) 


1,0 

5,00 

1,2 

6,00 

1,4 

7,00 

1,6 

8,00 

1,8 

9,00 

2,0 

10,00 

2,2 

11,00 

2,4 

12,00 

2,6 

18,16 

2,8 

15,01 

3,0 

16,88 

3,2 

18,76 

3,5 

21,61 

4,0 

28,50 

4,5 

35,63 

5,0 

42,75 

6 

57,00 

7 

73,45 

8 

93,50 

9 

114,7 

10 

185,9 

11 

157,1 

12 

178,4 

13 

199,7 

14 

221,0 

15 

248,9 

6,00 
B.00 
&,00 
6,00 
6,00 
6,00 
6^ 
6^ 
9,26 
9,86 
9,40 
9,60 
18,8 

14,2 

143 
16,4 
20,1 
21,2 
21,2 
21,2 
21,8 
21,8 
21,8 
22,9 


15 

248,9 

16 

270,0 

17 

297,8 

18 

327,0 

19 

359.8 

20 

894,0 

22 

469,0 

24 

550,5 

26 

632,0 

28 

728,2 

80 

882,8 

32 

939,2 

34 

1050 

36 

1165 

38 

1286 

40 

1^16 

42 

1552 

44 

1689 

46 

1832 

48 

1976 

50 

2128 

52 

2273 

54 

2423 

56 

2577 

58 

2737 

60 

2900 

26,1 

27,8 
20,2 
.12,8 
84,2 
87,6 
40,8 
40^ 
48,1 
62,1 
68,6 
66,4 
67,6 
60.5 
66,0 
68,0 
63,6 
71^ 
72,0 
73,6 
75,0 
76,0 
77,0 
80,0 
81,5 


60 

2900 

62 

8063 

64 

3232 

66 

3402 

68 

3575 

70 

8751 

72 

3927 

74 

4109 

76 

4295 

78 

4484 

80 

4674 

82 

4868 

84 

5063 

86 

5263 

88 

5464 

90 

5669 

92 

5876 

94 

6089 

96 

6303 

98 

6520 

100 

6740 

110 

7918 

120 

9176 

130 

10520 

140 

11965 

150 

18510 

81,6 
84,5 
86,0 
^6,5 
88,0 
88,0 
91,0 
93,0 
94,6 
96,0 
97,0 
97,5 

100 

101 

lOB 

104 

107 

107 

109 

110 

118 

126 

184 

144 

166 


Tabelle  D:  Momente  an  den  einzelnen  Querschnitten. 


Ver- 
hältnis 
x:L 

Ver- 

häUniB 

Af  at  •  ^max 

Zunahme  des 

Verhältnisses 

Mx  :Afmax 

(beizl^^l) 

Ver- 
hältnis 
»iL 

Ver- 
hältnis 
AI  jp  l  »  max 

Zunahme  des 
Verbal  tniKHCs 

««*  •  "■  max 
(bei.l^  =  l) 

Ver- 

hältnis 

isiL 

Ver- 
hältnis 

^x  '  ^mai 

Zunahme  des 
Verhältnisses 

(bei  J -1  =  1) 

0,00 

0,02 
0,04 
0,06 
0,08 
0,10 
0,12 
0,14 
0,16 
0,18 
0,20 

0,0 

0,089 

0,174 

0,254 

0,331 

0,403 

0,471 

0,535 

0,595 

0,651 

0,703 

4,46 
4,26 
4,00 
8,85 
8,60 
8^ 
8,20 
8,00 
2,80 
2,60 

0,20 
0,22 
0,24 
0,26 
0,28 
0,80 
0,32 
0,34 
0,36 
0,38 
0,40 

0,703 
0,750 
0,793 
0,833 
0,868 
0,899 
0,926 
0,948 
0,967 
0,981 
0,992 

2,85 
2.15 
2,00 
1,75 
1,55 
1,85 
1,10 
0,9C 
0,70 
0,66 

0,40 
0,42 
0,44 
0,46 
0,^8 
0,50 

0,992 

0,998 

1,0 

1,0 

1,0 

1,0 

0,80 
0,10 
0 
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Erläuterung  zu  TaheUe  0. 

In  dieser  Tabelle  bezeichnen  die  unter  „L"  aufgeführten 
Zahlen  die  Spannweiten  der  Brücken.  Neben  jedem  Träger  ist, 
unter  üfmaz»  das  größte  Biegungsmoment  angegeben,  das  infolge 
des  Eisenbahnzuges  entsteht,  und  zwar  unter  der  Voraussetzung, 
daß  die  Baddrücke  direkt  auf  den  Hauptträger  einwirken  würden. 
Die  Zahlen  in  der  dritten  Kolonne  bedeuten  den  auf  die  Längen* 
einheit  bezogenen  Zuwachs,  den  das  Biegungsmoment  erfährt, 
wenn  sich  die  Spannweite  vergrößert.  Beim  Gebrauch  der  Tabelle 
ist  zu  beachten,  daß  sich  die  Angaben  auf  ÄöhslBSten  beziehen. 
Bei  einer  eingleisigen  Brücke,  bei  der  also  auf  jeden  Hauptträger 
nur  die  JSodlasten  entfallen,  sind  die  Zahlen  durch  2  zu  divi- 
dieren. 

Beispiel  1.  Eingleisige  Brücke  von  L  ■=  16,00  m  Spannweite. 
Wir  finden  in  der  Tabelle  neben  i=  16,00  m  die  Zahl  270,0, 
dividieren  diese  durch  2  und  erhalten  Jfmax  =»135  mt.  Dieses 
ist  also  das  größte  Moment,  das  an  dem  Träger  infolge  der  be- 
weglichen Belastung  entsteht. 

Beispiel  2.  Es  sei  L  =  16,25  m.  Da  i  =  16,25  in  der  Tabelle 
nicht  aufgeführt  ist,  schreiben  wir  dafür  L  =«  16,00  +  0,25 .  Den 
Zuwachs  von  0,25  m  bezeichnen  wir  mit  AL.  Fun  finden  wir 
zunächst  für  16,00  das  Moment  j9f max  "=  270,0 .  Ferner  zeigt  die 
Tabelle,  daß,  wenn  die  Spannweite  von  16,00  m  aus  um  zl  J>  =  1,0  m 
zunehmen  würde,  das  Maximalmoment  um  27,8  wachsen  würde. 
In  unserem  Falle  nimmt  nun  die  Spannweite  um  ^dJD  =  0,25  m 
zu.  Folglich  wächst  das  Moment  um  0,25  •  27,8 .  Insgesamt  haben 
wir  also  für  eine  Spannweite  von  L  =  16,25  m  das  größte  Moment 
der  eingleisigen  Brücke: 

if max  =  (270,0  +  0,25 .  27,8) -^  =  138,5  mt. 
Beispiel  8.  i  =  4,8  m ;  eingleisig.     Es  ist 

if  max  =  (35,63  +  0,3  .  14,2)  ~-  « 19,9  rat. 

Entstanden  ist  die  Tabelle  C,  indem  man  eine  Anzahl  von  Spann- 
weiten untersucht  und  die  Ecsultate  zusammengestellt  hat. 

Erläuterung  zu  Tabelle  D. 

Diese  Tabelle  gibt  die  Biegungsmomente  an  den  einzelnen 
Querschnitten  eines  Trägers,  ausgedrückt  in  Bruchteilen  seines 
Maximalmomentes.     Es  ist  x  die  Entfernung    des   betreffenden 
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Panktes  von  dem  (ihm  zunächst  liegenden)  Auflager;  L  ist  die 
gesamte  Spannweite.  M^  ist  das  größte  Biegungsmoment  an  der 
betreffenden  Stelle,  und  Jlfmazf  wie  früher,  das  größte  Biegungs- 
moment, das  überhaupt  am  Balken  vorkommt. 

Beispiel  1.  Für  ein,e  eingleisige  Brücke  von  L  =  16,00  m  ist 
das  größte  Moment  Jf«  in  der  Entfernung  3,20  m  vom  Auflager 
gesucht.     Es  ist 

0?  =  3,20  m ;       i  — 16,00  m ;       folglich  xiL^  0,20  . 
Hierfür  gibt  die  Tabelle  an: 

Jf ,  :  if max  =  0,703 ;     folglich     Jf ,  =  0,703  3f max  . 
Das    größte   Maximalmoment    dieser  Brücke    haben    wir    soeben 
mittels  Tabelle  0  bestimmt.     Es  war 

-M'max  ==»135  mt. 
Somit  ergibt  sich  das  größte  Moment  an  der  Stelle  x : 

if,  «  0,703  .135  =  94,9  mt. 
Beispiel  2.    Für  eine  eingleisige  Brücke  yon  £  =»  16  m  ist  das 
größte   Moment  in    einem    Abstände    x » \L  =»  1,777  m    zu    be- 
stimmen!    Es  ist 

a?:2i  «.1:9  =  0,111. 

Da  a;:L»  0,111   in  der  Tabelle  nicht  aufgeführt  ist,  schreiben 

wir  dafür 

a?:i=- 0.100 +  0,011  . 

X 

Den  Zuwachs  0,011  gegenüber  0,100  nennen  wir  A  —  .  Nun  finden 

Jj 

wir   in   der  Tabelle  zunächst  zu  xiL^ 0,100   den  Wert  0,403. 

X 

Ferner  steht  in  der  dritten  Eubrik,  daß,  wenn  J—  =»1  wäre,  das 
Verhältnis  (Jlf, :  Jfmax)  einen  Zuwachs  von  3,40  erfahren  würde. 

X 

Da  in  unserem  Falle  der  Zuwachs  /d^«  0,011  ist,  erfährt  also 

Ls 

das  Verhältnis  (ifsiifmax)  einen  Zuwachs  von  0,011*3,40.    Ins- 
gesamt gehört  also  zu  dem  Verhältnis  0^:2  =  0,111  ein  Verhältnis 
Jf, :  if max  =»  0,403  +  0,011  •  3,40  =  0,440  . 

Daraus  folgt 

Jtf,  ==  0,440 .  If max  ^  0,440 .  135,0  «  59,4  mt. 

[^max  ist  bereits  früher  bestimmt.] 

Beispiel  3.    Für  eine  eingleisige  Brücke  von  L  »  16,00  m  ist 
das  größte  Moment  der  Stelle  x^  3,554  m  zu  bestimmen!   Es  ist 
a? :  i  =  3,554 :  16,00  «  0,222  =  0,220  +  0,002  , 
Jf, :  ifmax  «  0,750  +  0,002  •  2,15  =  0,754  , 

M,  =  0,754 .  Jlf  „,ax  =  0,754  •  135,0  =- 101,8  mt. 
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Entstehung  Yon  Tabelle  D.  Wenn  man  für  die  verscliiedenen 
Punkte  einer  Brücke  von  der  Länge  L  die  größten  Momente  infolge 
des  Eisenbahnzuges  in  gewöhnlicher  Weise  ausrechnet  und  an  den 
betreffenden  Stellen  graphisch  durch  Strecken  darstellt,  so  zeigt 
es  sich,  daß  die  Endpunkte  dieser  Strecken  auf  einer  Kurve  liegen, 
die  in  der  Mitte  auf  eine  Länge  von  ca.  0,12  £  gerade  ist  und 
dann  in  Form  einer  Parabel  nach  den  Auflagerpunkten  abfällt 
(Kurve  ah  cd  in  Fig.  109).  Daher  ist  in  den  „Vorschriften"  be- 
stimmt: Alle  Querschnitte,  die  sich  innerhalb  einer  Strecke  be- 
finden, die  symmetrisch  zur  Trägermitte  liegt  und  eine  Länge  von 
0,12  L  hat,  sind  für  das  Maximalmoment  jlfmax  zu  rechnen.  Für 
diese  Querschnitte,  in  einer  Entfernung  von  a?  =«  0,5  i  —  0,06  X 
=  0,44  L  an,  ist  also  das  Verhältnis  Jf , :  3f  mar  gleich  1. 


d^raäi 


Fig.  109. 

Für  die  übrigen  Querschnitte  ergibt  sich  das  Verhältnis,  indem 
man  die  Höhen  der  Parabel  Fig.  109  durch  die  mittlere  Höhe 
Jlfinax  und  die  Horizontalabstände  x  ausdrückt.  Auf  diese  Weise 
ergibt  sich  zu  jedem  Abstände  x  eine  bestimmte  Höhe  y  der  Pa- 
rabel; d.  i.  ein  bestimmtes  Moment  M^  (Fig.  109). 


V.  Zusammentassang* 

1)  Aullagerdrücke  und  Querkräfte.    Den  Auflagerdruck  hatten 
wir  durch  die  Formel  dargestellt: 

JL=i[2'Pfe  +  2'P(o-&)]. 

Hierin  bedeutet  2  die  Spannweite;  -TPfr  die  Summe  der  statischen 
Momente  aller  Lasten  in  bezug  auf  die  letzte  Last;  2'P  die  Summe 
aller  Lasten;  o  die  Belastungslänge  und  ft  die  Zuglänge.  Die  Aus- 
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rechnuDg  gebt  in  der  Eeihenfolge  vor  sich:  Zu  der  angenomme- 
nen Laststellungy  d.  h.  der  Belastungslänge  c,  suchen  wir  in  der 
Tabelle  A  die  näcbstniedrigere  Zahl,  d.  i.  die  Zuglänge  h.  Neben 
dieser  stehen  dann  die  übrigen  Hilfswerte  HPb  und  -TP. 

Diese  Tabelle  A  gilt  ohne  Einschränkung  aber  nur  dann, 
wenn  die  Belastungslänge  c  größer  als  7,15  m  ist.  Bei  Belastungs- 
längen c  kleiner  als  7,15  m  kommt  es  nämlich  in  manchen  Fällen 
vor,  daß  man  zur  Erzielung  der  größten  Auflager-  und  Querkraft 
nicht  die  Belaatungslänge  voll  -  bestellen  muß,  sondern  daß  man 
durch  einen  kürzeren  Lastenzug  mit  erhöhten  Achsdrücken  eine 
größere  Wirkung  erzielt.  [Beispielsweise  für  c  =  3,20  m  wäre  ein 
Lastenzug  von  h  =  3,00  m  Länge  möglich.  Der  kürzere  Lasten- 
zug von  6  =  1,50  m  bringt  aber  eine  größere  Querkraft  hervor. 
Flg.  108.]  Deshalb  muß  für  die  kleineren  Bolastungslängon 
(c  <  7,15  m)  die  Hilfstabelle  B  genommen  werden.  Für  c  >  7,15  gilt 

Tabelle  A. 

2)  Momente.    Die  Tabelle  C  liefert  für  jede  Stützweite  L  das 

größte  vorkommende  Moment  j9fmax  des  Trägers.     Letzteres  ist 

für  alle  Querschnitte,  die  bis  zu  0,06  L  links  und  rechts  der  Mitte 

liegen,  maßgebend.    Für  die  weiter  seitlich  liegenden  Querschnitte 

ergibt  sich  das  betreffende  größte  Moment  M^  durch  Tabelle  D, 

und  zwar  ausgedrückt  in  Bruchteilen  von  if maz- 

§33. 
Beispiel  zu  §  31,  32. 

Autgabe. 

Die  eingleisige  EisehbahnbrücTce  Fig,  110  ist  für  den  preußisch- 
hessischen  Lastenzug  durchzurechnen! 

Spannweite  i  «  10  •  4,80  ==  48,00  m.     Höhe  h  =  5,60  m. 

I.  Gurtstäbe. 

Zunächst  wird  das  größte  Moment  des  Trägers  bestimmt  (§  32, 
Tabelle  C).  Da  die  Brücke  eingleisig  sein  soll,  sind  die  Zahlen 
der  Tabelle  durch  2  zu  dividieren*. 

Aus  JKfmax  folgen  dann  mittels  Tabelle  D  die  größten  Mo- 
mente Mg  an  den  einzelnen  Knotenpunkten.  Da  die  Brücke  zehn 
gleiche  Felder  hat,  ist  das  Verhältnis  des  Abstandes  x^  eines 
Knotenpunktes  m  zu  der  Spannweite  L  einfach  gleich  m :  10 . 

Aus  den  einzelnen  Momenten  M^  ergeben  sioh  dann  die 
Ourtstäbe. 
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L  «  48,00  m.        M^  =  1 1976  =  988  mt. 

Kno- 
ten- 
punkt 

Ver- 

h&ltnis 

X :  L 

Ver- 
hftltnifl 

MgZ  Mmax 

Moment 
(mt) 

Obergurt  (0 
0=      ^           ^ 

Untergurt  (t) 
„MM 

h           5,60 

1 

0,10 

0,403 

(398) 

Ut,  tr.  =  +  71 

^ 

0,20 

0,703 

(695) 

Oj,  0,  =  — 124 

, 

8 

0,30 

0,899 

(888) 

Di,  Z74=+159 

4 

0,40 

0,992 

(980) 

0„  0^=— 175 

5 

0,50 

1,000 

988 

• 

üi        =+176 

Bemerkung.    Da  bei  einem  Parallelträger  sich  die  Gurtkräfte 

zueinander  verhalten  wie  die  Momente  an   den   entsprechenden 

Knotenpunkten,  braucht  man  die  Momente  Jtf  j ,  if  2 ,  M^  und  M^ 

M 
gar  nicht  auszurechnen.  Man  bestimmt  vielmehr  zunächst  ü^  =  -~ 

und  ermittelt  dann  die  anderen  Spannkräfte  (0$ ,  O4  usw.),  indem 
man  JJ^  multipliziert  mit  den  in  der  dritten  Kolonne  stehenden 
Verhältniszahlen  (0,992  usw.). 

n.  FtiUungsstäbe. 
Zur  Berechnung  der  Füllungsstäbe  mfissen  wir  für  jedes 
Feld  die  größte  positive  und  die  größte  negative  Querkraft  be- 
stimmen. Um  z.  B.  für  Feld  0 — 1  die  größte  positive  Querkraft 
zu  ermitteln,  lassen  wir  den  Zug  von  B  aus  zunächst  bis  1  vor- 
fahren (Grundstellung),  bestimmen  die  Summe  B  aller  Lasten,  die 
dann  auf  der  Brücke  sind,  und  sehen  nach,  ob  (vgl.  §  31,  Zu* 
sammenfassung) 

(1)       ^<-?ij 

ist.  Trifft  dieses  zu,  so  bleibt  es  bei  Grundstellung.  Andernfalls  muß 
weiter  untersucht  werden.  Die  Summe  B  ergibt  sich  nach  Tabelle  A : 

Belastungslänge  c  =  9  •  4,80  =  43,20  m  (Fig.  110  b);  also 

287 
Zuglänge  b  =  40,5  m  (Tabelle  A),  und  ^P  =  -g-  =  143,5 . 

Andererseits  ist 

«       17,0  l 


=  10. 


l 


^^        2    '         X 
Die  Gegenüberstellung  der  Werte  B  und  P^-^  liefert  also: 

143,5  ...  85 , 
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(A)     Ol       (2)      Oz      <3)       ^3     (V;     Otf.      (S) 


3   'fO  i*  f-.so  *  ¥S,oom^ 


h 


■>l 


3 


C      

t^j  '•^t       it        i       a        A        t        i       t       t       j 


5" 


.^^%^ 


i9 


f 


r        r 


H 


H. 


^^; 


I 


üaz 


ijja(<i9 


^ 


KTwK 


Ä 


R^ 


r 


r 


p. 


"''f     ?^f      F.4- 


R,l 


JiL 


i^ 


I^ 


.^' 


tF-^ 


2' 


^' 


^<97 


^ 


"7\ 

777^91 


\ih) 


Vi^^  _v.         Flg.  110. 


d,  h.  die  obige  Bedingung  ist  nicht  erfüllt.    Für  das  Feld  0 — 1 
ist  Grundstellung  nicht  maßgebend. 

Also  vorgezogene   Stellung.     Nun   untersuchen   wir,   welche 
der  beiden  Bedingungen  zutrifft: 


Fischer,  StaUk.    U/L 
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(2) 


i?'<(P,  +  P,)  j,        oder 


Im  ersteren  Falle  ist  einmal  vorgezogene  Stellung  (Fig.  110c), 
im  zweiten  Falle  ist  zweimal  vorgezogene  Stellung  maßgebend 
(Fig.  110  d).  Als  Lastensumme  R'  ist  jetzt  die  bei  einmal  vor- 
gezogener Stellung  vorhandene  Belastung  einzuführen.  Diese  Summe 
ergibt  sich  aus  der  jetzt  vorhandenen  Belastungslänge  e'  nach 
Fig.  110  c  und  Tabelle  A: 

Belastungslänge  bei  vorgez.  St.  c'—  c  + 1,5  =  43,2  + 1,5  =  44,7  m, 
Zuglänge  „         „        „   &'=  43,5  m, 

Summe  d.  Lasten  „         „       „  W  =  150  . 

[Gegenüber  der  Grundstellung  ist  also  eine  Last  hinzugekommen.] 
Andererseits  ist 

(Pi  +  P»)-}  =  (8,5  +  8,6) .  10  =  170  t. 
Der  Vergleich  zeigt,  daß 

Ä'<(Pi+p,)| 

ist;  d.  h.  einmal  vorgezogene  Stellung  liefert  für  das  Feld  0 — 1 
die  größte  positive  Querkraft  (Fig.  110  c).  Somit  ist  über  die 
maßgebende  Laststellung  entschieden. 

In  der  folgenden  Tabelle  sind  sämtliche  Querkräfte  zusammen- 
gestellt: Zuerst  wird  über  die  maßgebende  Stellung  entschieden, 
dann  der  betreffende  Auflagerdruck  A  ausgerechnet  (Tabelle  A 
bzw.  B)  und  dann  die  Querkraft  selbst  berechnet  nach  den  Formeln: 

Ol 

Q  ^  A  —  Pi  y     (bei  vorgezogener  Stellung) 
bzw.  Q  =  A  (bei  Grundstellung). 

Man  beachte,  daß  die  Hilfswerte  Piy»   (-Pi  +  P2)y  tindPiy 

nur  einmal  berechnet  zu  werden  brauchen.  Die  Werte,  die  sich 
auf  vorgezogene  Stellung  beziehen,  sind  durch  einen  '  hervorge- 
hoben. 

Außer  der  größten  positiven  muß  für  jedes  Feld  noch  die 
größte  negative  Querkraft  bestimmt  werden.  Für  Feld  1 — 2  z.  B. 
wäre  die  Stellung  Fig.  llOe  die  zu  der  negativen  Querkraft  ge- 
hörige Grundstellung.  Statt  aber  diese  Stellung  zu  untersuchen, 
wurden  in  der  Tabelle  nur  die  positiven  Querkräfte,  diese  aber 
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für  sämtliche  Felder  von  0 — 0'  berechnet.  Denn  ist  es  klar, 
daß  man  für  Feld  1 — 2  die  größte  negative  Querkraft  erhält,  in- 
dem man  die  größte  positive  Querkraft  von  Feld  2' — r  nimmt 
(Fig.  llOe  und  f);  usw. 

In  Fig.  110g  sind  die  Laststellungen,  wie  sie  sich  für  die 
einzelnen  Felder  als  maßgebend  herausgestellt  haben,  eingezeichnet. 
Dieses  Bild  wird  immer  wieder  vorkommen:  Bei  Bestimmung  der 
größten  positiven  Querkräfte  ist  für  die  ersten  Felder  links  die  vor- 
gezogene Stellung  maßgebend,  für  die  anderen  die  Grundstellung. 

Znsatz:  Man  kann  übrigens  ein  für  allemal  bestimmen,  von 
welchem  Felde  ab  vorgezogene  Stellung  die  größere  Querkraft 
ergibt.     Wir  suchen   nämlich   in   der  Tabelle  auf,  von  welchem 

Felde  ab  die  Summe  Ä  >  P^  y  bzw.  >  (Pj  +  Pj)  y  wird.  In  un- 
serem Falle  ist 

P,  y  --1TO  t;         (Pi  +  P,)y  =  340  t. 

[Für  zweigleisige  Brücke  gerechnet.  Soweit  es  sich  nur  um  die 
gefährliche  Laststellung  handelt,  gilt  für  eine  zweigleisige  Brücke 
augenscheinlich  dasselbe  wie  für  eine  eingleisige.]  Nun  zeigt  un- 
sere Tabelle  A,  daß 

2'P  größer  als  170  t  anfängt  bei  6  >  21,0  m, 

2P      „        „    340  t         „         „    6  >  52,5  m. 

Daraus  folgt:  Für  alle  Felder,  die  näher  als  21,0  m  an  B  liegen, 

ist  2'P  <  Pj  y ;  für  alle  Felder,  die  weiter  als  21,0  m,  aber  näher 

II 
als  52,5  m  von  B  entfernt  liegen,  ist  -TP  >  Pi  j,  aber  <{P^  +  ^a)  J- 

Für  die  erste  Gruppe  von  Feldern  ist  also  Grundstellung  maß- 
gebend, für  die  zweite  Gruppe  einmal  vorgezogene  Stellung. 

Auf  diese  Weise  kann  man  für  jede  Brücke  sofort  entschei- 
den, bis  zu  welchem  Felde  Grundstellung  maßgebend  ist;  usw. 

Vertikalen.  Die  Vertikalen  sind  im  vorliegenden  System  Hilfs- 
vertikalen und  werden  aus  dem  Gleichgewicht  ihrer  Knotenpunkte 
bestimmt.     Hierbei  ergibt  sich: 

Die  Spannkräfte  in  den  Vertikalen  Fj,  Vs  und  Fg  sind  gleich 
dem  Auflagerdruck  eines  Querträgers.  Die  Einflußlinie  für  eine 
Vertikale  wurde  in  Fig.  110h  gezeichnet:  Steht  eine  Last  P  =  1,0  t 
direkt  an   der  Vertikalen,  so  wird   F  =  +l,Ot.     Geht   die   Last 
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nach  den  seitlichen  Querträgern  oder  darüber  hinaus,  so  wird  F=  0 . 
Durch  Verbindung  der  Endpunkte  der  Ordinaten  ergibt  sich  hier- 
ans  die  gesamte  Einflußlinie  (Fig.  110  h).  Aus  der  Form  derselbcE 
folgt,  daß  die  in  Fig.  110h  angenommene  Laststellung  die  größte 
Spannkraft  hervorbringen  wird,  und  zwar  wird 

F,=  F,=  75=8,50  +  8,50.^^^1^.2 

=  26,5  t. 

Hiermit  sind  sämtliche  Spannkräfte  der  yorliegenden  Eisenbahn - 
brücke  infolge  beweglicher  Last  ermittelt. 

§34. 
Träger  mit  gekrümmter  Ourtimg  bei  gleiehmäßig  verteilter  Last. 

1.  GartBtabe. 

Die  Gurtstäbe  werden  wieder  aus  den  Knoteupunktsmomenten 
berechnet.    Maßgebende  Stellung:  ToIIbelastung.    Es  ist  allgemein: 

M  M 


r  h'cosß  * 

(I)  < 


M  M 

V  =  +  —  =+^i-^ — , 
r  Ä .  cosy 

worin  r   das  Lot   vom   Bezugspunkte   auf  den   Gurtstab,  h  die 

Trägerhöhe  an  der  Stelle  des  Bezugspunktes  und  ß  bzw.  y  der 

Neigungswinkel  des  betreffenden  Stabes  ist. 

Für  den  vorliegenden  Fall  einer  gleichmäßig  verteilten  Last 

gehen  die  Formeln  über  in  (Fig.  lila): 

p   x(l-x) 

2     Äcosi9    ' 

2     Äcosy 

Hierin  ist  x  bekanntlich  der  Abstand  des  zu  dem   betreffenden 

Stabe  gehörigen  Bezugspunktes  vom  linken  Auflager;  (l  —  x)  also 

der  entsprechende  Abstand  vom  rechten  Auflager. 

Besteht  die  Spannweite  l  aus  n  gleichen  Feldern,  so  setzen 

wir  noch  für  l  und  x  ihre  Werte  ein: 

l  =  nk\      X  =  mX  ]      Z  —  a?  =  (n— -wi).A, 

und  erhalten: 

p  A*    rn(n  —  m) 


0  =  - 


(Ib) 


2         Ä  cos^ 

p  /.^    m{n  ---  m) 


17  — + 

2         h  cosy 


u*. 


^m["*"^] ^ 


■Jf'rujiJ 


'f-^m'^^f'f"-^)*J- 


fa) 


P'ig.    III. 


§  34.   Träger  mit  gekrümmter  Gurtung  bei  gleichmäßig  verteilter  Last.     343 

IL  Fülhnigastäbe  (Annäherungsmethode). 

1«  Bezugspunkt  9,innerhalb*^ 

Wenn  der  Bezugspunkt  des  betreffenden  Füllungsstabes  inner- 
halb der  Spannweite  lie^,  bietet  die  Berechnung  für  eine  beweg- 
liche Last  p  keine  Schwierigkeiten.  Denn  für  diesen  Fall  ist  die 
gefährliche  Laststellung  sofort  vorgeschrieben,  nämlich  Voll- 
belastung (§  28n).  Wir  dehnen  also  die  bewegliche  Last  p  über 
den  ganzen  Träger  aus  und  wenden  dann  die  Formeln  an,  die  wir 
auch  sonst  zur  analytischen  Ermittlung  von  D  und  V  benutzen 
1     (M 

C0B9?\Ä 


o 


AT  \ 
j^jj   USW.  §  7a,  7b 


2«  Bezugspunkt  ^^außerhalb^^ 

Eine  besondere  Untersuchung  bedarf  der  Fall,  daß  der  Be- 
zugspunkt des  betreffenden  Füllungsstabes  außerhalb  der  Spann- 
weite liegt.  Dann  ist  bekanntlich  Teilbelastung  maßgebend; 
es  müssen  also  die  positive  und  die  negative  Laststellung  getrennt 
untersucht  werden.  Hierzu  wollen  wir  vorübergehend  die  Einfluß- 
linie zu  Eate  ziehen. 

Aus  der  zu  dem  Stabe  D  von  Fig.  111b  skizzierten  Einfluß- 
linie (Fig.  111c)  ist  folgendes  ersichtlich:  Um  z.B.  den  größten 
Zug  des  Stabes  D  zu  erhalten,  muß  die  Belastung  von  rechts 
aus  bis  zum  Nullpunkt  N  in  das  Feld  hineingerückt  sein.  Zur 
genauen  Berechnung  von  D  muß  man  also  die  Lage  der  Last- 
scheide N  feststellen,  dann  zwischen  B  und  N  belasten  und  nun 
für  diese  Laststellung  D  ermitteln. 

Dieses  genaue  Verfahren  ist  etwas  umständlich  (s.  §  35a).  Wir 
wollen  deshalb  zunächst  ein  Annäherungverfahren  ableiten:  Statt 
von  B  bis  N  zu  belasten,  belasten  wir  nur  von  B  bis  Knoten- 
punkt m ;  fügen  aber  —  da  ja  ein  Teil  der  Last  p  fortgelassen 
ist  —  an  der  Spitze  der  verteilten  Last  eine  besondere  Einzel- 

p  •  X 
last  von  der  Größe  ^~—  willkürlich  zu  (Fig.  111b).  [Statt  der  vor- 

gezogenen  Stellung  Fig.  111c  begnügt  man  sich  also  mit  der 
Grundstellung  Fig.  111b,  nimmt  aber  zum  Ausgleich  eine  kleine 
Einzellast  hinzu.] 

Diese  Abänderung  hat  folgende  Vorteile:  Erstens  braucht  man 
nicht  die  Lage  der  Lastscheide  N  zu  bestimmen,  zweitens  läßt 
sich  jetzt  die  Diagonalkraft  D  direkt  durch  den  Auflagerdruck  A 
ausdrücken.    Denn  bei  der  abgeänderten  Stellung  (Grundstellung) 
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haben  wir  links  vom  Schnitte  als  äußere  Kraft  nur  den  Auflager- 
druck Ä.  Man  braucht  also  nur  A  zu  berechnen,  stellt  hieraus 
die  Momente  M  auf  und  findet  die  Spannkraft  D.  Noch  über- 
sichtlicher wird  die  Berechnung,  wenn  man  zunächst  J.  ==  1,0  t 
annimmt  und  hierfür  die  im  Stabe  D  entstehende  Spannkraft 
bestimmt  (i>^.  Dann  erscheint  die  wirkliche  Spannkraft  D  in 
der  Form: 

(U)  D^Ä'Dj^. 

(Wirklicher  Auflagerdruck  Ä  mal  derjenigen  Spannkraft,  die  bei  A 
gleich  einer  t  entstehen  würde.)  Führt  man  jetzt  für  A  seinen 
Wert  ein  (Fig.  111b): 

*=  9"y  «^  {'^m  "r  ^) 
(III)  A^'^-x;^'X'm^u 

SO  erhält  man  für  D  die  übersichtliche  Formel: 

(IV)  D==-^xin'X'm-l'Dj^. 

Entsprechend  ist  der  Fall  zu  behandeln,  daß  die  Belastung 
links  vom  Schnitte  steht  (Fig.  111  d).  Diese  Laststellung  liefert 
(angenähert)  den  größten  Druck  im  Stabe  Di 

(IIa)  D  =  B'I)b 

(IV a)  =  ^ Xm-i  'Xm-Dß. 

Allgemein  hat  man  also  folgendes  systematisches  Ver- 
fahren zur  Ermittlung  sämtlicher  D  und  F:  Zunächst  be- 
stimmt man  die  Spannkräfte,  die  in  den  Stäben  D  und  V 
infolge  J.  ==  1,0  t  und  JB  =  1,0  t  entstehen  würden  (indem  man 
z.  B.  einen  Kräfteplan  für  A  =  1,0  t,  bzw.  JS  =  1,0  t  durch- 
zeichnet). Mit  diesen  Hilfswerten  ergeben  sich  dann  der  Reihe 
nach  die  wirklichen  Spannkräfte,  indem  man  die  Werte  D^, 
1)b  usw.  mit  den  wirklichen  Auflagerdrücken  A,  bzw.  B  multi- 
pliziert. 
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IIL  Zusammenfassung. 


Gnrtstäbe. 


(V) 


M              M 
0 _ 

r  hoosß 


p     X* X 


Äcosy 


2  hcosß 


2  Äcosy 


Bei  gleichen  Feldweiten: 


(Va) 


0  = 


pX^  m{n  —  m) 


F^-f 


2       hcmß 
pX^  m{n  —  m) 


hiio^y 


Fiillungsstäbe  (fär  Bezugspunkt  außerhalb).  Zunächst  für 
sämtliche  Püllungsstäbe  die  Hilfswerte  Bj^iJ^  und  Dß{Vß) 
zusammenstellen.  Dann  gelten  für  einen  Stab  i>(F),  der 
zu  einem  Felde  (m— •!)  — in  gehört  (Fig.  111b  und  d),  die 
Formeln: 

D  =  -^  •  a?OT  •  a?«-i  •  D^  [bei  rechtsseit*  Beiast.], 


(VI) 


D  = 


JL 

2/ 
P 


®m-i*^m*-^£  [  )?   linksseit. 


» 


]. 


V  ^-^'Xm'xtn^x'Vji  [bei  rechtsseit.  Beiast.], 


^  =  2y  ^«-1  •  ^m  •  ^Ä  [  „   linksseit. 


» 


]. 


(Die  Vorzeichen  der  D  und  V  folgen  aus  den  Vorzeichen  der 
Hilfswerte  D^  usw.) 

Um  in  den  obigen  Formeln  für  D  und  V  die  richtigen  Ab- 
stände xU  usw.  zu  nehmen,  lege  man  zu  dem  betreffenden  Stabe 
den  Schnitt  und  beachte,  in  welchem  Felde  dieser  Schnitt  die 
die  Lasten  tragende  Gurtung  durchbricht  (Fig.  111  e).  Von 
diesem  Felde  sind  dann  die  Abstände  zu  nehmen,  und  zwar 
bedeuten:  xU  und  xU-i  die  Abstände  der  beiden  Feld-Knoten- 
punkte nach  rechts  hin,  x^^^  und  x^  die  Abstände  nach 
links  hin. 

Bei  gleichen  Feldern  wird  man  die  Längen  I,  xU  usw. 
noch  durch  die  Feldweite  X  ausdrücken  und  entsprechend 
kurzen. 


346  Abschnitt  IT.    4.  Vortrag. 

Zusatz  1.  Bei  der  Aufstellung  der  Formeln  für  die  Füllungsstäbe  ist 
augenscheinlich  derselbe  Gedankengang  eingeschlagen  wie  bei  der  Ent- 
wicklung der  Einflußlinien  (§  25,  zweite  Methode).  In  der  Tat  kann  man 
obige  Formel  IV  für  die  Diagonale  D  auch  direkt  aus  der  EinfluBlinie 
Fig.  111c  ableiten  (D  =  p'  F)\  nur  muß  man  —  hierin  besteht  eben  die 
Annäherung  der  Methode  —  statt  der  L&nge  y  die  Länge  X  nehmen.  Aus 
diesem  Vergleich  sieht  man  auch,  daß  die  Annäherungsmethode  zugunsten 
der  Sicherheit  rechnet. 

Zusatz  2.  Wie  bereits  am  Anfange  gesagt,  bezieht  sich  die  Methode 
nur  auf  Füllungsstäbe  mit  Bezugspunkt  „außerhalb'^  Die  Lage  des  Be- 
zugspunktes erkennt  man  am  einfachsten  natürlich  aus  der  Systemfigur. 
Es  sei  aber  als  weiteres  Kennzeichen  auch  daran  erinnert,  daß  bei  Bezugs- 
punkt außerhalb  die  Hilfswerte  Dj^  und  Dß  (F^  und  F^)  verschiedene 
Vorzeichen  haben  (§  28  n). 

§35. 
Beispiel  zu  §  34.  . 
Aufgabe* 

Der  Halbparahelträger  Fig.  111  e  ist  für  eine  bewegliche  gleich- 
mäßig verteilte  Last  voth  p  =  2,0  tfin  zu  berechnen,! 

Spannweite  Z  =  8  •  A  =  32,00  m ;     Feldweite  X  =  4,00  m. 
End vertikale  h^  =  2,20  m;     Stich  der  Parabel  /*=  2,40  m; 

(Mittelvertikale  4,60  m). 

Die  Berechnung  ist  in  den  folgenden  Tabellen  durch- 
geführt: 

Geometrische  Angaben.  Zunächst  sind  die  Parabelordinaten  y 
berechnet.  Hieraus  ergeben  sich  die  Trägerhöhen  ä  =  (Äo  +  y) 
und  schließlich  die  Neigungswinkel  ß  und  cp, 

Gurtstäbe.  Dann  sind  die  Gurtstäbe  berechnet,  wobei 
natürlich  die  für  gleiche  Feld  weiten  entwickelten  Formeln 
benutzt  sind. 

Füllungsstäbe.  Bei  den  Füllungsstäben  sind  zunächst  die  Hilfs- 
werte Dji  usw.  entwickelt.  Hierbei  beachte  man,  daß  das  Moment 
infolge  A  =  1,0  t  für  einen  Knotenpunkt  m  beträgt:  Jf  =  +1,0  •  a?,« 
=  ~\-x^ ;  entsprechend  infolge  J5  =  1,0  t :  if  =  + 1,0  •  a?m  =  +3?^ . 
Schließlich  sind  auf  Grund  dieser  Hilfswerte  die  wirklichen  Spann- 
kräfte D  und  V  berechnet.  Bei  diesen  Formeln  muß  man  sorgfältig 
darauf  achten,  zu  welchem  Felde  der  betreffende  Stab  gehört,  um 
keine  Fehler  hinsichtlich  der  einzusetzenden  Abstände  xU  usw.  zu 
machen  (Fig.  11  le).  Da  wir  gleiche  Feldreihen  X  haben,  sind  die 
vorkommenden  Längen  l  usw.  als  Vielfache  von  X  eingeführt  und 
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dann  entsprechend  gekürzt,  wodurch  sich  sehr  bequeme  Ausrech- 
nungen ergeben.  (Auch  bei  der  Tabelle  D^  usw.  hätte  man  X  vor 
die  Klammer  ziehen  können.) 

Ausnahme:  Die  Vertikale  V^  ist  eine  Zwischenvertikale  und 
wird  direkt  aus  dem  Gleichgewicht  ihres  oberen  Knotenpunktes 
bestimmt  (O4  zunächst  als  Zug  angenommen): 

F^  =  — 2.04-sin/S4. 

Der  Stab  F4  ist  also  direkt  proportional  dem  StabjB  O^  und  erhält, 
wie  dieser,  seinen  Größtwert  bei  Vollbelastung. 


Geometrische  Angaben« 


Spannweite  L  =  88,00  m.       Feldweite  X  =  4,00  m.       Felderzahl  n  =  8. 

Knoten- 
punkt 
m 

Farabelordinaten  y 
B  0,15  m  (8  -  m) 

Träger 

hohen 

h 

NeigUDgswink  el 

Obergurt 

Diagonalen 

0 

Vo«                    0,00 

»0  =  2,20 

1 

^1  =  0,15-1. 7  =  1,05 

h  =  8,25 

cos^i  =  0,967 

cos  tpt  =  0,876 

sin  T'isr  0,452 

2 
3 

y«  =  0,15  •  2  •  6  =:  1,80 

Aa  =  4,00 

cos^  =  0,983 

cos  <pt  =  0,775 

sin  <pt  z=  0,632 

y,=  0,16.3-5  =  2,25 

A,  =  4,45 

cos/?«  s  0,994 

cos  rpt  =  0,707 

sin  (Fi  =  0,707 

4 

y«(=0,15.4.4)  =  2,40 

A4  =  4,60 

C0B/?4  :=  0,999 

cos  974:=  0,669 

sin  (p4  =  0,748 

1.  Gurtstäbe« 


Trftgerhfthen  h 

(m) 

Neigungs- 
winkel 

(y«00 

cosy  =  1,0] 

Obergart  (Q 
^  ^     pl»  m(n  -  w) 
2     »«cos/? 

»•cos/? 

Untergurt  (0 

Fn  1  ^^*  w(n-m) 
2      » • cos/ 

■+^®'^     ».1,0 

Ao  =  2,20 

17,  -                             0,0 

Ai=8,25 

cos/?,  =  0,9C7 

«''-»«■Vss'.J.s«  =  -««•' 

0^t  =  + 16,0-1— -«+84,5 

»,=4,00 

cos/?,  »0,968 

°--^«'S,W.  0,883=-^^ 

«7r^+18»0-|^=+48,0 

»,  ^  4,45 

coB/?t  s  0,994 

°*-«^«4,J.J<»4-"''» 

1^4  «+ 16,0 -~|---h58,9 

»4  =  4,60 

co8/?4  =  0,999 

«•  =  - l«-%.«o'.  0,999 --«■« 
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2.  Füllungggtäbe« 


a)  Hilfswerte  D^j  Va  «wd  D^,  Fjj. 


SUb 

^      cos  9?  \ho        hu  1 

^     ^      1       /Mo       Äf«\ 
•^      cos9>  ^  Ao         hu] 
Vß's-Dß'Bin<p 

1      /  4,00        0,00  \ 
0,876  18,26        2,20  j"'*"^'*^ 

1      /  28,00       82,00\ 
0,876  l  3,25        2,20  j         ^'" 

Dt 

1      /8,00        4.00  \ 
0,775  V  4,00        8,25;      ^' 

_     1      /24,00       28,00\  _ 
0,775  14,00        8,25  J--°»^ 

• 

J>» 

1      /1!;00       8,00X 
0,707  l  4y46        4,00  j     ^  ' 

1      /20,00      24,00\ 
0,707  \  4,46        4,00  j        ^'** 

D, 

1      /16,00      12.00A 
0,609  14,«)        4,45  J     ^* 

1      /16,00      20,00\ 
0,669  1  4,60        4.45  j         ^'^^ 

V. 

F,»-1,00 

- 

Vi 

-1,41-0,482                 «r-0,68 

+  6,76.0,482                  =+»,20 

V» 

-0,99*0,682                 »-0,08 

+  8,87.0,682                  =+2,13 

F, 

»0,90.0,707                  «-0,70 

+  2,18.0,707                  =+1,51 

h)  Orößte  Stdbkräfte  (in  t). 


SUb 

Belastung  rechts :  5  »  -  -  •  «J,  •  arj^_  ^ «  5^ 

Belastung  links:  S  =  ~'X^_^'X„' S^ 

Dl 

-^?^.71.8i.(+l,41)-+89,4 

2»«    .0               .0 
2.8X 

Dt 

^-i-.ft   .7    . (+0,99) - +20,8 

0,5- 1-2.  (-8,87)  =  -8,4 

Dt 

0,6    .6    .6    .(+0,99)  «  +  14,9 

0,5.2.3-(-2,13)=«-6,4 

D, 

0,6    .4    .5    .(  +  1,17)  «  +  11,7 

0,5.8.4.(-l,52)  =  -9,l 

Vo 

0,5    .7    .8    .(-1,00)  =  -28,0 

0,5 . 0                     =0 

Vi 

0,6    .6    .7    .(-0,08)  = -14,3 

0,5. 1.2 -(  +  3,26)  =  +8,3 

F. 

F. 

0,6    .5    .6    .(-0,C3)  =  -  9,8 

ü,5.2.8-(+2,18)  =  +0,4 

0,5    .4    .5    .(-0,70)«-  7,0 

0,5.3.  4.  (  +  1,51)  =  H  9,1 

Vert 

[kale  F«  (ZwischenTertikale):  F4«>204 

sin /ff*  =  -2.  (-55,8)  .0,088  =  +4,8  t. 

Übungsaufgabe:  Berechne  den  Träger  für  I  =  10  A  =  10  •  3,50 
:  35,00  m;  Endvertikale  2,50  m;  Mittelvertikale  5,00  m ; 
=  3,0  t/m. 
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§35a. 
Ei^änzungen  zu  §  M  und  §  35. 

L  Genaue  Formel  Ittr  die  FtiHungsstäbe« 

Die  vorhin  benutzte  Methode  zur  Berechnung  der  D  und  F 
war  insofern  eine  Annäherung,  als  wir  mit  einer  vereinfachten  Last- 
stellung (Grundstellung)  gearbeitet  haben  (vgl.  Fig.  111c  und  b). 
Zur  genauen  Ermittlung  der  Spannkräfte  müssen  wir  natürlich 
die  richtige  gefährliche  Laststellung  zugrunde  legen;  d.  h.  wir 
müssen  zunächst  die  Lage  der  Lastscheide  N  berechnen,  dann  die 
Lasten  bis  zur  Lastscheide  aufstellen  und  hierauf  die  Spannkraft 
bestimmen. 

1.  Analytische  Bestiinmang  der  Lastscheide  N* 

Um  für  die  Diagonale  D  des  Trägers  Fig.  lll^a  die  Lage 
des  Punktes  N  zu  finden,  betrachten  wir  den  Teil  seitlich  vom 
Schnitte.  An  diesem  Teile  mögen  zunächst  zwei  Hilfswerte  be- 
stimmt werden:  Erstens  die  Spannkraft,  die  im  Stabe  D  infolge 
eines  angenommenen  Auflagerdruckes  J.  «=  1,0 1  entstehen  würde 
(Fig.  lll'c);  zweitens  die  Spannkraft,  die  im  Stabe  D  infolge  einer 
im  Punkte  (m  —  1)  angenommenen  Last  P'  =  1,0 1  entstehen  würde 
(Fig.  111 'd).  Den  ersteren  Hilf s wert  D^  haben  wir  ja  auch  bereits 
vorhin  benutzt.  Man  bestimmt  ihn  analytisch  oder  indem  man 
von  A  aus  einen  Kräfteplan  bis  zum  Stabe  D  zeichnet.  Den 
zweiten  Hilfswert  Dp«  kann  man  ebenfalls  analytisch  bestimmen, 
oder  auch  nach  Culmann,  oder  mittels  Eräfteplan.  (Bei  letzterem 
werden  dann  alle  Spannkräfte  links  von  P'  zu  Null,  so  daß  man 
sofort  zu  D  gelangt.)  Dieser  Hilf s wert  Dp-  ist  übrigens  dasselbe, 
was  wir  bei  der  vereinfachten  Darstellung  der  Einfiußlinien  mit 
Di!  bezeichnet  haben;  §  28a,  Fig.  92' e. 

Jetzt  möge  in  dem  zur  Diagonale  D  gehörigen  Felde  an  einer 
Stelle  y  eine  Last  P  stehen  (Fig.  111 'a).  Dann  haben  wir  am 
linken  Auflager  nicht  den  Auflagerdruck  A  »  1,0  t,  sondern: 

Ä  =  il^±yL  itonnen). 

V 

Und  am  Knotenpunkte  {m  —  1)  haben  wir  nicht  eine  Last  P'  =  1,0 1, 
sondern  es  wird  dorthin  durch  den  Längsträger  übertragen: 

p'=:-^-^  (tonnen). 


^S-  Uy 
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Und  schließlich  haben  wir  im  Stabe  D  von  A  herrührend  nicht  D^ , 
sondern  A  •  Dj- ,  und  von  P'  herrührend  nicht  Dp,  sondern  P'  •  Dp'] 
von  beiden  Kräften  herrührend  also  (Fig.  lll'e): 

D  =  ii  .  D^  +  P' .  Dp. 

(I)  2)=.pi^^hl).2)^  +  p|.2)^, 

Dieses  ist  also  die  Spannkraft,  die  die  Last  F  in  Fig.  lll'a  im 
Stabe  D  hervorruft;  ausgedrückt  durch  die  Stellung  der  Last 
(Abstand  y)  und  durch  die  beiden  Hilfswerte  Dj-  und  Dp* . 

Hinsichtlich  der  Vorzeichen  ist  noch  folgendes  zu  bemerken:  Bei  der 
Ausrechnung  von  D^  und  Dp,  werden  wir  sehen,  daß  diese  beiden  Hilfs- 
werte verschiedene  Vorzeichen  haben.  Bestimmt  man  z.  B.  in  Fig.  lll'c 
und  d  die  Spannkräfte D^  und  Dp»  nach  Kitter  —  indem  man  den  Bezugs- 
punkt von  D  als  Schnittpunkt  von  0  und  TJ  konstruiert  — ,  so  ergibt  sich 
Dj  als  Zug;  Dp,  als  Druck.  In  der  obigen  Summe  (I)  ist  also  das  zweite 
Glied  negativ.  Wir  schreiben  aber  D  zunächst  als  die  Summe  der 
beiden  Wirkungen  A  und  P^  und  setzen  dann  später  die  richtigen  Vor- 
zeichen ein. 

Mit  Hilfe  der  obigen  Formel  (I)  läßt  sich  nun  rechnerisch 
untersnchen:  An  welcher  Stelle  muß  die  Last  P  stehen,  damit  die 
Diagonalkraft  D  gleich  „Null"  herauskommtt  Wir  setzen  den 
Ausdruck  für  D  gleich  Null  und  lösen  die  hierdurch  erhaltene 
Gleichung  nach  y  auf.     Dann  ergibt  sich: 

(la)  p.5^-±l  .D^  +  P.|--Dp.  =  0 


/D .      DpA  D^ 


Dj^^k-^Dp^'l  ,  D^ 


y.  _       _.  ==_a?, 


l'k  '"   l 


t 


-D^.;i 


y  =  xm 


Ä 


D^'3i  +  Dp^'l 


In  diesem  Abstände  y  vom  Punkte  m  muß  also  eine  Last  P 
aufgestellt  sein,  damit  die  Diagonalkraft  D  gerade  den  Wert 
„Null"  hat;  d.  h.  in  diesem  Abstände  y  befindet  sich  der 
zum  Stabe  D  gehörige  Nullpunkt  N  (Fig.  Ul'b). 
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Somit  ist  die  Lage  der  Lastsoheide  N  unter  Benntzong  von 
D^  und  Dp'  rechnerisch  bestimmt.  Für  das  Folgende  wollen  wir 
auch  noch  den  Abstand  n »  (o^m  +  v)  der  Lastscheide  N  vom 
rechten  Auflager  anschreiben: 

n  =  Xm  +  y  =  Xm  +  Xm  -j^ n~ri T 


D^'l  +  Dp^'l 
(III)  n  =  a?; 


Dp^^l 


Dji^i  +  Dp^^l  • 


2«  Augreehnung  der  größten  Spannkraft  I>. 

Nachdem  jetzt  die  Länge  der  Belastungsstrecke  bestimmt  ist, 
bietet  die  weitere  Ausrechnung  von  D  keine  Schwierigkeiten 
(Fig.  111 'f):  Wir  stellen  die  Last  p  auf  die  Länge  n  auf,  be- 
rechnen den  Auflagerdruck  A^  der  bei  dieser  Laststellung  am 
linken  Auflager  entsteht;  ferner  die  Last  P%  die  bei  dieser 
Laststellung  durch  den  Längsträger  nach  dem  Punkte  (m  —  1) 
übertragen  wird,  und  setzen  diese  Werte -A  und  P'  in  die  Formel 
D=-A'Dji  +  P''Dp'  ein.  (Denn  diese  Formel  gilt  stets,  sobald 
links  vom  Schnitte  ein  Auflagerdrnck  Ä  und  eine  Last  P' 
wirken.) 

Dieser  Rechnungsgang,  der  ja  der  naheliegendste  ist,  führt  aber 
zu  etwas  langwierigen  mathematischen  Umformungen.  Schneller 
kommen  wir  zu  einer  brauchbaren  Schlußformel,  wenn  wir  außer- 
dem noch  die  Einflußlinie  für  D  betrachten.  Dann  ergibt  sich  D 
als  das  Produkt:  Belastung  p  X  Inhalt  der  darunterliegenden 
Einflußfläche;  also  (Fig.  lll'f  und  b): 

nierin  wird  für  n  der  vorhin  gefundene  Wert  (III)  eingesetzt: 

_    ,  Dp'-l 

'*-'''"  (Dp.. Z  +  D^.A)  ' 

ferner  kann  rj  durch  D^  ausgedrückt  werden  (Fig.  11  Tb): 


v-=J>Ä 


l     ' 
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SO  daß  sich  schließlich  ergibt: 


D  -=y^\xin 


Dj>''1 


l 


V_ 

2  (I>p..Z  +  D^-;i) 


D. 


(IV) 


D 

p        x^ 

Da 

(bei  rechtsseitiger 
ungünstigster  Laststel  1  ung). 


Hiermit  haben  wir  die  Spannkraft  der  Diagonalen  D  unter 
genauer  Innehaltung  der  gefährlichen  Laststellung  bestimmt. 

8«  Wetterlührung  der  Formeln. 

In  derselben  Weise  wird  der  Fall  untersucht,  daß  die  Belastung 
in  der  linksseitigen  ungünstigsten  Stellung  steht  (Fig.  lll^g).  Dann 
brauchen  wir  die  beiden  Hilfswerte: 

Db    =  Spannkraft  in  D  infolge  J5  «  1,0  t  (Fig.  lll'h), 
Dp»'  =  ,,  I,  ,y       „        einer  in  m  hängenden  Last 

P''=l,Ot  (Fig.  lll'i). 
An  Stelle  des  Abstandes  xU  tritt  jetzt  der  entsprechende  linksseitige 
Abstand  tVm-i-    ^^^  Feld  weite  X  dagegen  bleibt  natürlich  dieselbe. 
Somit  ergibt  sich  für  linksseitige  ungünstigste  Stellung  die  Formel: 


(IVa) 


(bei  linksseitiger 
ungünstigster  Laststellung). 


Somit  sind  auch  die  genauen  Formeln  für  die  größten  Diagonal- 
spannkräfte entwickelt.  Die  Hilfswerte  D^,  Dp*  bzw.  D^,  Dp** 
sind  sämtlich  mit  ihren  Vollzeichen  einzuführen.  Hierdurch  ergibt 
sich  dann  von  selber,  daß  der  eine  der  obigen  Werte  der  größte 
Zug,  der  andere  der  größte  Druck  der  Diagonalen  D»  ist. 

Vertikalen.  Die  Vertikalen  werden  nach  denselben  Formeln 
bestimmt  wie  die  Diagonalen,  nur  daß  an  Stelle  von  D  der  Buch- 
stabe 7  gesetzt  wird.     Demgemäß  lauten  die  Formeln: 

V^  (für  rechtsseitige  Ungunst.  Belastung), 


(V) 


F  = 


X 


( 


'+'-fe) 


F  = 


V 


a'm-i 


( 


^— r  •  Vß  (  „   linksseitige 


l  +  k 


ff 


V 


)' 


Fischer,  Statik.    II/L 


23 
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Bei  den  obigen  Formeln  muß  sorgfältig  darauf  geachtet 
werden,  zu  welchem  Felde  der  betreffende  Stab  gehört.  Beispielsweise 
gehört  die  dritte  Vertikale  V  von  Fig.  lll'f  zum  Felde  (m  —  1)  — wi; 
von  diesem  Felde  müssen  also  die  Abstände  x'  (rechts)  und  x  (links) 
genommen  werden.  (Würde  dagegen  in  Fig.  lll^f  die  Belastung 
am  Obergurt  angreifen,  so  würde  V  zum  Felde  1  — (m  — 1)  ge- 
hören; die  einzuführenden  Abstände  x^  und  x  wären  somit 
andere.) 


Um  Zusammensteliong  der  Hilf s werte  I>^y  I>p'9  usw. 

Bei  der  analytischen  Bestimmung  der  Füllungsstäbe  ist  es 
namentlich  wichtig,  die  gebrauchten  Hilfswerte  D^  usw.  schnell 
bei  der  Hand  zu  haben.  Die  grundsätzliche  Berechnung  dieser 
Werte  geschieht  natürlich  wie  bei  jeder  anderen  Belastung.  Die 
für  den  praktischen  Gebrauch  geeignetsten  Methoden  und  Formeln 
sollen  im  folgenden  zusammengestellt  werden. 


1.  Hilfswerte  X>^,  F^. 

Rechnerisch.  Die  Spannkräfte  infolge  J.  =«  1,0  t  in  den 
Diagonalen  werden  am  zweckmäßigsten  mit  der  Formel  be- 
stimmt: 

^  '  cos(p  \  h^         hu  I 

Die  Momente  Mo  und  if„  sind  einfach  gleich  1,0  t  mal  dem  Ab- 
stände des  betreffenden  Punktes  vom  Auflager  A.  Hierdurch 
gestaltet  sich  die  Ausrechnung  sehr  einfach. 

Die  Vertikalen  ergeben  sich  dann  für  den  meistens  vorliegen- 
den Fall,  daß  eine  Gurtung  des  Trägers  horizontal  verläuft,  aus 
dem  Gleichgewicht  der  einzelnen  Knotenpunkte: 

F  =  — D'Sin^?. 

Man  berechnet  also  zunächst  die  Diagonalen  und  folgert  hieraus 
die  Vertikalen.  (Beispiel  für  diese  Berechnung  der  D^  und  F^ 
s.  §  35.)  Für  den  Fall,  daß  beide  Gurte  des  Trägers  gekrümmt 
sind,  dienen  zur  Berechnung  der  Vertikalen  die  Formeln  von 
§  7a,  7b. 

Zeichnerisch  ergeben  sich  die  Hilfswerte  Da  ,  Va  durch  einen 
Kräfteplan,  den  man  am  Punkte  A  mit  1,0  t  als  einzige  äußere 
Kraft  anfängt.  (Beispiele  für  einen  derartigen  Kräfteplan:  Fig.  86b, 
Fig.  98.) 


§  S5*.    Ek-gäuninffen  in  §  34  wnol  $  ^7\ 


3r):> 


2.  HHffiwert»  I>j, ,  F^. 

ergeben  äch  die  Werte  Dß,  V^  naeh  den  ent* 
sprechenden  Formeln  wie  2>^,  F^. 

Zeidmerigek  findet  man  D^,  Vß  bei  einem  symmetrischen 
Fach  werk  am  einfachsten,  indem  man  den  fnr  J.  ==^  1,0  t  bereits 
ange£angen^i  Exafteplan  auch  für  die  rechte  Tr&gerhälfte  durch- 
zeichnet. Denn  bei  einem  symmetrischen  Trager  ist  die  Spann- 
kralt eines  Stabes  infolge  B  »  1,0  t  gleich  der  Spannkraft  des 
spiegelbildlich  gelegenen  Stabes  infolge  ji  «=  1,0  t.  (Beispiel  für 
einen  solchen  KrSfteplan  s.  Fig.  98.) 

Da  ein  solcher  von  Ä  bis  zum  letzten  Felde  rechts  durch- 
gezeichneter Erafteplan  zum  Schlüsse  ziemlich  unhandlich  wird, 
empfiehlt  es  sich  öfters,  ihn  ungefähr  in  der  Mitte  abzubrechen 
und  dann  in  kleinerem  Maßstäbe  weiter  zu  zeichnen. 

Zusatz:  In  der  folgenden  Fig.  111^  sind  die  obigen  Formeln 
für  D  und  V  mit  einigen  Abänderungen  zusammengestellt.  Oleich- 


4= 


KO/^        ^  ! — ^ 

: r^  f  c  Se(ä€r]_ 


^      cos9>  \K      Kl      ^  \K      hj* 
bei  gleiolien  Feldern:  /)^  =  (J  ( r j  ) . 


^ 

--^.^.^ 

(^^"^       K 

K. 

Ä^                    ^^ 

\ 

{r\ 

^ 

[              1 

O 

i 

B 


IM 


Fig.  lll«. 


cos9>  ^^o       Ay/ 


bei  gleichen  Feldern:  Dji=:  d  ( • .   j  • 

[Vm^  —Dg*  sin 7  I 


zeitig  ist  darauf  hingewiesen,  daß  man  bei  gleich  langen  Feldern  X 
statt  der  Abstände  Wo  usw.  nur  die  Felderzabi  o  usw.  ein- 
zuführen braucht. 

23* 


V  \ 


P'-i.ot 


Df  ,    Ol...,  Vr-,  Vj.-. 

Lasten  am  Oborgurt. 
P-^.ot  F-i.ot  J>i.,,ot 


r„..-+i^+±tg(»- 
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8.  Hilfswerte  Dp^^   Vp^\  X)j,'/,   Vp**. 

Die  Spannkraft  Dp^  ist  diejenige  Kraft,  die  im  Stabe  D  ent- 
steht, wenn  der  linke  Trägerteil  für  sich  genommen  und  unmittel- 
bar am  Schnitte  mit  einer  Last  von  1,0 1  beansprucht  wird. 
Entsprechend  ergibt  sich  die  Spannkraft  Dp",  wenn  man  den 
rechten  Trägerteil  für  sich  nimmt,  ihn  unmittelbar  am  Schnitte 
mit  1,0 1  belastet  und  die  hierdurch  im  Stabe  D  entstehende 
Spannkraft  ermittelt. 

Genau  dieselben   Belastungsfälle  haben  wir  aber  bereits  in 

§  28  a,  Absatz  II,  und  §  28  b  behandelt.     So  wurde  in  Fig.  92 'e 

der  Fall  untersucht,  daß  am  linken  Teile  im  Punkte  (m  —  1)  eine 

Last  P  ==  1,0  t  hängt  und  die  zugehörige  Stabkraft  D  berechnet. 

Diese  Spannkraft  wurde  damals  Df  genannt,   und   zwar   ergab 

sich: 

n// A 

Entsprechend  wurde  in  Fig.  92'h  der  rechte  Trägerteil  betrachtet 
und  die  im  Stabe  D  entstehende  Spannkraft  —  sie  wurde  D^'  ge- 
nannt —  bestimmt.  Man  sieht,  daß  diese  beiden  Werte  D"  und 
D^  genau  dasselbe  sind  wie  unsere  jetzigen  Werte  Dp'  und  D/»-. 
In  §  28  b  wurden  ferner  noch  andere  Systeme  für  den  Belastungs- 
fall P'  =  1,0  t,  bzw.  P''  =  1,0  t  untersucht  und  die  hierbei  im 
Stabe  D  entstehenden  Spannkräfte  berechnet.  Schließlich  wurden 
diese  Werte  !>('  (entsprechend  Dp')  und  D^  (entsprechend  Dp) 
in  Fig.  92'^'  von  §  28b  zusammengestellt. 

In  den  Fig.  112,  113  ist  diese  Zusammenstellung  von  Fig.  92'" 
wiederholt.  Um  die  Tabelle  möglichst  gebrauchsfertig  zu  machen, 
sind  hierin  die  verschiedenen  möglichen  Fälle  (linkssteigende 
Diagonalen,  rechtssteigende  Diagonalen  usw.)  einzeln  skizziert  und 
jedesmal  die  betreffenden  Werte  hinzugeschrieben.  Im  Prinzip 
ist  die  Aufgabe  sehr  einfach,  da  es  sich  nur  darum  handelt,  die 
betreffende  Last  von  1,0  t  durch  die  drei  vom  Schnitte  ge- 
troffenen Stäbe  im  Gleichgewicht  zu  halten.  Natürlich  kommt 
es  aber  darauf  an,  die  Formeln  so  umzuformen,  bzw.  die 
passende  Qleichgewichtsbedingung  zu  wählen,  daß  die  vor- 
kommenden Größen  möglichst  bequem  aus  der  Systemfigur  zu 
entnehmen  sind. 

Parallel  zu  zieliende  Linien  sind  in  Fig.  112,  113  durch  kleine 
Kreise  gekennzeichnet.  Die  Formeln  Fig.  112g,  n  und  113f,  o 
gelten  nur  für  den  Fall,  daß  die  eine  Gurtung  des  Trägers 
horizontal  verläuft. 


§  S5jl    Eririiirur.prr.  m  ^  $1  ur.i  ^  >^. 


rO^» 


Gr«p^i$ck  be>i:iEiEt  man  die  Hiwsvene  Dj^  ii>w.  am  lvc>ion 
nach  Cm4wnmm9u  Die  Clumtfiiii  sihen  Vierev^ke  ^^ben  hierboi  meistons 
in  ^nlaehe  Dreiecke  über  iS.  |  2SaN  2Sb\  oder  sobnimpfen  in  eine 
Linie  msammen.  Die  betreffenden  Zerle^nir^fisniren  kann  man 
dirdit  in  die  Syslemfignr  einieichnen  iPig.  112«  ll3u 


HL  Z 


flMBlassBMT  n  f  SSa* 


Die  tn  die^m  Paragraphen  «itwickelten  Formeln  zur  genaue ii 
Berechnung  der  Füllnngastabe  infolge  einer  bewegliehen  La^t  p 
lauteten: 


(IV) 


D^l 


M'+-^.) 


[Belastang  rechtsseitig], 


D  = 


x: 


2 


('+'1^ 


'_--.£>, 


[ 


f» 


linksseitig], 


(V) 


T^l 


»;' 


'  ('+-^) 


.  r 


[ßolustung  rechtsseitig]. 


V=l. 


^u-l 


'  ('+'^) 


4.-^ .  V 


B 


[ 


♦f 


linksseitig]. 


Die  Bedeutung  der  hierin  Yorkommenden  HilfsgröBen  D^ ,  Dp' 
usw.  ist  durch  die  Fig.  111 'o,  d,  h  und  i  erläutert;  bequeme 
Methoden  und  Formeln  zur  Berechnung  dieser  Werte  sind  in 
Abschnitt  II  dieses  Paragraphen  zusammengestellt. 

Hinsichtlich  der  einzuführenden  Längen  x'  usw.  sei  noch 
folgendes  wiederholt:  Die  Abstände  (0^  ^Q^  oo,f^^i  beziehen  sich 
stets  auf  das  Feld,  in  dem  der  betreffende  Schnitt  »—ec  bzw. 
ß — ß  die  die  Lasten  tragende  Gurtung  durchbricht,  und  zwar 
ist  x'^  der  Abstand  des  rechten  Endpunktes  dieses  Feldes  vom 
rechten  Auflager,  und  (P^.i  ist  der  Abstand  des  linken  Bndpunktos 
Yom  linken  Auflager.  Bei  gleichen  Feldern  kann  man  sämtliche 
Längen  durch  die  Feldweite  ausdrücken  und  dann  X  vor  die 
Klammer  ziehen  und  kürzen. 

Zum  Sohluflse  sei  noch  daran  erinnert,  dafi  die  ganze  Untersuchung 
sich  nur  auf  den  Fall  bezieht,  daß  der  Bezugspunkt  des  betrofrondon  Stabes 
außerhalb  der  Spannweite  liegt.  Andernfalls  gilt  bekanntlich  einfach 
Vollbelastung. 
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§35b. 
Beispiel  zu  §  35  a. 

Aufgrabe. 

Der  in  §  35  angenähert  berechnete  Halbparahelträger  ist  nach 
den  genauen  Formeln  für  D  und  V  zu  berechnen! 

Die  Trägerhöhen  und  Neigungswinkel  sind  bereits  in  §  35 
bestimmt.  Hiernach  skizziere  der  Leser  das  System  für  die 
folgende  Berechnung  auf. 

Die  Hilfswerte  D^,  Dg  und  F^,  Vg  sind  ebenfalls  schon  in 
§  35  entwickelt.  Es  brauchen  also  nur  noch  die  Werte  Dp'  und 
Dp" ,  Fp'  und  Fp"  neu  berechnet  zu  werden.  Diese  Ausrechnung 
ist  in  der  folgenden  Tabelle  auf  Grund  der  Formeln  von  Fig.  112 
durchgeführt.  (In  der  Tabelle  sind  diejenigen  Hilfswerte,  die 
weiterhin  nicht  gebraucht  werden  —  z.  B.  Dp"  beim  Stabe  Dj  — 
von  vornherein  ausgelassen.)  Mit  diesen  Hilfswerten  ergeben  sich 
dann  in  der  zweiten  Tabelle  die  endgültigen  D  und  F. 


a)  Hilfswerte  Dp^^  Dp»*  und  Vp*,  Vp*», 


Stab 
Dt 

D      ^  _    _J (Fig.  112a) 

^          A  cos  7       ^  ^           ' 

'p/^+l.O                (Fig.  112e) 

m 

Dtxrr-                                          C^\tr    llPh^ 

^            AC0S9.       C*^>ff-"2*») 
''p^=-2,0  +  ^       (Pig.ll2n) 

*'^          c      11 

— 

"8,t.>6.o^e 

Dt 

4,00  •  0,775          "^ 

"^3,26.0,775  =  "^^'® 

Dt 

4.0         _ 

4.0 
"•■  4,00-Ö,7Ö7~'*'    ' 

4,45-0,707 

1>* 

460.0,600        ^ 

^4,45.0,669      ^    *^ 

Fo 

+  1,0 

Vi 

+  1,0 

-^.g-i. 

F, 

+  1,0 

-.0.-  =  -!, 

n 

+  1,0 

-.o.^=-U 

§  35b.    Beispiel  zu  §  35  a. 
b)  Größte  Spannkräfte  D  und  F. 
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Stab 

< 

Da 

Dp* 

Dp. 

D  =  ^ . "^ .  D^    [Belastg.  rechts] 

»m-l 

Db 

Dp'* 

D  =  |..y-^^-— .Dj,    [Belaslg.  links] 

Dt 

28,00 

+  1,41 

-M 

.o-ti^  =  -.. 

^-T-sS'^.r«-^^'*')  =-«"-*» 

0,00 

— 

— 

— . 

i>.  =  ^-«,0                             .      0,0t 

Dn 
Dm 

24,00 

+0,99 

-1,3 

^"^.'-^ 

^  =  ?-(8ä'?^l)-(-^°''»>  =  -">-«' 

4,00 

-8,87 

+  1,0 

4.0^-M 

2,0         4,00.      .(.og7)._o8t 
•       2      (32,0-8,5)    ^    ^'          ^ 

20,00 
8,00 

+0,99 

-1,2 

*.0±g-8. 

^•=?-(85'*j8)-(+»W--^  •«''*' 

-2,18 

+  M 

4,0  ^^i  = -6.0 

^■  =  '^-Ä0)-<-'»-">  =  -^'8' 

D, 

16,00 

+i,n 

-Iß 

v.±j;i-^ 

--?-öS5-<->.^'>-«>.- 

12,00 

-1,62 

+M 

4.0^1:» -4.6 

--f-^r^-(-^^=-'^' 

Stab 

*; 

Vä 

^P' 

-^ 

F  =  ~ .  -T !^— r- .  F^    [Belastg.  rechU) 

«m-l 

Vb 

Fp-r 

-fe 

F-  |.-— !^i-  .F,    (Belastg.  Unks] 

28,00 

-1,00 

+1,0 

4.0^?  =  -4, 

^•=^*'-(85'^;o)  •(-»'<»)  =  -*»■«* 

0,00 

24,00 

4,00 

— 

— 

— 

F««                                                +  0,0t 

-0,68 

+  1,0 

'   +1,0          '^ 

2,0         24.00« 

+  3,28 

-13 

+  1,0 

4.0lg=    10.0 

F. 

20,00 

-0,68 

+  •>  1 

2,0         20,00» 
'^'-   2    ■  (82,0-2,4)  ■(    »W--  8^t 

8,00 

+2,18 

-1,2 

^•=Y-(^°*7,l)-<*''^'«>  =  -^^' 

F. 

IG,00 
12»00 

-0,70 

-^1,0 

*.«ig=-'^ 

''-f-TÄT-^--™^'-'^'» 

+1/^1 

-M 

4.o:;j--iv6 

2,0         12,00-         .,,«.,    00t 
^•"   2    •  (8^,0-5,5)  •^+*'^^>"+^* 

V*- 

-  2  •  O4  •  1 

Bin/94  »- 

♦-  4.8 1] 

• 
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§36. 
Träger  mit  gekrümmter  Oartung  bei  Einzellasten. 

L  Gnrtstäbe 


(I) 


0 


aus  den  Momenten  bestimmen: 

M  „  M 

h'  cos)S  '  hcosy  * 

Die  größten  Momente  bei  Eisenbabnbrücken  aus  den  Tabellen 
entnehmen.  Andernfalls  muß  für  jeden  Knotenpunkt  diejenige 
Laststellung  ausprobiert  werden,  bei  der  sein  Biegnngsmoment 
am  größten  wird  (s.  §  28,  I  und  §  31,  I). 

IL  Füllim^sstäbe« 


Es  handle  sieb  wieder  um  solche  Füllungsstäbe,  die  für 
Teilbelastung  zu  rechnen  sind  (Fig.  115).  Von  rechtsseitiger 
Grundstellung  wird  ausgegangen  (Fig.  115  b).  Hierfür  ist  mit  den 
üblichen  Bezeichnungen: 

(III)  D^A^D^. 


P'      Ä    Ä    B. 


i  w     i     Ä 

\einm,al'oor^e%og,Stsly_  "I  ^  t  ^  j     \      J 


1^  ^  ü  ^  y 


I^'Pi    Pz    ^ 


f 


I 


i    l    l    i 


1 


TW 


l 


-Jt 


Fig.  115. 

Nun  wird  einmal  vorgezogene  Stellung  betrachtet.  Hierfür  ist 
(Fig.  115c): 

(Illa)  D'  =  ^' .  D^  +  P'  •  i>P' . 

\A'  =  Auflagerdruck  bei  vorgezogener  Stellung;  P'  =  Belastung 
des  linken  Knotenpunktes  infolge  des  Vorziehens  der  Belastung; 
Dp,  =  Spannkraft  in  D ,  falls  am  linken  Teile  nur  eine  Kraft  P' , 
und  zwar  im  Betrage  von  gerade  1,0  t,  wirkt.] 


§  36.    Träger  mit  gekrümmter  Gurtung  bei  Einzellasten.  3G3 

Aus  dem   Vergleiche  von  (Illa)  mit  (UI)  folgt,   daß  durch 
das  Vorziehen  sich  die  Spaniikraft  geändert  hat  um: 

(IV)  AD  =  A'>Djt  +  P''Dp'-A'  Dji 

=  ( A'  -  ^)  D^  +  P '  •  Dp .  =  J  J. .  D^  +  P' .  Dp . . 

[JA  =  Unterschied  des  Auflagerdruckes  bei  vorgezogener  und  bei 
Grundstellung.]    Für  die  Werte  AA  und  P'  ist  noch  einzusetzen: 

denn  durch  das  Vorschieben  ist  die  ganze  Lastengruppe  B  um 
die  Strecke  a  vorwärts  gekommen.     Ferner: 

■*  «     « 

Setzen  wir  nun  diese  Werte  in  die  Formel  (IV)  ein,  so  wird: 


Ra    „     ,   Pj« 
l 


AD=  ^.D^  +  ±Lr:. .  Dp. 


m        _(«+p4|^-)«p,. 


Dieses  ist  also  der  Zuwachs,  den  die  Spannkraft  der  Diagonalen  D 
durch  das  Vorschieben  des  Zuges  erlitten  hat. 

Um  nun  zu  entscheiden,  ob  JD  positiv  oder  negativ  ist, 
müssen  wir  noch  auf  das  Vorzeichen  der  Größen  näher  eingehen: 
Da  A  und  P'  entgegengesetzte  Eichtung  haben,  so  haben  sie  auch 
entgegengesetzten  Drehungssinn  um  den  (seitlich  von  A  und  P' 
liegenden)  Bezugspunkt  des  betreffenden  Füllungsstabes.  Daraus 
folgt,  daß  auch  die  Spannkräfte  D^  und  Dp^  entgegengesetzte 
Vorzeichen  haben.  Folglich  ist  auch  der  Bruch  Dp^iDj^  stets 
negativ.     In   der   obigen  Klammer  ist   also   das   zweite  Glied 

stets  negativ.     Daraus  folgt:  Ist  R  größer  als  P^-r-  ,  so 

ist  die  ganze  Klammer  positiv.     Dann  hat  also  AD  die  Form: 

JD  =  (+ . -O-D^  ;    d.h.    dann    bedeutet  AD   einen    Zuwachs 

der  ursprünglichen   Stabkraft   D  ^  A-Dj^.     Ist   aber  22  kleiner 

^    l    Dp' 
als  Pi  -r-  ~jr— ,    so    ist    der    Klammerausdruck    negativ.     Dann 

lautet  für  AD  der  Ausdruck:  JD  =  (  — . .  .).D^;  d.  h.  dann  wird 
der  urprüngliche  Betrag  D  =^  A'  D^  durch  AD  verkleinert«  Im 
ersteren  Falle  würde  also  die  vorgezogene  Stellung  eine  Ver- 
größerung, im  zweiten  Fälle  eine  Verkleinerung  der  bei  Grund- 
stellung entstandenen  Stabkraft  D  herbeiführen. 
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Falls  sich  nun  vorgezogene  Stellung  als  maßgebend  erweist, 
muß  noch  unterschieden  werden,  ob  ein-  oder  zweimal  vorzuziehen 
ist.  Die  Untersuchung  ist  genau  entsprechend:  Man  geht  von 
einmal  vorgezogener  Stellung  aus.  Die  dann  auf  der  Brücke  be- 
findliche Lastensnmme  heiße  £' .  Nun  wird  der  betreffende  Aus- 
druck  AD  aufgestellt,  der  den  Zuwachs  angibt,  um  den  sich  die 
Spannkraft  des  Stabes  D  durch  das  zweite  Vorschieben  ändern 
würde.  Ist  AD  positiv,  so  ist  das  zweite  Vorschieben  berechtigt; 
andernfalls  nicht. 

Insgesamt  haben  wir  also  folgendes  Schema  (für  Fahrtrichtung 
von  B  nach  links): 

(1)  R<^Pi-r  -jy-:  Grundstellung  maßprebend, 

7      7^ 

I  a)  iJ'  <  (P,  +  P,)  y  -yp-   einmal  vorziehen, 

(2)  R>P,j    -J"  -.  vorziehen  j  ^ 

'  [b)  B'>(P,+P,)j^  zweimal       „ 

Sobald  nun  über  die  Stellung  entschieden  ist,  ergibt  sich  die  be- 
treffende Stabkraft  selber: 


(Via) 
(Vlb) 

(VIc) 


D  =  A  •  D^  bei  Grundstellung, 

d 

D  =  A'  •  D^  +  Pj  -«-  •  Dp*  ff   einmal  vorgez.  Slellung. 

.//      r^         .      Pi(a  +  fe)  +  Poft       ^  .         , 

D  -=A'''Da  +  -  -        /  — —  •  Dp-    „   zweimal      „  „       . 

In   derselben  Weise  kann   dreimal  vorgezogene   Stellung   be 
rü'ksiclitigt  werden.   Dieser  Fall  kommt  aber  praktisch  kaum  vor. 

Für  Fahrtrichtung  von  A  nach  rechts  treten  in  den  obigen 
Formeln  an  Stelle  der  Buchstaben  A  und  P'  die  Buchstaben  B 
und  P'^;  im  übrigen  bleibt  alles  dasselbe. 

Ferner    gelten    diese    Beziehungen    natürlich    auch    für    die 

Vertikalen.     Man  braucht  nur  „JD"  mit  „F"  zu  vertauschen. 
Vorzeichen:  Die  in  den  Formeln  (VI)  vorkommenden  Hilfswerte 

Dji ,  Dp/  sind  mit  ihren  Vorzeichen  einzusetzen.    Dann  ergeben  die 

Formeln  von  selber,  ob  die  Stabkraft  D  Zug  oder  Druck  ist.   Die  in 

den  Formeln  (1)  und  (2)  vorkommenden  Brüche  (Dp^:  D^i)  sind 

dagegen  ohne  Vorzeichen  zu  nehmen,  da  es  nur  darauf  ankommt,  ob 

l  Dp^ 
R  größer  oder  kleiner  als  das  Produkt  Pi  ^  Tr"  ^^^• 

Hilfswerte  Dj^ ,  Dp^  twio.  Über  die  zweckmäßigste  Bestimmung 
dieser  Hilfswerte  s.  §  35  a,  Absatz  IL 
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§37. 
Beispiel  und  ABnihemiigsiiiethode  zu  §  3S« 

L  Aufgabe. 
Der  HalbparabeUräger  Fig.  115  ist  für  Eisenbahnbelaslung  zu 
berechnen! 

Zahlenangaben: 
Spannweite  i  =  8Jl  =  32,00  m;    Feld  weite  X  =  4,00  m. 
Endvertikale  k^  =  2,20  m;     Stich  der  Parabel  f  =  2,40  m; 
somit  Mittelvertikale  Ä^  =  2,20  +  2,40  =  4,60  m. 
Die  Brücke  ist  als  eingleisige  Eisenbahnbrücke  zu  berechnen 
für  den  preußisch-hessischen  Lastenzug  vom  1.  Mai  1903  (s.  §  32). 
Die  Berechnung  ist  in  den  folgenden  Tabellen  so  durchgeführt, 
wie  man  sie  in  der  Praxis  anordnen  wird,  d.  h.  vor  allen  Dingen 
übersichtlich  und  jede  Zahl  kontrollierbar.     Im  einzelnen  ist  zu 
den  Tabellen  zu  bemerken: 

1.  Cteometrisehe  Angaben.  Diese  sind  bereits  aus  den  früheren 
Berechnungen   des  Trägers  für  andere  Belastungsarten  bekannt. 

2.  Ourtstabe.  Das  Maximalmoment  der  Brücke  ist  aus  der 
Tabelle  0  von  §  32  zu  entnehmen,  wobei  zu  beachten  ist,  daß  die 
Brücke  eingleisig  sein  soll.  Aus  dem  Maximalmoment  folgen  .dann 
nach  Tabelle  D  von  §  32  die  Momente  an  den  einzelnen  Knoten- 
punkten.   Aus  diesen  Momenten  ergeben  sich  hierauf  0  und  U. 

3.  Füllungsstäbe.  Die  Bezugspunkte  der  Füllungsstäbe  liegen 
außerhalb  der  Spannweite;  es  ist  also  Teilbelastung  zugrunde  zu 
legen.    [Eine  Ausnahme  macht  die  mittelste  Vertikale.] 

Statt  nun  für  jeden  Stab  rechtsseitige  und  linksseitige  Be- 
lastung besonders  zu  untersuchen,  ist  nur  rechtsseitige  Belastung 
untersucht,  aber  für  sämtliche  Stäbe  (vom  linken  bis  rechten  Auf- 
lager). Augenscheinlich  ist  hierdurch  auch  linksseitige  Belastung 
erledigt.  Denn  die  Spannkraft  z.  B.  des  Stabes  D,  bei  links^ 
seitiger  Belastung  ist  wegen  der  Symmetrie  des  Trägers  gleich 
der  Spannkraft  des  spiegelbildlich  gelegenen  Stabes  Di  bei  rechts- 
seitiger Belastung.  Es  ist  also  gleichgültig,  ob  man  die  eine  Träger- 
hälfte für  rechts-  und  linksseitige  Belastung,  oder  den  ganzen 
Träger  nur  für  rechtsseitige  (oder  linksseitige)  Belastung  untersucht. 

Hinsichtlich  der  in  der  Tabelle  vorkommenden  Bezeichnungen 
sei  aus  §  33  erinnert:  Die  Belastungslänge  o  ist  die  Länge  des 
aufzufahrenden  Zuges  bei  Grundstellung,  c'  die  entsprechende 
Länge  bei  vorgezogener  Stellung.  Es  ist  also  c^  '='  o  +  1,6.  Aus 
diesen  Längen  ergeben  sich  dann  nach  §  32  (Tabelle  A  bzw. 
Hilfstabelle  B)  die  Lastensummen  und  Auflagerdrücke. 


1.  Geometrische  Angaben« 

Spannweite  L  a  82,00  m. 

Feldweite  X  »  4,00  m.       Felderzahl  n  »  8 . 

Knoten- 

punkt 

m 

Parabelordinaten  y 
«0,15  m  (8-w») 

Träger- 

böhen 

k 

Neigungswinkel 

Obergurt 

• 

Diagonalen 

0 

Vo  *                      0,00 

Ao»2,20 

1 

yi«  0,16. 1.7  =  1,03 

Aj  =  8,25 

cos /?!  =  0,967 

cos  7)1  =  0,876 

sin  <pt  =  0,4  2 

2 

ya  =  0,15-2.6=  L80 

A.  =  4,00 

cos^,«  0,963 

cos  <p^  5=  0,775 

sin  ^t  =  0,632 

3 

y,  =  0,15.8>6  =  2,25 

Ä,  =  4,45 

cos/9«sO,9d4 

cos  7>tB  0,707 

sintjE^s  0,707 

4 

y4(=0,15.4.4)  =  2,40 

A4  =  4,00 

cos/?4  =  0,999 

cos  9«  s  0,669 

sin  <P4=:  0,743 

2«  Gurtstäbe. 
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8«  FtiUungsstäbe. 
a)  Hilf  awerte  D^^  Dp'j  ^a^  ^v 
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§  37.    Beispiel  und  Ann&heningsincthode  zu  §  36. 
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b)  Größte  IHagotmlkräfU. 
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c)  Orößie  Vertikälkräfte. 

Die  Berechnung  der  Vertikalkräfte  führe  der  Leser  selber 
durch.  Die  Hilfswerte  sind  bereits  sämtlich  Torhanden,  und  das 
Schema  dürfte  jetzt  auch  klar  sein.  Es  sei  aber  dringend  empfohlen, 
diese  Arbeit  durchzuführen,  da  man  derartige  Sachen  durch  das 
bloße  Nachlesen  niemals  lernen  kann.  Beim  Selberrechneh  kommt 
man  auch  auf  manche  Vereinfachungen. 

Für  Vq  gibt  es  nur  einen  (negativen)  Wert.  F4  wird  aus  dem 
Gleichgewicht  des  Endknotenpunktes  bestimmt  (wie  in  §  35). 

IL  Annätaerungsmethode« 

Da  die  genaue  Untersuchung  der  Füllungsstäbe  immerhin 
etwas  Arbeit  macht,  rechnet  man  häufig  nach  folgender  Annäherung: 
Man  nimmt  nur  Grundstellung  an.  Weil  man  nun  aber  nicht 
sicher  ist,  daß  bei  dieser  auch  die  größte  Stabkraft  entsteht,  so 
erhöht  man  die  erste  Achslast  willkürlich  um  ca.  50%.  Durch 
diese  Erhöhung  soll  also  dem  Umstände  Eechnung  getragen  werden, 
daß  in  Wirklichkeit  eventuell  vorgezogene  Stellung  maßgebend  ist. 

Die  Formeln  bei  dieser  Annäherungsmethode  lauten  demnach: 

'  \  bzw.      ^B'Db9 

^  '  \  hzw.      =B'Vb. 

Man  spart  auf  diese  Weise  die  Werte  Djy  usw.  Überhaupt  wird 
die  ganze  Rechnung  außerordentlich  einfach,  da  nur  die  Hilfs- 
werte Dji  usw.  und  die  Auflagerdrücke  A  und  B  zu  bestimmen  sind. 

Die  Übereinstimmung  dieser  Annäherungsmethode  mit  der 
genauen  Methode  ist  bei  den  einzelnen  Stäben  verschieden.  Bei 
manchen  Stäben  ist  der  Unterschied  zwischen  Grundstellung  und 
vorgezogener  Stellung  recht  bedeutend,  so  daß  hier  auch  die  um 
50%  erhöhte  erste  Last  kaum  ausreicht.  [Der  Unterschied  hängt 
von  der  Gestalt  der  Einflußlinie  ab;  namentlich  von  der  Lage 
der  Abschrägung  E'F\]  Eisenbahnbrücken  berechnet  man  nach 
der  genauen  Methode. 

Zusatz.  Auch  bei  Parallelträgern  kann  man  mit  dieser  An- 
näherungsmethode arbeiten,  indem  man  also  auf  die  Betrachtung  von 
vorgezogenen  Stellungen  von  vornherein  verzichtet  und  zum  Aus- 
gleich dieser  Ungenauigkeit  die  erste  Last  erhöht.  Doch  ist  ja 
die  genaue  Berechnung  bei  Parallelträgern  ebenfalls  sehr  einfach. 
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§38. 
SpeziaUall:  Träger  mit  zwei  Lasten.   Beispiel  hierzu  (Kranträger). 

L  Die  getährlichen  Laststeilungen« 


L.(Z)fIlDY*U'fri0  Q'^^^^'Q   t 


Fischer,  Statik.    II/L 


Fig.  11«. 
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Die  Berechnung  der  Spannkräfte  bei  nur  sfwei  beweglichen 
Lasten  wird  dadurch  vereinfacht,  daß  die  gefährlichen  Last- 
stellungen leicht  anzugeben  sind. 

Skizziert  man  zu  solch  einem  Kranträger  die  Einfiußlinien 
(Fig.  116),  so  erkennt  man  bereits  aus  der  Form  derselben  folgende 
Begel  hinsichtlich  der  Laststellungen: 

a)  Für  die  Gurtstäbe  muß  die  eine  (und  zwar  die  schwerere) 
der  beiden  Lasten  im  Bezugspunkte  des  betreffenden  Stabes  stehen 
und  die  andere  nach  der  Mitte  des  Trägers  zu. 

b)  Für  die  Füllnngsstäbe  ist  die  Lastengruppe  in  (positive  und 
negative)  Grundstellung  zu  stellen;  d.  h.  einmal  rechts  und  einmal 
links  vor  dem  durch  den  Schnitt  getroffenen  Felde.  Sind  die 
Lasten  un^eich,  so  ist  die  schwerere  nach  dem  Schnitte  zu  stellen. 

Durch  diese  beiden  Eegeln  ist  die  sonst  so  schwierige  Frage 
der  Laststellungen  erledigt. 


n*  Berechnung  der  Spannkräfte« 

Nun  müssen  zu  jeder  Laststellung  die  zugehörigen  Spannkräfte 
bestimmt  werden.  Dies  geschieht  nach  den  in  den  letzten  Para- 
graphen entwickelten  Begeln  (Träger  mit  BinzcUasten). 

Die  Gurtstäbe  berechnen  wir  aus  den  Momenten  für  die 
Bezugspunkte: 


0) 


__^ M 


r  h  •  cos/S  * 

Z7  =  +  — =  + 


r  h '  cosy 

Die  Füllungsstäbe  werden  für  rechtsseitige  Belastung  nach 
den  Formeln  bestimmt: 

worin  D^  und  7^  die  Spannkräfte  in  den  Diagonalen  und  Vertikalen 
bedeuten,  die  durch  einen  Auflagerdruck  -4.  =  1,0  t  hervorgerufen 
werden.  Vorgezogene  Stellungen  kommen  bei  keinem  Stabe  in 
Betracht;  deshalb  können  wir  überall  die  obigen  einfachen  Formeln 
verwenden. 

Für  linksseitige  Belastung  lauten  die  entsprechenden  Formeln: 


[yZ 
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Auf  diese  Weise  wird  für  jeden  FülluDgsstab  der  größte  Zug 
und  der  größte  Druck  ermittelt. 


III.  Zahlonbeispiel. 

Aufgabe:   Der  in  Fig.  117  gezeichnete  Kranträger  ist   zu  be- 
rechnen! 

Zahlenangaben : 
Spannweite   Z  =  10  •  1,50  =  15,00  m;    Endvertikale   0,50  ra; 

Mi#elvertikale  1,50  m. 
Laufkatze:  2  Radlasten  zu  10,0  t  mit  1,80  m  Radstand. 
Die   Knotenpunkte    der    unteren    Gurtung   liegen   auf    einer 
Parabel. 


-  a)  ZuBammenstellung  der  gefährlichen  Lastatelhmgen. 

'     In  Fig.  117  b — g  sfnd  für  den  Träger  Fig.  117  a  die  einzelnen 
Laststellungen  eingetragen  und  zu  jeder  derselben  die  Spannkräfte 


/^ 


(5) 


*'* 


zugeschrieben,  die  bei  dieser  Stellung  ihre  Größtwerte  erreichen. 
Stellung  0  ist  für  den  Auflagerdmck  A  und  für  die  Vertikale  F© 
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maßgebend.  [Außerdem  für  Ui]  diese  Kraft  wird  aber  gleich 
Null.]  Bei  Stellung  I  erhalten  die  Stäbe  Oi,  Fg,  A  und  Fj 
ihre  größten  Spannkräfte.  Von  D^  und  V^  ab  müssen  für 
jeden  Füllungsstab  zwei  Stellungen  berücksichtigt  werden,  um 
die  größte  positive  und  die  größte  negative  Spannkraft  zu 
finden.  In  Fig.  11 7  d — g  sind  deshalb  jedesmal  zwei  Stellungen 
eingetragen,  oberhalb  und  unterhalb  des  Trägers.  Für  den 
Stab  F5  ergibt  sich  aus  der  Form  der  Einflußlinie  (Fig.  116), 
daß  er  seine  größte  Spannkraft  bei  der  in  Fig.  117  g  oberhalb 
des  Trägers  eingetragenen  Stellung  erhält.  In  dieser  Weise 
kann  man  die  gefährlichen  Laststellungen  sehr  üftrsichtlich 
zusammenstellen. 


h)  Ausrechnung  der  Spannkräfte. 

Die  geometrischen  Angaben  des  Systems  sind  aus  §  8,  sechste 
Aufgabe  (Tabelle  I)  zu  entnehmen.  Die  Ausrechnung  der  Spann- 
kräfte ist  in  den  folgenden  Tabellen  2  und  3  durchgeführt.  Hier- 
bei ist  folgendermaßen  vorgegangen  : 

(x)  In  der  Tabelle  2  sind  zunächst  die  Auflagerdrücke  A 
berechnet  (wobei  die  beiden  Lasten  durch  eine  Ersatzkraft  Ä  =  20  t 
ersetzt  wurden),  hieraus  die  Momente  und  aus  diesen  die  Gurt- 
kräfte. Jede  Gurtkraft  steht  neben  der  Laststellung,  die  für  sie 
maßgebend  ist. 

ß)  In  der  Tabelle  3  a  sind  nur  die  Werte  aufgenommen,  die 
für  die  Berechnung  der  Stabkräfte  gebraucht  werden.  So  kommt 
z.  B.  für  Dl  die  Stellung  links  vom  Schnitt  nicht  in  Frage;  des- 
halb braucht  für  diesen  Stab  die  Spannkraft  infolge  B  «  1,0 1 
nicht  ausgerechnet  zu  werden.  Das  gleiche  gilt  für  Vq  und  Fj. 
Die  Vertikale  F5  wird  nicht  aus  den  Auflagerdrücken  A  und  B , 
sondern  direkt  aus  den  Gleichgewichtsbedingungen  von  Knoten  (J) 
bestimmt. 

Die  '  Ausrechnung  der  einzelnen  Produkte  A  •  i>^  usw. 
geschieht  am  übersichtlichsten  in  der  Weise,  daß  man  die 
bei  den  Laststellungen  (0  —  V)  entstehenden  Auflagerdrücke 
A  und  B  hinschreibt  und  neben  jeden  Auflagerdruck  die- 
jenigen Stäbe,  für  die  die  betreffende  Laststellung  maß- 
gebend ist. 

Auf  diese  Weise  erhält  man  eine  klare  und  einfache  Be- 
rechnung des  ganzen  Systems. 


&  Ourtstäbe. 


Last- 
stellung 

Auflager- 
druckt. 

(t) 

Moment 
(mt) 

Obergurt 

0-4 

(t) 
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d.  FüUungsstäbe« 
a)  Hilfswerie  Dj^,  F^  vnd  D^,  Fjj; 
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h)  Spannkräfte  D  und  V 
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38  a. 
Znsammentassiing  zum  4.  Yortrag. 

In  diesem  Vortrage  haben  wir  die  Aufgabe  behandelt,  die 
in  einem  Fachwerkträger  infolge  einer  beweglichen  Belastung  ent- 
stehenden Spannkräfte  auf  rein  rechnerischem  Wege  zu  be- 
stimmen. In  der  Tat  gelang  es  uns,  in  einer  Anzahl  von  Fällen 
die  Stabkraftbestimmung  durchzuführen,  ohne  daß  es  nötig  wäre, 
auch  nur  einen  Strich  zu  zeichnen.  Diese  untersuchten  Fälle 
waren : 

1.  Parallelträger  mit  gleichmäßig  verteilter  Last  (§  29,  30). 

2.  „  „    Binzellasten  (§  31). 

3.  Träger  mit  gekrümmter  Gurtung  mit  gleichmäßig  verteilter 
La^t  (§  34— 35  b). 

4.  Träger  mit  gekrümmter  Qurtung  mit  Einzellasten  (§  36 
bis  §  37). 

Als  besondere  Untersuchungen  kamen  hinzu: 

a)  Berechnung  von   Eisenbahnbrücken   mittels   Tabellen 
(§  32,  33). 

b)  Berechnung  von  Kranträgern  (als  Spezialfall  zu  4.)  (§38). 

In  allen  diesen  Fällen  ergab  die  analytische  Untersuchung 
einen  schnellen  und  übersichtlichen  Bechnung^^gang. 


5.  Vortrag: 

Die  rein  graphischen  Methoden.    Besondere  Konstruktionen. 
Zusammenfassung  und  Aufgaben  zu  Abschnitt  ü. 

Die  graphischen  Methoden  sind  nichts  anderes  als  die  zeich- 
nerische Darstellung  der  im  vorigen  Vortrage  für  die  Spannkräfte 
aufgestellten  analytischen  Ausdrücke:  Die  Momente  werden  durch 
die  Momentenfläche  dargestellt,  die  Auflagerdrücke  A  (für  die 
Formeln  D  =  J.  •  2>^  usw.)  durch  das  ^.-Polygon.  Häufig  werden 
die  Stabkräfte  aber  auch  direkt  zeichnerisch  konstruiert,  ohne 
Zurückgreifen  auf  analytische  Formeln. 

Wenngleich  die  graphischen  Methoden  von  diesem  Gesichts- 
punkte aus  als  eine  Weiterbildung  der  analytischen  Methoden  er- 
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scheinen,  sind  sie  in  der  Praxis  doch  älter  als  die  letzteren.  Dies 
rührt  wohl  daher,  weil  das  ftlteste  umfassende  Lehrbuch,  die 
graphische  Statik  von  Oulmann,  von  vornherein  die  Statik  als 
einen  Teil  der  Geometrie  behandelte.  Später  wnrde  es  dann 
Sitte,  anch  das  einfachste  analytische  Besultat  durch  eine  zeich- 
nerische Form  zu  verschönern. 

Im  allgemeinen  fehlt  diesen  rein  graphischen  Verfahren  bei 
beweglicher  Belastung  die  Übersichtlichkeit. der  Einflußlinien  und 
die  Schnelligkeit  der  analytischen  Methoden. 


§39. 

Träger  mit  gekrümmter  Onrtnng  bei  gleichmäßiger  beweglicher 

Belastimg. 

L  Gurtstäbe. 


Die 

Ausgangsformeln 

sind: 

1 

0- 

r   * 

(D 

M 

U-^ 

+  r- 

Maßgebende  Laatstellung:  Vollbelastung. 

1.  Darstellang  der  Momente  M* 

Die  Momentenfläche  bei  einer  gleichmäßig  verteilten  Gesamt- 
belastong  p  ist  bekanntlioh  durch  eine  Parabel  mit  der  Pfeilhöbe 

dargestellt;  vgL  Band  I,  §  59.  [Man  halte  Momentenflfiohe  und  Einfluß- 
fläche für  ein  Moment  auseinander!  Erstere  gibt  fOr  jeden  Querschnitt 
das  zugehörige  Moment  infolge  einer  feststehenden  Belastung;  letztere  gibt 
für  einen  Querschnitt  die  verschiedenen  Momente  infolge  einer  wandernden 
Last.  Bei  der  ersteren  wird  das  Moment  an  dem  betreffenden  Querschnitte 
gemessen;  bei  der  letzteren  unter  der  betreffenden  Laststellung.] 

Im  vorliegenden  Falle  virkt  allerdings  die  Belastung  indirekt 
(Fig.  118a).  Die  Momenteiifläche  ist  also  keine  Kurve,  sondern 
ein  Vieleck,  dessen  Ecken  unter  den  Belastungspunkten  liegen 
(vgl.Fig.  109^ von  Band  I).  Da  nun  aber  an  den  Belastungs- 
punkten die  Momente  bei  indirekter  Belastung  gleich  denen  bei 


380 
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direkter  Belastung  sind,  so  können  an  diesen  Stellen  trotzdem 
die  Parabelordinaten  verwendet  werden.  Und  für  die  übrigen 
Punkte  ergeben  sich  dann  die  Momente,  indem  man  durch  Ver- 
bindung der  Parabelordinaten  das  gesamte  Vieleck  einzeichnet. 
Hierdurch  ist  für  jeden  Punkt  des  Trägers  das  Moment  infolge 

der  indirekt  wirkenden  Gesamtbelastung  p  zeichnerisch  dargestellt. 
Konstruktion  nach  Fig.  118  b  (vgl.  auch  Fig.  96  c  von  Band  I):  Erst 

—  pZ*  auftragen;  dann  Linie  A'C,  hierdurch  Punkt  D  bestimmt.     Dann 

8 

Horizontale  durch  D,  hierdurch  Punkt  E  bestimmt.  Dann  E  mit  C  ver- 
bunden und  hierdurch  Punkt  F  bestimmt.  Hierauf  stellt  die  Strecke  FF' 
das  Moment  für  Knotenpunkt  4  dar.  Fntsprechend  für  die  anderen  Knoten- 
punkte. 

2.  Darstellung  der  Spannkräfte« 

Um  nun  z.  B.  den  Stab  Z7g  2u  ermitteln,  ziehen  wir  durch 
den  Bezugspunkt  desselben,  Punkt  2 ,  eine  vertikale  Linie,  tragen 
auf  dieser  das  aus  Fig.  118b  zu  entnehmende  Moment  M^  ab  und 
ziehen  durch  den  Endpunkt  desselben  die  Parallele  ab  zum 
Stabe  U2  •  Dann  stellt  diese  Strecke  a  h  die  Spannkraft  U^  im 
Jl,  fachen  Maßstabe  dar. 

Beweis:  Es  verhält  sich  (Fig.  118a): 


ab  :  M^*  cosa  =  tt  :  r,  ; 
folglich  ist 


—5-       JI/2  •  cosa 
ab  «=  — = 

'U 

M^  -cosa 

^ 

•              ■   • 

r» 

cosa 

06 -'K  — 

U,-itf 

Somit  ist  mit  Hilfe  der  Momentenfläche  die  Spannkraft  Ug  be- 
stimmt. 

Falls  die  Feld  weite  X  für  alle  Felder  dieselbe  ist,  wird  man 

zweckmäßig  die  Momente  bereits  im  y  fachen  Maßstabe  auftragen. 
[Indem  man  die  Pfeilhöhe 

nicht    /*  =  Q-  p  i*  ,     sondern    /*'  =  -q-  ^r~ 

O  O       A 
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macht.]     Dann  stellt  z.  B.  die  Strecke  ab  von   Fig.  118a  das 

-r- fache  des  fi-üheren  Wertes  dar;  also 

-j-      IM,         M, 

(IIa)  ab^U^. 

Somit  erhält  man  die  Spannkräfte  direkt. 

In  Fig.  118a  sind  auf  diese  Weise  auch  die  übrigen  Gurt- 
kräfte Oiy  O^j  O5,  U2  und  1/4  bestimmt  und  die  Besultate  an- 
geschrieben. Um  Uq  zu  finden,  wurde  der  Punkt  {1),  senkrecht 
über  1 ,  als  Bezugspunkt  genommen.  Ans  dessen  Moment  ergibt 
sich  UqZ 

Z7o  =  + 


^(1) 


Die  Darstellung  dieses  Ausdruckes  erfolgt  natürlich  ebenso  wie 
bei  den  anderen  Stäben.  Sie  ist  in  Fig.  118a,  rechte  Seite,  durch- 
geführt: Durch  den  Bezugspunkt  eine  vertikale  Linie,  auf  dieser 
der  betreffende  Wert  {M  :  X)  abgetragen  und  dann  die  Parallele 
zum  Stabe.  Aus  zeichnerischen  Gründen  wird  man  diese  ParaUele 
diesmal  nur  über  ein  halbes  Feld  ziehen  (Fig.  118  a,  rechte  Seite). 
Dafür  muß  sie  nachher  beim  Abmessen  doppelt  genommen  werden. 

8.  HaOBt&be. 
Hinsichtlich  Maßstab  ist  zu  beachten:  Wenn  in  Fig.  118b  in 
der  Mitte  der  Wert 

(also  ein  Moment)  aufgetragen  ist,  dann  sind  die  Strecken  a&, 
cd  usw.  in  demselben  Maßstab  zu  messen,  in  dem  das  Moment  f 
aufgetragen  wurde  (z.  B.  1  cm  =  . . .  mt).  Werden  nun  nach 
Formel  (II)  diese  Momente  (nü)  dividiert  durch  die  Feldweite  i, 
(in  m),  so  ergeben  sich  die  Spannkräfte  in  t. 

Wenn  dagegen  in  Fig.  118b  in  der  Mitte  der  Wert 

'   ^  8     A 

aufgetragen  ist,  so  stellt  diese  Strecke  bereits  eine  Kraft  dar; 
nämlich  Moment :  Länge  «=  Kraft  X  Länge  :  Länge  «  Kraft.  Die 
Strecke  f^  ist  also  bereits  in  einem  Kräftemaßstab  aufzutragen 
(1  cm  =  . . .  t).  Die  Längen  öfc  nsw.  ergeben  dann  in  demselben 
Kräftemaßstabe  die  Spannkräfte. 


(D^Ä'Dj^    [beirc 
^     ^  \l>  =  ß.l>ij     [„    li] 
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n.  Füllungsstäbe. 

Die  genaue  Berechnung,  auf  Grund  der  vorgezogenen  Stellungen, 
erfordert  umständliche  geometrische  Konstruktionen.  Man  begnügt 
sich  deshalb  mit  der  Darstellung  der  Annäherungsmethode:  Für 
jeden  Füllungsstab  nur  Grundstellung;   dafür  aber  am  Anfange 

der  Belastung  eine  Binzellast  von  -^pX  (vgl.  §  84,11).    Es  sei 

daran    erinnert,    daß   diese   Annäherungsmethode,  zugunsten   der 
Sicherheit  rechnet. 
Ausgangsformeln : 

rechtsseitiger  Belastung], 

linksseitiger  ,,        ]. 

Entsprechend  für  die  Vertikalen  F.  Die  Produkte  werden  jedoch 
nicht  ausgerechnet,  sondern  aus  dem  Auflagerdruck  A{B)  wird 
nach  dulma/nn  direkt  D  und  V  gefunden. 

1«  Laststellung. 
Um  nach  diesem  Verfahren  z.  B.  den  Stab  D,  von  Fig.  118  c 
zu  bestimmen,  legen  wir  zunächst  den  Schnitt  cc^ — ^g.  Dieser 
trifft  die  die  Lasten  tragende  Gurtung  im  Felde  2 — 4.  Bechts- 
seitige  Belastung  für  Stab  D^  ist  also  dann,  wenn  die  Last  p 
von  B  aus  bis  Punkt  4  vorgerückt  und  außerdem  in  4  eine  Last 

-^pX  angenommen  ist.    Hierdurch  ist  die  Laststellung  klargelegt. 

2«  Zugehöriger  Auliagerdraok» 
Der  hierbei  entstehende  Auflagerdruck  betraf  (vgl.  §  34,  II) : 

Zunächst  wird  dieser  graphisch   dargestellt  (Fig.  118  d):   Strecke 

Ä^C  =  —pl  gezeichnet,   C  mit  B'  verbunden,  Punkte  2  und   4 

hinuntergelotet,  durch  J>  Horizontale  BB  gezogen,  B  mit  B^  ver- 
bunden und  hierdurch  Punkt  IP  bestimmt.     Dann  ist 

[Beweis:  Es  ist 

8.  Spannkräfte. 
Nachdem  A^  bestimmt  ist,   kann  die  Spannkraft  Dg   direkt 
nach  Cülmann  ermittelt  werden,  da  am  linken  Teile  nur  die  eine 
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äußere  Kraft  Ä^  vorhanden  ist.  Konstruktion:  Schnittpunkt  von 
Ä  und  O3  mit  dem  Schnittpunkt  von  D^  und  U^  durch  Hilfs- 
linie ij  verbinden  (Fig.  118c),  hierauf  die  Kraft  ^4  (Fig.  118d) 
zunächst  zerlegen  in  O3  und  £,  und  schließlich  L^  in  D^  und  ü^  • 
Auf  diese  Weise  ist  D^  für  rechtsseitige  Belastung  bestimmt. 
Entsprechend  sind  in  Fig.  11 8  e — h  sämtliche  Diagonalkräfte 
für  rechtsseitige  Belastung  ermittelt:  Zunächst  Schnitte  oc^ — a^ , 
«2 — ^s  usw.  gelegt  und  hierdurch  Belastungslängen  bestimmt 
(s.  Fig.  118c,  oben): 

für  Z>i :  rechtsseitige  Belastungslänge  B — 2  , 

„    2>2  und  i>3 :  „  „  B—4 , 

„    2>4  und  Di:  „  „  B-r, 

„    Di  und  Di:  „  „  B—2\ 

«    -^i  »f  »>  ^    =  0 . 

Dann  sind  durch  Hinunterloten  der  Spitze  der  Belastung  die  zu- 
gehörigen Auflagerdrücke  bestimmt  (Fig.  118 d) 

A^j  A^,  A^f  A^  und  0  j 
und  schließlich  ist  zu  jedem  dieser  Auflagerdrücke  das  CuLmann- 
sehe  Viereck  gezeichnet  (Fig.  118e — h).    Hiermit  ist  rechtsseitige 
Belastung  erledigt. 

Um  nun  den  Stab  D^  auch  für  linksseitige  Belastung  zu 
bestimmen,  müßte  die  Belastung  von  A  bis  2  angenommen  werden 
(Fig.  118c).  Statt  dessen:  Wegen  Symmetrie  ist  Stab  1>,  bei  linkS' 
seitiger  Belastung  gleich  dem  spiegelbildlich  gelegenen  Stabe  2>s 
bei  rccÄtfiseitiger  Belastung.  Da  nun  für  rechtsseitige  Belastung 
die  Stabkräfte  bereits  sämtlich  bestimmt  sind,  können  die  Stab- 
kräfte für  linksseitige  Belastung  durch  Vertauschung  entnommen 
werden.  Durch  Fig.  118 d — h  ist  also  sowohl  rechts-  als  auch 
linksseitige  Belastung  für  jeden  Stab  erledigt. 
Die  Besultate  sind  folgende: 

i>i    nur  Druck  (Fig.  118e), 

fbei  rechtsseitiger  Belastung  Zug  (Fig.  118f), 

*  \  „    linksseitiger  „  Druck  (gleich  D^  in  Fig.  118h), 
Jbei  rechtsseitiger  Belastung  Druck  (Fig.  118  f), 

*  \  „    linksseitiger  „      '    Zug  (gleich  D3  in  Fig.  118  h), 
bei  rechtsseitiger  Belastung  Zug  (Fig.  118g), 

linksseitiger  „  Druck  (gleich  D^  in  Fig.  118  g). 

Maßstab:  Die  Spannkräfte  D^ — D^  sind  aus  den  Fig.  118e — h 

in  demselben  Maßstab  zu  entnehmen,  in  dem  die  Kraft  —  p  i «  J'O 
in  Fig.  118  d  aufgetragen  ist.     [Beispiel  s.  §  41.] 


^    fbe 
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§40. 
Paralleltrager  mit  gleiehmäßig  yerleilter  Belastung. 

L  Gnrtst&be. 
Ansgangsf ormeln : 

0)  0,17  =  +^. 

Wir  zeichnen  die  zn  dem  Träger  gehörige  Momentenfläche  direkt 
im  —fachen  Maßstabe;  d.  h.  wir  tragen  in  der  Mitte  einen  Pfeil: 

'       8     h 

auf.  Im  übtigen  wie  Fig.  118  b.  Dann  stellen  die  Ordinaten 
dieser  Momentenfläche  den  Ausdruck  M :  A  dar.  Um  also  einen 
Ourtstab  0(17)  zn  erhalten,  messen  wir  die  an  dem  Bezugspunkte 
dieses  Stabes  befindliche  Ordinate  y  der  Momentenfläche  und  erhalten 

(H)  y^^^OiU). 

Somit  sind  die  Gurtstabe  direkt  durch  die  Ordinaten  der  (im  Ver- 
hältnis 1  :  h  gezeichneten)  Momentenfläche  gegeben. 

1  pP 
Maßstab :  Der  Ausdruck  f  = -^  ^-^-  stellt  eine  Kraft  dar  und 

o      n 

ist  also  in  einem  Kräftemaßstab  aufzutragen.  In  demselben 
Kräftemaßstabe  sind  dann  die  Ordinaten  y  abzumessen. 

IL  FfiUung88täbe> 
Ausgangsformeln : 

(III)  l  sin9?  * 

Für  die  Querkräfte  der  verschiedenen  Felder  läßt  sich  folgende 
Darstellung  ableiten: 

1*  Darstellung  der  Querkrätte» 
a)  Bei  ungleichen  Fddweiten.    Für  das  Feld  l^-H  des  Fach- 
werkes  Fig.  119a  ist  die  Einflußlinie  für  die  Querkraft  in  Fig.  119b 
dargestellt  durch  A'E'F'B'  (vgl.  Band  I,  Fig.  llOd).     Hieraus 
ergibt  sich  die  größte  potitive  Querkraft: 

n  w  ^  1         l,0.flJi 

<?(i  -  2)  =-  P  •  -P  «=  P  •  2^  w,  .  »7,  =  p  •  -  n,  •    '^  ^  , 

(IV)  «(.-,)  =-|p-^-"V 
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Aosdrock   niin  läBt  sich   leicht  zeicknea  (Fig.  119  c): 


A'C^-^pl  aofgetrageD,  CB'  gesogen,  auf  der  YertikaleQ  durch  2 

der  Punkt  J>  bestimmt,  Horizontale  BIB  gezogen,  JS7  mit  B'  vex 
bunden  nnd  auf  dieser  durch  Hinunterloten  des  Nullpunktes  Ji' 
der  Binflofilinie  der  Paukt  F  bestimmt.     Dann  ist 

+ 
[Beweis:  Es  ist 

In  derselben  Weise  sind  in  Fig.  119o  für  die  anderen  Felder 
{0—ly  2—3,  3—2\  r—r  und  /— «0  die  größten  positiven  Quer- 
kräfte  bestimmt.  Die  betreffenden  Werte  Q  sind  stets  unter  dem 
Nullpunkte  N'  der  betreffenden  EinfluBlinie  abzumessen.     [Für 

das  Feld  / — 0'  ist  Q  gleich  Null,  wie  auch  die  SinfluBlinie  zeigt.] 

+ 

Um  die  NuUpunkte  S\  und  somit  auch  die  EinfluOlinien 
Fig.  119b  entbehren  zu  können,  ziehen  wir  in  der  Tr&gerfigur 
Fig.  119a  die  Linien  AD'  und  BA'.  Deren  Schnittpunkte  ü' 
mit  den  Diagonalen  liegen  nämlich  über  den  Nullpunkten  N'  der 
Einflußlinien.  [Beweis:  Figur  A'E'F'B  in  Fig.  119a  kann  eben- 
falls als  EinfluBlinie  für  Q1.9  angesehen  werden,  nämlich  A'B  als 
Nullachse,  A'A  =  1,0  t  (im  Maßstabe  1,0  t  =  jk),  BD'  « 1,0  t  und 
E'F'  als  Abschrägung.  Also  Punkt  H**  ebenfalls  Nullpunkt.  Ent- 
sprechend bei  den  anderen  Feldern.]  Dann  brauchen  wir  also 
Fig.  119b  überhaupt  nicht,  sondern  bestimmen  die  Querkräfte 
direkt  aus  Fig.  119  c,  nur  unter  Benutzung  der  Punkte  N"  der 
Systemfigur. 

h)  Bei  glriehen  Feldern.  In  dem  meistens  vorliegenden  Falle, 
daß  alle  Felder  dieselbe  Feldweite  l  haben,  können  wir  die  Quer- 
kräfte aber  einfacher  nach  Fig.  119 d  darstellen:  unter  dem  ersten 
Knotenpunkte  wird  die  Strecke 

A'O-ip(J-a) 

aufgetragen,  dann  Verbindungslinie  OB'y  Punkt  D  vertikal  unter 
Punkt  2,  Horizontale  Z>£,  Verbindungslinie  BB'  und  hierdurch 
Punkt  F  bestimmt.    Dann  ist: 

1        xi^ 
[Beweis:  Es  ist,  wie  leicht  zu  sehen,  FF'  ^^  —p      ^     .    Dieses 

ist  aber  nach  §  29,  II  der  analytische  Ausdruck  für  Q(i.|).] 
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In  derselben  Weise  ist  in  Fig.  119  d  für  jedes  Feld  die  größte 
positive  Querkraft  bestimmt  (stets  ^m  rechten  "Endpunkte). 

2.  Darstellung  der  Diagonalen  und  Vertikalen« 

Ans  den  Querkräften  folgen  D  und  F.  Die  V  sind  direkt 
durch  die  Querkräfte  dargestellt.  Nur  muß  genau  darauf  ge- 
achtet werden,  zu  welchem  (belasteten)  Felde  die  betreffende 
Vertikale  gehört.  [In  Fig.  119  ist  Belastung  am  Obergurt  an- 
genommen.] Für  die  Diagonalen  ziehen  wir  bei  jeder  Querkraft 
durch  den  einen  Endpunkt  die  Parallele  zu  D ,  durch  den  anderen 
Endpunkt  eine  Horizontale.     Dann  ist  die  Hypotenuse  des  ent* 

standenen  rechtwinkligen  Dreieckes  gleich  --r^ —  «  D  . 

"^  Binq> 

Hinsichtlich  der  Vorzeichen  sei  erinnert:  Eine  positiTe  Quer- 

kräft  (die  also  an  dem  links  vom  Schnitte  befindlichen  Trägerteil 

nach  oben  wirkt)  bringt  in  einem  Felde 

•X  I-  7    i.  •       ^      T^-  1       f  in  der  Diagonalen  Ztt^     1 

mit  lmfc»3te.gender  Diagonalen  [  ^^    ^^  vertikalen  Druck]' 

.^       , ,    ^  .       ,  f  in  der  Diagonalen  Dmck  \  , 

mit  recÄtesteigender  „  i  ^    T,.    .       „>         f  hervor. 

l  „    „  Vertikalen  Zttg     J 

umgekehrt  wirkt  eine  negative  Querkraft. 

In  Fig.  119  d  sind  nun  nach  dieser  Eegel  die  Spannkräfte  D 
und  F  aus  der  größten  positiven  Querkraft  eines  jeden  Feldes 
bestimmt.     Hiermit  ist  rechtsseitige  Belastung  erledigt. 

Gleichzeitig  sind  hiermit  aber  auch  die  Spannkräfte  für  linka- 
seitige  Belastung  erledigt,  da  man  nur  zwei  symmetrisch  ge- 
legene Stäbe  miteinander  zu  vertauschen  braucht. 

Somit  ist  für  jeden  Stab  die  größte  positive  und  die  größte 
negative  Spannkraft  dargestellt.  [Nur  Fj  muß  in  bekannter  Weise 
besonders  bestimmt  werden,  gleich  —  pA.] 


Znsatz.  Bei  Parallelträgern  faßt  man  mitunter  die  Berechnung 
infolge  beweglicher  Last  p  zusammen  mit  der  infolge  ständiger 
Last  g. 

Für  die  Gurtstäbe  zeichnet  man  dann  also  eine  Parabel  mit 

der  Pfeilhöhe  /*-  —(P  +  9)^* 

o  n 

Für  die  Ftillungsstäbe  trägt  man  zunächst  von  einer  Achse -4' ß' 
(Fig.  119  e)  die  Querkräfte  Qg  infolge  der  ständigen  Belastung  g 
auf.  Diese  ergeben,  wie  in  Band  I,  §  64,  Fig.  108  ^  gezeigt  wurde, 
eine  Treppenlinie.   Sie  sind  für  die  linke  Trägerhälfte  positiv,  für 
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die  rechte  negativ.  Die  positiven  sind  nach  unten,  die  negativen 
nach  oben  aufgetragen. 

Nun  tarägt  man  von  derselben  Achse  aus  die  Querkr&fte  Qp 
infolge  rechtzeitiger  beweglicher  Belastung  auf  (also  die  größten 
positiven  Querkräfte  infolge  p).  Und  zwar  nach  oben.  In  den 
Feldern,  in  denen  Qg  und  Qp  dasselbe  Vorzeichen  haben,  ist  dann 
die  gesamte  Querkraft  Q^  gleich  der  Summe  der  beiden  Strecken 
Qg  und  Qp .  In  den  anderen  Feldern  ist  Q^  gleich  der  Differenz 
von  Qg  und  Qp  und  kann  positiv  oder  negativ  herauskommen. 

Aus  den  Querkräften  Q^  ergeben  sich  dann  nach  Fig.  119  e 
die  Spannkräfte  der  Füllungsstäbe,  und  zwar  sind  dieses  also 
die  Spannkräfte  infolge  ständiger  Belastung  auf  dem  ganzen 
Träger  +  beweglicher  Belastung  rechts  vom  Schnitt.  Der  andere 
zu  untersuchende  Fall  (ständige  Belastung  und  Zinfc^seitige  be- 
wegliche Belastung)  eigibt  sich  ohne  besondere  Berechnung  durch 
Yertauschung  von  je  zwei  spiegelbildlich  liegenden  Stäben. 

Man  sieht,  daß  die  Diagonale  D^  bei  rechtsseitiger  Belastung 
Zug,  bei  linksseitiger  Belastung  Druck  bekommt  (nämlich  =  Di). 
Umgekehrt  die  Diagonale  Di ,  Die  anderen  Diagonalen  bekommen 
nur  Zug.  Es  brauchen  also  in  Fig.  119  e  die  Diagonalen  Dt  und  Di 
gar  nicht  bestimmt  zu  werden,  da  sie  dasselbe  Vorzeichen  wie  i>| 
und  I>s  f  dabei  aber  kleinere  Spannkräfte  haben. 

§41. 
Beispiele  zu  §  39,  40. 

Erste  Aufgabe« 

Der  „Fischhauchträger^^  Fig.  118  iet  für  eine  gleichmäßig  ver- 
ieilie  hewegliche  Ltist  p  «->  0^68  t/m  zu  berechnen t 

Feldweite  X  —  4,40  m,  Spannweite  2  =  5  •  Jl  —  22,00  m.  Höhe 
in  der  Mitte  h  »  3,90  m.  Die  Knotenpunkte  der  unteren  Gurtung 
liegen  auf  einer  Parabel.  [Hiernach  zeichne  man  den  Träger  maß- 
stäblich auf.] 

1)  Gurtstäbe.    Wir  berechnen  zunächst  den  Wert 

.,       1  pl«       1  0,68  (5  A)« 

T  "=  8  T"  "  "8         X  ^'"^^  *• 

Dieser  Wert  wurde  nun  von  einer  Horizontalen  aus  aufgetragen, 
und  zwar  im  Maßstabe  1  cm  »  6  t;  also  /''»1,87  cm;  hierauf 
nach  Fig.  118b  für  die  Belastungspunkte  2  und  4  die  Parabel- 
ordinaten    konstruiert    und    deren  Endpunkte    miteinander  ver- 

Fischer.  StnHk.    Tl/T.  26 
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blinden.  Hierdurch  entsteht  dann  die  gesamte  (If  :  il)* Fläche 
(Fig.  118  b,  rechte  Seite). 

Nun  wird  in  der  Systemfigur  durch  den  Bezugspunkt  eines 
jeden  Stabes  eine  vertikale  Linie*  gezeichnet,  auf  dieser  die  zu- 
gehörige Ordinate  der  (M  :  >l)-Fläclie  aufgetragen  und  durch  deren 
Endpunkt  die  Parallele  zu  dem  Stabe  gezogen.  Diese  Parallele 
stellt  dann  die  betreffende  Stabkraft  in  dem  gewählten  Maßstäbe, 
1  cm  =  5  t,  dar. 

Die  den  Stab  Uq  darstellende  Linie  Im  (Fig.  118a,  rechte 
Seite)  ist  nur  über  ein  halbes  Feld  gezogen,  da  sie  so  in  die 
Systemfigur  besser  hineinpaßt.  Dafür  ist  sie  dann  beim  Ab- 
messen doppelt  zu  nehmen.  Hiermit  sind  die  Gurtstäbo  bestimmt. 
[Der  Leser  fähre  die  Zeichnung  maßstäblich  aus  und  kon- 
trolliere sie  analytisch.] 

2)  Füllungsstäbe.    Wir  berechnen  zunächst  den  Wert 

-|  P  ^  =  ^  0,68  .  22,0  =  7,48  t. 

Dieser  Wert  wurde  als  Strecke  Ä'  0  aufgetragen,  und  zwar  wurde 
für  die  Füllungsstäbe  der  Maßstab  1  cm  =  3  t  gewählt;  also 
^'0=2,5  cm  (Fig.  118  d).  Der  Endpunkt  C  dieser  Strecke  wird 
dann  mit  dem  Punkte  B'  verbunden.  Nun  wird  von  jedem  Felde 
der  linhe  Knotenpunkt  hinuntergelotet  bis  zum  Schnitt  mit  G  B\ 
dieser  Schnittpunkt  horizontal  nach  A'C  übertragen  und  von 
hier  aus  die  Verbindungslinie  mit  B'  gezogen.  Diese  letztere 
Verbindungslinie  schneidet  auf  der  durch  den  rechten  Endpunkt 
des  betreffenden  Feldes  gezogenen  Vertikalen  denjenigen  Auflager- 
druck A  ab,  der  bei  recÄteseitiger  Belastung  des  Feldes  entsteht. 
Der  Auflagerdruc!<  ist  also  immer  am  rechten  Endpunkte  des 
Feldes  dargestellt. 

Aus  den  Auf  lagerdrückon  ergeben  sich  dann  nach  der  Culmann- 
sehen  Methode  sämtliche  Füllungsstäbe  infolge  rechtsseitiger  Be- 
lastung. Natürlich  muß  man  genau  darauf  achten,  zu  welchem 
Felde  jeder  Stab  gehört  und  dann  den  Auflagerdruck  dieses 
Feldes  nehmen. 

Durch  Vertauschung  je  zweier  spiegelbildlich  gelegenen  Stäbe 
ergeben  sich  auch  die  Spannkräfte  infolge  linksseitiger  Belastung; 
d.  h.  man  erhält  für  jeden  Füllungsstab  den  größten  Zug  und 
größten  Druck.  [Der  Leser  führe  die  Zeichnung  nach  Fig.  118d-  h 
maßstäblich   aus   und   kontrolliere  sie  analytisch   nach   §  35,  IT.] 
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Zweite  Aufgabe* 

Der  ParalleUräger  Fig.  119 a  ist  für  Eigengewicht  g  =  0,4  t/m 
und  eine  bewegliche  Belastung  tan  p  =  0,8  t/m  zu  berechnen! 

Feldweite>l=2,0m;SpannweiteZ=6-A=12,0m;HöheÄ=l,7m. 

1)  Gurtstäbe.    Man   zeichne   eine  Parabel   mit   der  Pfeühöhe 

^=|(,  +  p).^^  =  |(0,4  +  0,8)i||i 

=  12,7  t. 

Die  Ordinalen  dieser  Parabel  an  den  einzelnen  Bezugspunkten 
ergeben  die  betreffenden  Gurtkräfte. 

2)  Füllungsstäbo.  Zunächst  zeichnen  wir  die  Querkräfte  in- 
folge ständiger  Belastung  g  =  0,4  t/m.  Wir  tragen  also  in  den 
Punkten  A'  und  B'  einer  Nullachse  A'B'  (Fig.  119e)  je  den  Wert 

|^Z  =  lo,4. 12,0  «2,4  t 

auf,  und  zwar  zu  verschiedenen  Seiten  der  Nullachse.  (Gewählter 
Maßstab:  1  cm  » 2  t;  also  1,2  cm  anzutragen.)  Dann  ziehen 
wir  die  schräge  Linie,  die  durch  die  Mitte  von  A'B'  hindurch- 
geht, loten  nun  die  Mitten  der  einzelnen  Felder  hinunter  und 
erhalten  hierdurch  die  Treppenlinie,  die  die  Querkräfte  infolge 
ständiger  Last  angibt.  Unter  jedem  Felde  des  Trägers  ist  also 
durch  die  schraffierte  Fläche  (Querkraftlläche)  seine  Querkraft  Qy 
dargestellt.  Für  die  linke  Hälfte  ist  Qg  positiv,  für  die  rechten 
Feldei*  negativ. 

Nun  zeichnen  wir  in  demselben  Maßstabe  die  Querkräfte  in- 
folge beweglicher  Last  p  =  0,8  t/m.  Und  zwar  für  jedes  Feld  in- 
folge rechtsseitiger,  ungünstigster  Laststellung.  Wir  tragen  also 
(Fig.  119 d)  unter  dem  rechten  Endpunkte  des  ersten  Feldes  den  Wert 

|p(Z-A)  =  -| 0,8. 10,0 -4,0  t 

als  Strecke  A^  0  auf.  Der  Maßstab  ist  jetzt  bereits  vorgeschrieben 
zu:  1  cm'=  2  t;  also  ist  -4.^0  =  2,0  cm  darzustellen.  Nun  ver- 
binden wir  G  mit  B\  Dann  wird  von  jedem  Felde  der  rechte 
Endpunkt  hinuntergelotet  bis  zum  Schnitt  mit  OB' ;  dieser  Schnitt- 
punkt wird  auf  A'O  projiziert  und  die  Verbindungslinie  mit  B^ 
gezogen.  Letztere  Verbindungslinie  schneidet  auf  der  durch  den 
rechten  Endpunkt  des  betreffenden  Feldes  gezogenen  Vertikalen 
die  größte  Querkraft  dieses  Feldes  infolge  rechtsseitiger  Belastung 
ab.    Die  größte  positive  Qnerkraft  eines  Feldes  infolge  der  be- 

25* 
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weglichen  Last  p  ist  also  stets  unter  dem  rechten  Endpunkte 
dieses  Feldes  dargestellt. 

Diese  Werte  Qpj  die  sämtlich  positiv  sind,  werden  nun  an 
die  Werte  Qg  von  Fig.  119  e  angetragen,  und  zwar  am  rechten 
Endpunkte  eines  jeden  Feldes.  Da  die  positiven  Werte  von  Qg 
nach  unten  von  A'B^  liegen,  werden  die  Werte  Qp  von  A'B'  aus 
nach  oben  aufgetragen.  Dann  addieren  sich  nämlich  direkt  die 
positiven  Qp  mit  den  positiven  Qg  (i'ig.  119e  bei  Feld  0 — 1,  1 — 2 
und  2 — 3),  Und  die  negativen  Werte  von  Qg  subtrahieren  sich 
von  selber  von  den  Werten  Qp  (Fig.  119e  bei  Feld  3—2',  2'—V 
und  V — 0';  für  das  letztere  ist  Qp  =  Q).  Die  gesamte  Quer  kraft  Q, 
eines  Feldes  infolge  ständiger  Last  g  und  ungünstigster  recMs- 
seitiger  Belastung  p  ist  also  stets  auf  dem  rechten  Ende  dieses 
Feldes  dargestellt  und  ist  zu  messen  zwischen  dem  Endpunkte  der 
Ordinate  Qg  und  dem  Endpunkte  der  Ordinate  Qp.  Für  die 
linke  Trägerhälfte  ist  Q^  positiv;  für  die  rechte  Hälfte  positiv 
oder  negativ,  je  nachdem  Qp  oder  Qg  überwiegt. 

Aus  den  Werten  Q^  sind  dann  D  und  V  bestimmt.  In 
Fig.  119  a  gehören  D^  und  V^  zu  der  Querkraft  des  Feldes  0 — 1; 
Dj  und  Fj  zu  Feld  1 — 2  usw.  7  ist  direkt  gleich  Q.  D  wird 
aus  Q  durch  Ziehen  einer  Parallelen  gefunden. 

Sobald  für  ein  .Feld  der  rechten  Trägerhälfte  die  Gesamt- 
querkraft Qf  negativ  herauskommt,  brauchen  wir  die  zu  diesem 
Felde  gehörigen  Stäbe  D  und  V  gar  nicht  erst  zu  bestimmen. 
Denn  diese  Stäbe  haben  dann  dasselbe  Vorzeichen  wie  die  ent- 
sprechenden Stäbe  der  linken  Trägerseite.  (Links  positive  Quer- 
kraft und  linkssteigende  Diagonalen;  rechts  negative  Querkraft 
und  rechtssteigende  Diagonalen.  Das  Vorzeichen  bleibt  sich  also 
gleich.)  Die  Spannkraft  ist  aber  geringer.  Nur  wenn  sich  für 
ein  rechtes  Feld  ebenfalls  eine  positive  Querkraft  ergibt,  erhält 
die  betreffende  (rechtssteigende)  Diagonale  bzw.  Vertikale  ein 
anderes  Vorzeichen  als  die  entsprechend  gelegene  (linkssteigende) 
Diagonale  der  linken  Seite.  Dann  müssen  also  beide  Diagonalen 
bestimmt  werden,  um  den  größten  Zug  und  größten  Druck  zu 
erhalten.  (Es  kommen  hierbei  immer  die  Diagonalen  der  mittleren 
Felder  in  Betracht.) 

Der  Leser  führe  die  Zeichnung  maßstäblich  aus  und  kon- 
trolliere sie  analytisch.  Die  Zwischenvertikale  F,  erhält  ihre 
größte  Spannkraft  bei  größter  Belastung  des  Knotenpunktes  {S)\ 
also  \\  -  -(j  +  p)A  «  -1,20  •  2,0  -  -2,40  t. 
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§42. 
\r  mit  gebogener  Gortang  bei  Elnsellasten. 

L  Gartetibe. 
Aasgangsformeln : 

(I)  0,J7-T-i-^^. 

^  '  Ä  •  cos 

1.  DarsteUung  der  Momente. 
Die  größten  Momente  der  yersohiedenen  Qaerschnitte  werden 
in   bekannter  Weise    zeichnerisch    mittels  Seilpolygon  bestimmt 
(vgl.  Band  I,  §  69,  Fig.  120  nnd  122).   Für  den  in  Fig.  120  dar- 
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Fig.  120. 
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gestellten  Träger  wurde  sich  die  ErmittluDg  folgendermaßen  ge- 
stalten: Zunächst  wird  der  Lastenzng  horizontal  aufgezeichnet, 
und  zwar  so  lang,  daß  wir  den  Träger  unter  diesem  Lastenzug 
hin  und  her  schieben  können.  Die  Zuganordnung  (falls  diese  noch 
variabel  ist)  wird  so  getroffen,  daß  die  schwersten  Lasten  möglichst 
zu  einer  Gruppe  von  nahe  beiciD  ander  stehenden  Kräften  vereint 
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sind,  an  die  sich  dann  die  leichteren  Laston  anschließen.  Dann 
werden  die  Kräfte  zu  einem  Kräftepolygon  aneinander  gereiht 
und  das  Seilpolygon  gezeichnet  (Fig.  120b  und  a). 

Um  nun  das  größte  Moment  für  den  Knotenpunkt  m  zu 
linden,  wird  der  Träger  auf  ein  Stück  Pauspapier  gezeichnet  (in 
Fig.  120  a  schraffiert),  auf  diesem  der  Punkt  m  markiert  und 
durch  die  Auflager  die  Vertikalen  gezogen.  Dann  legt  man  den 
Träger  öo  unter  die  Lasten,  daß  über  Punkt  m  eine  möglichst 
schwere  Last  steht  und  außerdem  in  der  Nähe  von  m  möglichst 
viel  schwere  und  eng  zusammenstehende  Lasten  sich  befinden. 
Die  Schnittpunkte,  in  denen  die  (auf  dem  Pauspapier  gezeichneten) 
Auflagervertikalen  das  Seilpolygon  treffen,  werden  durch  die 
Schlußlinie  verbunden  (die  man  zunächst  noch  nicht  einzeichnet, 
sondern  durch  ein  angelegtes  Lineal  markiert)  und  hierdurch  der 
Abstand  y^  bestimmt.  Dann  ist  das  bei  dieser  Laststelluug  ent- 
stehende Moment 

Da  aber  nicht  sicher  ist,  daß  diese  LaststcUung  auch  wirk- 
lich das  größte  Moment  ergibt,  so  verschieben  wir  das  Pauspapier 
so,  daß  der  Punkt  m  unter  eine  andere  Last  gelangt,  markieren 
die  neue  Schlußlinie  und  haben  hiermit  den  neuen  Abstand  y^^ . 
Ist  nun  der  frühere  Abstand  y^  (den  wir  im  Stechzirkel  behalten 
haben)  größer  als  y^^,  so  ergibt  die  erste  Stellung  das  größere 
Moment,  und  umgekehrt.  Auf  diese  Weise  probiert  man  die  in 
Betracht  kommenden  Stellungen  aus  (meistens  nicht  mehr  als 
zwei  oder  drei).  Für  die  das  größte  Moment  ergebende  Stellung 
wird  dann  der  Träger  endgültig  mit  der  Schlußlinie  und  dem  Ab- 
stände y  unter  die  Lasten  eingetragen.  Somit  ist  Punkt  m  er- 
ledigt. 

In  derselben  Weise  werden  für  die  anderen  Knotenpunkte  die 
größten  Momente  bestimmt. 

2*  Darstellung  der  Stabkriifte. 
Da  nun  die  Älomente  bestimmt  sind,  kann  die  weitere  Be- 
handlung der  Aufgabe  genau  so  erfolgen  wie  beim  Träger  mit  ver- 
teilter Belastung  (vgl.  Fig.  118  a):  Um  den  Stab  CT«  in  Fig.  120  c 
zu  bestimmen,  ziehen  wir  durch  den  Bezugspunkt  m  dieses  Stabes 
eine  vertikale  Linie  (in  der  Systemfigur  bereits  vorhanden).  Auf 
dieser  tragen  wir  jetzt  aber  zweckmäßig  nicht  das  Moment  M^ 
bzw.  den  Wert  {M^^ :  X)  auf,  sondern  einfach  die  zugehörige 
Ordinate  y«  aus  dem  Seilpolygon,  und  ziehen  durch  deren  End- 
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pnnkt  die  Parallele  zu  {7«.  Dann  besteht  folgende  Bexiehung: 
Hätten  wir  M^  aufgetragen,  so  wäre  nach  §  39, 1  die  Parallele 
ab  =  1-Ut^.  Jetzt  haben  wir  aber  nur  y«  aufgetragen;  das  ist 
der  H  te  Teil  von  Jf «  (denn  es  ist  Jf «,  =  H  •  y,, ,  also  y^  =  M^  :  ff). 
Folglich  bekommen  wir  auch  nur  den  ff  ten  Teil  des  Besultates; 
d.  h.  es  ist 

ah  =  lU^*-:fj-  • 

II 

Hieraus  folgt  für  Um  der  Wert: 

(II)  U^-=^~^ 


Entsprechend  (Fig.  120c): 

(IIa)  0«  =  7d 


ff 


In  derselben  Weise  sind  die  anderen  Gurtst&be  su  bestimmen. 
Zur  Bequemlichkeit  der  Rechnung  wird  man  natürlich  die  Pol- 
weite ff  als  ein  Vielfaches  der  Feldweite  X  nehmen. 

Maßstab«  Zunächst  wird  für  die  Kräfte  ein  Maßstab  an* 
genommen,  nach  dem  sie  in  Fig.  120  b  dargestellt  werden.  Hierauf 
wird  die  Polweite  ff  als  ein  Mehrfaches  der  Feldweite  l  genommen, 
z.  B.  ff  gleich  4Jl,  und  diese  Strecke  ff  im  L&ngenmaßstab  der 
Figur  aufgetragen.  Dann  ergeben  die  Längen  ab  usw.  in  dem- 
selben Maßstabe,  in  dem  die  Lasten  aufgetragen  wurden,  die 
Spannkräfte. 

IL  Füllangsstäbe« 

Ausgangsformeln : 


l  i>  =  A  .  i>^ 


bei  Grundstellung, 
+  P'  •  i>|v    „    vorgezogener  Stellung, 
usw. 


1.  Darstellung  der  Auflagerdrüoke« 

Die  Auflagerdrücke  werden  bei  Einzellasten  graphisch  mittels 
.-4-Polygon  bestimmt  (vgl.  Band  I,  §21,11,  Fig.  50 f).  Die 
Konstruktion  ist  bekanntlich  folgende:  Wir  denken  uns  den  Lasten« 
zug  von  B  aus  bis  Ä  vorgefahren  (Fig.  121b)  und  bestimmen  hier- 
durch zunächst,  wieviel  Lasten  auf  der  Brücke  Platz  haben.  Diese 
Lasten  werden  nun  (in  einem  zu  wählenden  Eräftemaßstabc)  auf 
der  Vertikalen  durch  A  aufgetragen  (Fig.  121  e),  wobei  die  Reihen- 
folge so  ist,  daß  die  erste  Last  von  Fig.  121b  bei  der  Aufreihung 
in  Fig.  121  e  zu  unterst  kommt.  Dann  tragen  wir  In  Fig.  121  e 
die  Abstände  a,  b  usw.   der  Lasten  von  rechts  nach  links  an 
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(d.  h.  wir  kehren  den  Zug  von  Fig.  121  b  gewissermaßen  um)  und 
zeichnen  daa  Seilpolygon,  das  in  diesem  Falle  den  Namen  Ä-Polygon 
führt.  Denn  es  hat  folgende  Eigenschaft:  Ist  der  Lastenzug  P^,  P^ 
usw.  von  B  aus  bis  zu  irgendeiner  Stelle  vorgerückt  (Fig.  121c), 
so  ergibt  die  unter  der  ersten  Last  gemessene  Ordinate  des 
^•Polygons  den  durch  diese  Laststellung  hervorgerufenen  Auflager- 
druck A  an.  Der  Maßstab,  in  dem  diese  Ordinate  abzumessen 
ist,  ist  derselbe,  in  dem  die  Kräfte  P| ,  P^  usw.  aneinander  gereiht 
wurden. 

Um  die  Auflagerdrücke  möglichst  groß  zu  erhalten,  wird  man 
natürlich  bei  der  Zuganordnung  die  schwersten  Laoten  an  die 
Spitze  nehmen. 

Auf  diese  Weise  sind  die  Auflagerdrücke  einfach  darzustellen« 
[Man  halte  J.- Polygon  und  Einflußlinie  für  Ä  auseinander. 
Das  erstere  gibt  für  einen  bestimmten  Lastenzug  unter  der  ersten 
Laat  den  gesamten  Auflagerdruck  an.  Bei  letzterer  können  die 
Lasten  beliebig  gruppiert  werden  und  man  muß,  um  zu  jeder 
Gruppierung  den  Auflagerdruck  A  zu  erhalten,  jede  Last  einzeln 
mit  ihrer  Ordinate  multiplizieren.] 

2.  Darstellung  der  Stabkräfte. 

a)  Genaues  Verfahren  (Berücksichtigung  von  vorgezogenen 
Stellungen).  Das  Verfahren  werde  an  den  Stäben  F^  und  V2  von 
Fig.  121a  erläutert. 

oc)  Aufsuchung  der  gefährlichen  Laststellung. 

um  für  den  Stab  Fg  die  maßgebende  Laststellung  zu  finden, 
beginnen  wir  mit  (rechtsseitiger)  Grundstellung.  Wir  lassen  also 
den  Zug  bis  zu  dem  zu  Fj  gehörigen  Schnitte  ß — ß  vorfahren 
(Fig.  121c).  Der  bei  dieser  Stellung  entstehende  Auflagerdruck 
ergibt  sich  aus  dem  -l-Polygon  gleich  A^ .  Nun  schieben  wir  den 
Zug  vor  (Fig.  121  d)  und  messen  den  jetzt  entstehenden  Auflager- 
druck A  gleich  J.3 .  Der  Unterschied  der  beiden  Auflagerdrücke 
ergibt  sich  dann  durch  Ziehen  einer  Horizontalen: 

Ai-^  =  zl^3     (Fig.  121  e). 

Um  diesen  Betrag  hat  also  der  Auflagerdrack  A  durch  das  Vor- 
ziehen der  Belastung  zugenommen. 

Nun  ist  aber  durch  das  Vorziehen  des  Zuges  noch  eine  Last 
P'  in  dem  links  vom  Schnitte  gelegenen  Knotenpunkte  2  ent- 
standen. Die  Größe  dieser  Kraft  finden  wir  graphisch,  indem  wir 
für  das  Feld^  ein  besonderes  kleines  ^1 -Polygon  zeichnen  Fig.  121  f). 
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Ist  dann  die  Laßt  P^  um  die  Strecke  a  in  das  Feld  X  hineingerückt, 
so  ergibt  das  ii-Polygon  Fig.  121  f  den  Aufiagerdraok  P/,  der 
auf  Punkt  2  entfällt.  Die  Bezeichnung  P/  soll  andeuten,  daß  es 
sich  um  einmal  vorgezogene  Stellung  handelt.  [Dieses  kleine 
^•Polygon  kann  man  natürlich  auch  direkt  in  die  linke  Ecke  von  Fig.  121  e, 
wo  bereits  die  Lasten  P^  usw.  vorhanden  sind,  einzeichnen.     Es  genügt 


Fig.  121. 

die  Berücksichtigung  von  1—2 — 3  Lasten,  da  mehr  in  ein  Feld  X  gar  nicht 
hineingehen.  Bei  kleinen  Feldweiten  geht  dieses  Polygon  in  ein  einfaches 
Dreieck  über,  da  dann  nur  die  erste  Last  P^  zu  berücksichtigen  ist.] 

Insgesamt  haben  wir  also  durch  das  Vorziehen  der  Belastung 
folgende  Änderung:  Der  Auflagerdruck  A^  ist  gewachsen  um  AA^^ 
im  linken  Knoten  2  ist  eine  Last  P/  entstanden.  Beide  Werte 
sind  in  Fig.  121  e  bzw.  f  dargestellt. 

Nun  bestimmen  wir  den  Zuwachs  der  Spannkraft  F,  der 
durch  diese  beiden  Änderungen  AA^  und  Pi  entsteht.    Der  durch 
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AA^  hervorgerufene  Zuwachs  werde  AV^^j^  genannt.  Der  durcli 
P/  hervorgerufene  Zuwachs  heiße  V^^^. 

Den  ersteren  Zuwachs  finden  wir  graphisch  nach  Culmann, 
indem  wir  in  der  Systemfigur  die  Hilfslinie  L^  ziehen  und  dann 
den  Auflagerdfuck  AA^  in  Fig.  121  e  zunächst  nach  I7g  und  Xj, 
und  Lj  weiter  nach  Oj  und  V^  zerlegen.  Hierdurch  erhalten  wir 
den  Zuwachs  ^Ff,^,  der  zu  dem  Zuwachs  AA^  der  Auflagerkraft 
gehört. 

Der  zweite  Zuwachs  wird  ebenfalls  nach  Culmann  gefunden. 
Wie  wir  es  mit  diesen  kleinen  Zerlcgungsfiguren  meistens  getan 
haben,  zeichnen  wir  sie  direkt  in  die  Systemfigur  ein  (Fig.  121a). 
Die  Ermittelung  von  V^^p*  gestaltet  sich  in  diesem  Falle  besonders 
einfach,  da  das  GulmannschQ  Viereck  in  eine  gerade  Linie  über- 
geht (173  ^^^  ^2  werden  spannungslos,  Fj  nimmt  P/  direkt,  auf). 
Wir  erhalten :  V^^p^:^+Pi. 

Nun  vergleichen  wir  J  F2,  ^  mit  F2,  p'  •  Ihre  Vorzeichen  sind  ent- 
gegengesetzt (Fig.  121  e  und  f);  und  zwar  hat  zdFg,  j^  augenscheinlich 
immer  dasselbe  Vorzeichen,  wie  die  Spannkraft  V  überhaupt  infolge 
des  Auflagerdruckes  A  hat.  Die  Spannkraft,  die  bei  Grundstellung 
entst<?ht,  wird  also  durch  das  Vorziehen  vergrößert  um  den 
Betrag  zlFg^^  und  vermindert  um  den  Betrag  F2,p'.  Hieraus 
folgt  sofort: 

{Ist  ^Fg^^<y2,i">  so  ist  Grundstellung  maßgebend, 
fj      ^^^2.4  >  ^2.  p-,    ij    „    vorgez.  Stellg.  „ 

Zusammenfassend  haben  wir  also  folgendes:  Wir  zeichnen  in 
dem  A -Polygon  die  zu  dem  Schnitte  ß — ß  gehörigen  Auflagor- 
drücke  A,  (bei  Grundstellung)  und  A^  (bei  vorgezogener  Stellung) 
ein,  ermitteln  ihre  Differenz  AA  und  bestimmen  nach  Culmann 
die  hierzu  gehörige  Spannkraft  AV^.  Dann  bestimmen  wir 
(mittels  eines  kleinen  -4.-Polygous)  den  durch  das  Vorziehen  im 
linken  Knotenpunkte  entstehenden  Druck  P'  und  (nach  Culmann) 
die  durch  P'  im  Stabe  V  hervorgerufene  Spannkraft  Vp^.  Aus 
dem  Vergleiche  von  AVji  und  Vp^  nach  den  obigen  Formeln  (IV) 
ergibt  sich  dann,  welche  Stellung  maßgebend  ist. 

Falls  sich  vorgezogene  Stellung  ergibt,  muß  noch  weiter  unter- 
sucht werden,  ob  ein-  oder  zweimal  vorzuziehen  ist.  Dann  muß 
also  der  neue  Auflagerdruck  A^  gezeichnet  und^  hieraus  die 
Differenz  ^3  —  A'^  bestimmt  werden.  Ferner  die  Kraft  Py/, 
die  bei  zweimal  vorgezogener  Stellung  links  vi)m  Schnitte  auftritt 
(Fig.  121  f).  Nun  wird  wieder  einerseits  die  zu  (^3  —  -4 3),  andrer- 
seits die  zu  Py',  gehörige  Spannkraft  bestimmt.  Aus  dem  Vergleiche 
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dieser  beiden  Spannkräfte  erfährt  maa  dann,  ob  durch  das  zwei- 
malige Vorziehen  eine  Vergrößerung  oder  Verkleinerung  der  Stab- 
kraft entsteht. 

In  Fig.  121  ergibt  sich  für  die  Vertikale  V, ,  daß  Grund- 
stellung maßgebend  ist.  Für  F,  ist  die  Untersuchung  ebenfalls 
in  Fig.  121  angedeutet.  Wenn  mau  sie  vollständig  durchfährt, 
so  ergibt  sich,  daß  vorgezogene  Stellung  maßgebend  ist.  Dann 
muß  also  noch  weiter  untersucht  werden,  ob  ein-  oder  zweimal 
vorgezogene  Stellung  zugrunde  zu  legen  ist.  Für  erstere  ist  die 
Kraft  P;,  für  letztere  P'^  zu  nehmen.  [Die  Kräfte  P;  und  P/, 
bleiben  für  alle  Felder  gleich,  da  —  gleiche  Feldweiten  voraus- 
gesetzt —  das  gleiche  Polygon  Fig.  121  f  für  alle  Felder  zu  ver- 
wenden ist.] 

ß)  Bestimmung  der  Siabhräfie. 

Sobald  über  die  gefährliche  Laststellung  entschieden  ist,  ist 
die  eigentliche  Bestimmung  der  Stabkräfte  ein  leichtes.  In  Fig.  121 
hatte  sich  für  den  Stab  V,  Grundstellung  ergeben.  Dann  wird 
einfach  zu  dem  zugehörigen  Auflagerdruck  A^  ein  CiiZmannsches 
Viereck  gezeichnet  (Fig.  121  e),  und  die  Stabkraft  ist  bestimmt. 
Hätte  sich  vorgezogene  Stellung  ergeben,  so  würde  man  zunächst 
zu  J.3  die  Zerlegungsfigur  zeichnen.  Von  der  sich  hierbei  ergebenden 
Spannkraft  muß  dann  aber  noch  die  durch  P/  hervorgerufene 
Spannkraft  abgezogen  werden,  um  die  richtige  Spannkraft  V  zu 
erhalten. 

In  entsprechender  Weise  hat  man  zu  verfahren,  falls  zweimal 
vorgezogene  Stellung  zu  berücksichtigen  ist. 

Bisher  haben  wir  nur  rechtsseitige  Belastung  betrachtet.  Dies 
genügt  auch.  Denn  die  Wirkung  der  linksseitigen  Belastung  eines 
Stabes  ist  wegen  der  Symmetrie  gleich  der  Wirkung  der  rechts* 
«eitigen  Belastung  bei  dem  spiegelbildlich  gelegenen  Stabe. 

b)  Annäherungsverfahren.  Da  die  Untersuchung  der  vor- 
gezogenen Stellung  ziemlich  umständlich  ist,  rechnet  man  bei 
weniger  wichtigen  Konstruktionen  auch  nur  mit  Grundstellung. 
Dann  muß  man  aber  bei  der  ersten  Last  der  Sicherheit  wegen 
einen  Zuschlag  (von  mindestens  50%)  machen.  Trotzdem  kann 
es  vorkommen,  daß  die  Annährungsmethode  zu  kleine  Spann- 
kräfte ergibt. 

Übungsaufgabe:  Der  Leser  berechne  nach  dieser  graphischen 
Methode  den  in  Fig.  121a  gezeichneten  Träger.  Spannweite 
2 »  6 . 4,0  «  24,0  m ,  Höhe  h  «  4,30  m.  Knotenpunkte  des  Ober- 
gurtes  auf  einer  Parabel.  Belastung  durch  Eisenbahnzug  (eingleisig). 
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'     §43. 
Parallelträger  mit  Einzellastcn« 

L  Gortgtäbe* 

Ausgangsformeln : 

Die  Momente  werden  wiederum  mittels  eines  SeQpolygones 
gefunden,  wobei  für  jeden  Querschnitt  mehrere  Stellungen  aus- 
zuprobieren sind.  Die  Polweite  H  wird  jetzt  aber  als  ein  Viel- 
faches der  Trägerhöhe  h  genommen.     Denn  es  ist: 

(II)  0,  17  = +y.—  . 

Das  heißt:  Eine  Qurtkraft  ist  gleich  der  zu  dem  betreffenden 
Bezugspunkte  gehörigen  Ordinate  y  des  Seilpolygons,  multipliziert 
mit  dem  Verhältnis  von  Pol  weite  zu  Trägerhöhe.  Ist  also  H  als 
das  &  fache  von  h  genommen,  so  wird  direkt: 

(Ha)  0,  U=+Jc'y  . 

II.  Füllungsstäbe. 
Ausgangsformeln : 

(III)  Q  =  -^;       V==Q. 

^     '  8m9?  ' 

1.  Darstellung  der  Querkrätte« 
Zunächst  zeichnen  wir  für  die  betreffende  Belastung T^,  .F^ 
das  ^-Polygon  (Fig.  122b  und  e).  Ist  nun  die  Belastung  z.  B. 
für  das  Feld  1 — 2  in  Grundstellung  (Fig.  122  a  und  c),  so  ist  die 
Querkraft  Qi_2  gleich  dem  Auflagerdruck  A^^  letzterer  dargestellt 
durch  die  unter  Punkt  2  gemessene  Ordinate  des  -4. -Polygons. 
Bückt  die  Belastung  in  vorgezogene  Stellung  (Fig.  122d),  so  ist 

H\  -2  =  -a-2         -P    =  -^2  —  Pj  -T-  . 

Der  Auflagerdruck  Ä^  ist  im  ^-Polygon  direkt  unter  der  LastP^ 
vorhanden.  Der  abzuziehende  Betrag  P'  ist  in  Fig.  122  e  in  der 
linken  Ecke  durch  eine  kleine  Hilfskonstruktion  dargestellt  (ent- 
sprechend dem  Polygon  Fig.  121  f).  Diese  Strecke  P'  wird  nun  auf  AC^ 
hinüberprojiziert,  so  daß  der  obere  Teil  von  A2  direkt  die  Differenz 


a 


Ai  ^P'=Ai-Piy-«U 


2 
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angibt.  Durch  Vergleich  von  Ql^2  ^^^  Ql-i  findet  man  dann,  ob 
Grundstellung  oder  vorgezogene  Stellung  für  das  Feld  die  größere 
Querkraft  abgibt. 

In  derselben  Weise  kann  man  entscheiden,  ob  eventnell  zwei- 
mal vorgezogene  Stellung  maßgebend  ist.  Dann  ist  die  Querkraft 
Ö  =  J."  —  Pij ,  worin  A"  der  Auf lagerdruk  A  bei  der  zweimal 
vorgezogenen  Stellung  und  P'a  der  Auflagerdruck  des  Punktes  1 
ist.     Analytisch  Lst 

P'„ .  PAa  +  b)  +  P..b     ^^^  ^^^^  p.^  ^21  f). 

Graphisch  ergibt  es  sich  mittels  eines  kleinen,  zu  der  Feldweite  X 
gezeichneten  ji -Polygons.  [Zweckmäßig  in  die  linke  Ecke  von 
Fig.  122e  einzuzeichnen,  um  dann  P//  einfach  hinüberprojizieren 
zu  können.]  Zweimal  vorgezogene  Stellung  kommt  übrigens  bei 
kleineren  Parallelträgern  selten  vor. 

Nach  der  vorbeschriebenen  Methode  sind  nun  für  a&mtliche 
Felder  die  größten  Querkräfte  infolge  rechtsseitiger  Belastung 
bestimmt.  [Der  Deutlichkeit  wegen  ist  hierzu  eine  besondere 
Fig.  122 f  genommen.]  Die  für  die  einzelnen  Felder  maßgebenden 
Querkräfte  sind  unterstrichen. 

2.  Darstellan^  4er  Stabkräfte. 

Aus  den  Querkniften  ergeben  sich  die  Füllungsstäbe.  Die 
Vertikalen  sind  direkt  gleich  Q .  Die  Diagonalen  werden  gefunden 
durch  Ziehen  von  Parallelen  zu  D.  In  Fig.  122  a  ist  Belastung 
am  Obergurt  angenommen.  Folglich  gehört  der  Stab  V^  zum 
Felde  0 — 1;  usw.  Hinsichtlich  der  Vorzeichen  von  D  und  V  sei 
auf  die  Zusammenstellung  in  §  40  verwiesen. 

Zusatz.  Beim  Parallelträger  verbindet  man  bisweilen  die 
Berechnung  infolge  Eigengewicht  mit  der  infolge  beweglicher  Last. 
In  Fig.  122  g  ist  auch  dies  gezeigt.  Die  Querkräfte  Qg  infolge 
einer  ständigen  Last  (i/  =  0,8  t/m)  sind  in  Fig.  122g  durch  die 
bekannte  Treppenlinie  dargestellt.  Die  Querkräfte  Qp  infolge  der 
(rechtsseitigen)  Betriebslast  sind  aus  Fig.  122 f  übernommen  und 
an  die  Nullachse  von  Fig.  122  g  nach  oben  angesetzt.  Die 
Querkräfte  Q^  sind  für  jedes  Feld  positiv,  da  ja  rechtsseitige 
Belastung  die  größte  positive  Querkraft  erzeugt.  Die  Querkräfte (?^ 
sind  für  die  einzelnen  Felder  teils  positiv,  teils  negativ.  Da  nun 
in  Fig.  122g  einerseits  die  positiven  Werte  Qg  nach  unten,  die 
negativen  Q,  nach  oben  hin  abgetragen  sind,  andererseits  die 
(positiven)   Werte  Q^  sämtlich  nach  oben  aufgetragen  sind,  so 
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summieren  sich  von  selber  die  positiven  Qg  mit  den  positiven  Qp^ 
nnd  subtrahieren  sich  die  negativen  Qg  und  positiven  Q^.  Für 
jedes  Feld  erscheint  also  die  größte  Qnerkraft  Qp^g  infolge  Eigen- 
gewicht und  rechtsseitiger  Verkehrslast. 

Aus  diesen  Werten  Q^  sind  dann  D  undF  bestimmt.  Hierbei 
wird  die  linke  Trägerseite  vollständig  untersucht.  Die  rechte 
Seite  aber  nur  so  weit,  als  die  Querkraft  po:<itiv  ist.  Sobald  diese 
anfängt,  negativ  zu  werden,  stellt  sich  f or  die  betreffenden  Stäbe 
D  und  V  dasselbe  Vorzeichen  ein,  wie  es  die  spiegelbildlich 
gelegenen  Stäbe  der  linken  Hälfte  haben,  während  der  Betrag 
der  Spannkraft  kleiner  ist  als  für  die  linke  Seite  (vgl.  §  41,  Schluß). 
Die  Spannkraft  dieser  Stäbe  D  und  V  bietet  dann  also  weiter 
kein  Interesse  für  die  Dimensionierung  des  Bauwerkes« 

§44. 
Spezialfall:  Träger  mit  zwei  Lasten.   Beispiel  hierzu  (Kranträger). 

1«  Die  gefäbrllchen  Lastsiel]  ungen. 
Für  einen  Träger  mit  nur  zwei  Lasten   haben  wir  in  §  38, 
an    Hand    der    Einflußlinien    Fig.  116,    bestimmte    Begeln    auf- 
gestellt, nach  denen  man  für  jeden  Stab  sofort  die  maßgebende 
Laststellung  angeben  kann: 

a)  Für  einen  Ourtstäb  muß  die  eine  (schwerere)  Last  über  dem 
Bezugspunkte  stehen;  die  andere  seitlich  davon  nach  der  Träger- 
mitte zu. 

b)  Für  einen  FüUungssidb  müssen  die  Lasten  in  Grundstellung 
stehen. 

Beispiel:  Bei  dem  in  Fig.  123a  gezeichneten  Kranträger  steht 
die  eine  Last  über  den  Bezugspunkten  (7)  und  /.  Folglich  ist 
diese  Laststellung  maßgebend  für  die  Gurtstäbe  Uf  und  0| . 
Ferner  steht  die  Belastung  in  Grundstellung  zu  Feld  0 — 1 .  Folglich 
ist  diese  Laststellung  maßgebend  für  die  Füllungsstäbe  2>x  und  Vi . 

Aus  dieser  Einfachheit  in  der  LaaUtellung  ergibt  sich  zu- 
nächst für  die  Füllungsstäbe  folgendes:  Da  für  einen  Füllungsstab 
nur  Grundstellung  in  Frage  kommt,  haben  wir  links  von  seinem 
Schnitte  immer  nur  den  betreffenden  Auflagerdruck  A  als  einzige 
äußere  E^raft.  Wir  können  also  direkt  aus  dem  Auflagerdruck  A 
durch  Zeichnen  einer  einfachen  Culmann^chen  Zerlegungsfigur  die 
betreffende  Kraft  D  oder  V  finden. 

Nun  haben  wir  aber  vorhin  an  dem  Beispiele  gesehen,  daß 
dieselbe  Laststellung,  die  für  zwei  Füllungsstabe  (D,  und  Fj)  maß- 
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gebend  war,  auch  für  zwei  Gurtstäbe  (Oj  und  17,)  maßgebend 
ist  Wenn  wir  also  D^  und  V^  durch  ein  Oii/mannsches  Viereck 
bestimmen,  so  können  wir  dieses  Viereck  auch  gleichzeitig  für 
Ol  und  U^  benutzen  (vorausgesetzt  daß  diese  beiden  Stäbe  in 
dem  betreffenden  Viereck  vorkommen,  was  aber  gerade  der  Fall 
ist).  Wir  haben  also  bei  einem  Fachwerke  mit  nur  zwei  Lasten 
die  große  Yereinfachung,  daS  die  Culmannschea  Zerlegungsfiguren, 
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die  für  die  Füllungsstäbe  sowieso  erforderlich  sind,  zugleich  für 
die  Gurtstäbe  mitbenutzt  werden  können.  Das  ist  der  Kern« 
punkt  dieses  Verfahrens. 

2«  Bestlmmang  der  Stabkräfte» 

a)  Reohtsseitige  Belastung. 

Um  den  Auflagerdruck  A  für  alle  Laststellungen  zu  haben, 
zeichnen  wir  zu  den  beiden  Lasten  Pj  und  P,  das  J. -Polygon 
Fig,  123  c. 


/ 
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(0).  Ist  die  Belastung  vom  linken  Auflager  aus  bis  zum 
Punkte  (0)  vorgerückt,  so  ist  der  bei  dieser  Laststellung  ent- 
stehende Auflagerdruck  dargestellt  durch  die  unter  der  ersten 
(linken)  Last  gemessene  Ordinate  ^o  i^^S-  123  c).  Dieses  ist  der 
größte  Auflagerdruck,  den  das  Lastensystem  hervorbringen  kann. 
Da  sich  aus  dem  Gleichgewicht  des  Punktes  0  direkt  angeben 
läßt,  daß  die  Spannkraft  in  der  Vertikalen  F^  =  ^A  ist,  so  haben 
wir  durch  die  Strecke  Aq  gleichzeitig  die  größte  im  Stabe  Fq 
auftretende  Kraft.    Der  Stab  Ui  ist  gleich  Null. 

{1).  Nun  stellen  wir  die  Lasten  so  auf,  daß  das  linke  Ead 
über  (i)  steht.  Diese  Laststellung  ist  maßgebend  für  Oi ,  U^f  l>i 
und  Fl.  Der  jetzt  entstehende  Auflagerdruck  ist  in  Fig.  123 o 
dargestellt  durch  die  unter  der  linken  Last  gemessene  Ordinate  Ai 
des  JL-Polygons.  Denken  wir  uns  nun  einen  Schnitt  durch  die 
drei  Stäbe  0^,  D^  und  U^  gelegt,  so  haben  wir  an  dem  links 
von  diesem  Schnitte  liegenden  Fachwerkteile  (bestehend  aus  dem 
Stabe  Vq)  die  vier  Kräfte  Ajy  Oi ,  D^  und  U^ .  Da  Aj  bekannt 
ist,  können  mir  die  drei  anderen  nach  Oulmann  ermitteln:  Wir 
bringen  je  zwei  der  Kräfte,  z.  B.  Aj  und  0^,  und  D^  und  U^f 
zum  Schnitt,  verbinden  die  Schnittpunkte  durch  eine  Gerade  X| 
(zusammenfallend  mit  D^),  tragen  Ai  auf  (Fig.  123 d)  und  ziehen, 
durch  Anfangs-  und  Endpunkt  von  Aj  die  Parallelen  zu  Ox  und  jD| 
(=-  jDj  ).   Hiermit  haben  wir  die  Spannkräfte  Oi  und  l>i  bestimmt. 

Außerdem  legen  wir  aber  bei  dieser  Laststellung  noch  einen 
Schnitt  durch  die  Stäbe  Uf ,  F^  und  0^  und  betrachten  das  Gleich- 
gewicht des  abgetrennten  Teiles  [Dreieck  0  (0)  T\.  An  diesem  greifen 
die  vier  Kräfte  -Ij ,  0^ ,  Fj  und  U^  an.  Um  V\  und  U^  zu  finden, 
verbinden  wir  den  Schnittpunkt  von  Aj  und  0^  mit  dem  Schnitt- 
punkt^ von  Vi  und  U^  durch  die  Gerade  L^,  Die  Zerlegung  von  Aj 
in  Ol  und  Li  ist  bereits  in  Fig.  123  d  durchgeführt.  Wir  haben 
also  nur  noch  ij  in  Vi  und  ü^  zu  zerlegen.  Die  Pfeile  werden 
wieder  so  eingezeichnet,  daß  J<,  Ou  Vi  und  U^  ein  geschlossenes 
Polygon  ergeben.  Hiermit  siud  auch  die  beiden  Kräfte  Fi  und  U^ 
bestimmt. 

Statt  Fl  und  U,  in  dieser  Weise  zu  ermitteln,  hätten  wir 
sie  übrigens  auch  aus  dem  Gleichgewicht  des  Punktes  1  finden 
können.  Denn  von  den  vier  an  diesem  Punkte  angreifenden 
Kräften  haben  wir  D^  und  Ui  schon  vorher  bestimmt  (letztere 
Kraft  hatte  sich  gleich  Null  ergeben) ,  so  daß  wir  die  beiden 
noch  fehlenden  Kräfte  Fj  und  Uj  aus  der  Bedingung  finden 
können,  daß  die  vier  Kräfte  Uj ,  Dj ,  F^  und  U^  ein  geschlossenes 
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Polygon  ergeben.  Die  Zeichnung  stimmt  natürlich  mit  der  vorigen 
vollständig  überein. 

Somit  haben  wir  sämtliche  vier  Kräfte  0^  D^ ,  V^  und  U^  y 
für  die  die  Laststellong  /  maßgebend  ist,  mit  Hilfe  der  Fig.  123  d 
ermittelt. 

{2)  .  Nun  stellen  wir  das  Lastensystem  so,  daß  die  linke  Last 
über  Knoten  (2)  steht.  Diese  Laststellnng  ist  die  gefährliche  für 
die  vier  Stäbe  O« ,  2>i,  Fi  und  r».  Um  diese  zu  bestimmen, 
denken  wir  ans  durch  die  drei  Stäbe  0^ ,  D^  und  U^  in  Fig.  123  a 
einen  Schnitt  gelegt.  Bezeichnen  wir«den  jetzt  entstehenden  Auf- 
lagerdruck mit  Aji  (Fig  123  c),  so  bestimmea  wir  diese  drei  £>äfte, 
indem  wir  den  Schnittpunkt  von  Au  und  O^  mit  dem  Schnitt- 
punkt von  1>2  und  ü^  durch  eine  Gerade  L^  verbinden,  dann  Au 
auftragen  (Fig.  123  e),  durch  Anfangs-  und  Endpunkt  von  Au 
Parallele  zu  0^  und  L^  ziehen  und  L^  nach  D^  und  ü^  zerlegen. 
Dann  sind  O2 1  J^t  und  U2  ermittelt.  [Letztere  Spannkraft  können 
wir  jedoch  nicht  verwenden,  da  für  ZJj  nicht  Stellung  11,  sondern 
Stellung  I  maßgebend  ist.    Sie  ist  deshalb  in  Klammern  gesetzt.] 

Um  ferner  Fg  und  Uz  zu  finden,  legen  wir  einen  Schnitt, 
der  durch  O^j  V^  und  U^  geht  und  zeichnen  das  CulmannschB 
Viereck,  oder  aber  wir  ermitteln  F,  und  17,  aus  der  Gleich- 
gewichtsbedingung des  Punktes  2, 

Somit  haben  wir  die  vier  Kräfte  0^ ,  D^ ,  V^  und  17,  •  für  die 
die  Stellung  II  die  gefährliche  ist,  bestimmt.  Die  Pfeile  dieser  vier 
Kräfte  zeichnen  wir  dann  in  Fig.  123  a  an  den  Knotenpunkten 
ein,  an  denen  die  Stäbe  am  linken  Tr«agerteil  angreifen,  und  be- 
stimmen hieraus  die  Vorzeichen. 

(5) — (5)  .  In  derselben  Weise  sind  die  zu  den  nächsten  Auf- 
lagerdräcken  {Am  j-Ajy  und  Ay)  gehörigen  Spannkräfte  bestimmt: 

03,  2>j,  F,  und  U^  aus  Auflagerdruck  Am  (Fig.  123g), 

04,  2>4,  Va     m     U^     »•  >i  ^/F  (Fig.  123 i), 

05,  D^  „  „  Ay    (Fig.  1231). 

6)  Linlmseitige  Belastung. 

Bisher  haben  wir  nur  rechtsseitige  Belastung  betrachtet. 
Dies  genügt  auch  für  die  Gurtstäbe,  da  für  diese  immer  nur 
eine  Laststellung  zu  berücksichtigen  ist.  Für  diese  Stäbe  ist  also 
die  Untersuchung  hiermit  erledigt. 

Für  die  Füllungsstäbe  muß  aber  noch  linksseitige  Belastung 
berücksichtigt  werden,  um  sowohl  den  größten  Zug  als  auch  den 
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größten  Druck  su  erhalten.  Entweder  geschieht  dies  in  der  Weise, 
daß  man  nun  auch  die  weiteren  Füllungsstäbe  (anf  der  rechten 
Trägerseite)  für  rechtsseitige  Belastung  untersucht  und  dann  die 
spiegelbildlich  gelegenen  Stabkräfte  austauscht,  oder  aber  man 
beschränkt  sich  auf  die  linke  Trägerseite  und  stellt  die  Lasten 
tatsächlich  links  von  den  Schnitten  auf. 

In  Fig.  123  ist  der  letztere  Weg  gewählt,  um  die  Fig.  123  a 
nicht  durch  weitere  Hilfslinien  L  undeutlich  zu  machen.  Der 
jeweilige  Auflagerdruck  B  ist  aber  aus  dem  A-Polygon  Fig.  123  c 
entnommen,  da  es  Verschwendung  gewesen  wäre,  noch  ein  JB-Polygon 
zu  zeichnen. 

(0) .  Für  die  Stäbe  D^  und  Fj  ist  linksseitige  Belastung  nicht 
möglich,  da  der  Teil  links  vom  Schnitte  mit  dem  Trägeranfang  {0) 
zusammenfällt  (Fig.  123  b). 

(1)  .  Die  Laststellung  von  (0)  bis  (1)  ist  als  linksseitige  Grund- 
stellung maßgebend  für  die  Stäbe  1>2  und  J\ .  Der  bei  dieser 
Belastung  entstehende  Auflagerdruck  Bj  kann  aus  dem  JL -Polygon 
entnommen  werden.  [Denn  der  Auflagerdnick  B  für  den  Fall, 
daß  die  Lasten  von  A  aus  bis  zum  Punkte  (i)  vorgerückt  sind, 
ist  augenscheinlich  gleich  dem  Auflagerdruck  A  für  den  Fall,  daß 
die  Lasten  von  B  aus  bis  zum  Punkte  (9)  vorgerückt  sind.] 

Um  nun  aus  diesem  Auflagerdruck  B  die  Stabkraft  D^  zu 
finden,  legen  wir  durch  D,  den  Schnitt  (der  außerdem  noch 
durch  Og  und  TJ^  gebt),  ziehen  die  Verbindungslinie  L2  und  zer- 
legen (Fig.  123 f)  Bj  nach  O^  und  U^  und  hierauf  L^  nach  B^ 
und  TJ^ .  Zeichnet  man  die  Pfeile  ein,  so  sieht  man,  daß  jetzt  D^ 
eine  Druckkraft  ist.  Somit  ist  D^  für  linksseitige  Belastung  bestimmt. 

Um  F,  zu  bestimmen,  legen  wir  einen  Schnitt  durch  O^ , 
Fj  und  17,  und  zeichnen  das  Ci/^mann  sehe  Viereck.  Da  die  Ver- 
bindungslinie Zs  dieselbe  bleibt,  so  ist  Fig.  123  f  nur  noch  da- 
durch zu  vervollständigen,  daß  wir  jetzt  i^  ^ach  F,  und  17,  zer- 
legen. Der  Pfeil  von  F,  zeigt  in  Fig.  123f  nach  unten.  Er  muß 
also  am  Punkte  (2),  an  dem  die  Vertikale  F^  am  rechten  Träger- 
teile angreift,  nach  unten  eingezeichnet  werden.  F^  ergibt  sich 
hiermit  als  ein  Zugstab  (Fig.  123  b). 

Nachdem  die  beiden  Kräfte  P,  und  Z7,  bestimmt  waren, 
hätten  wir  übrigens  F,  auch  aus  dem  Gleichgewicht  von  Punkt  2 
ermitteln  können,  indem  wir  zu  den  vier  Kräften  ET^,  D,,  Fg 
und  I7g  ein  geschlossenes  Polygon  zeichnen.  Die  Figur  ist  dieselbe 
wie  Fig.  123  f.    Nur  bekommen  wir  dann  für  F^  einen  nach  oben 

zeigenden  Pfeil,  in  Übereinstimmung  damit,   daß  der  Zugstab  V^ 

26* 


408  Abschnitt  IL    5.  Vortrag. 

in  Fig.  123  b  auf  seinen  anderen  Endpunkt;  2,  ebenfalls  ziehend 
einwirkt. 

(2) — (4)  .  In  entsprechender  Weise  sind  in  Fig.  123  h,  k  und  m 
die  Lasten  von  links  aus  bis  vor  den  Knoten  (2),  {3)  und  (i)  an- 
genommen  und  diejenigen  Füllungsstäbe,  für  die  die  betreffende 
Laststellung  maßgebend  ist,  bestimmt. 

Die  eingeklammerten  Spannkräfte  haben  immer  zu  bedeuten, 
daß  diese  Kraft  zwar  beim  Aufzeichnen  der  Zerlegungsfigür  mit 
erscheint,  aber  nicht  zu  der  betreffenden  Laststellung  gehört. 

Auf  diese  Weise  ist  durch  die  Culmannschen  Zerlegungsfiguren 
für  jeden  Stab  seine  größte  Spannkraft  bestimmt. 

§45. 
Besondere  Konstruktionen. 

In  diesem  Paragraphen  wollen  wir  einige  Konstruktionen  be- 
sprechen, die  eine  mehr  oder  minder  besondere  Behandlung  bei 
der  statischen  Untersuchung  verlangen. 

I.  Konstruktionen  mit  Zwischentachwerk. 

Die  allgemeine  Theorie  und  die  Berechnung  von  Konstruk- 
tionen mit  Zwischenfach  werk  für  ständige  Last  ist  bereits  in 
§  18,  II  erledigt.  [Beispiele:  §  19,  5.  und  6.  Aufgabe;  §  22,  10.  Auf- 
gabe (analytische  Berechnung  von  Fig.  72  und  124a);  §  22, 13.  Auf- 
gabe; §  45,  Fig.  124f  (Kräfteplan  zu  Fig.  72  und  124a).]  Jetzt 
handelt  es  sich  noch  um  die  Darstellung  des  Einflusses  der  be- 
weglichen Belastung.  Am  zweckmäßigsten  benutzt  man  hierzu 
Einfiußlinien.  Zur  Grundlage  der  Betrachtung  wollen  wir  das 
System  Fig.  124  a  nehmen.  Das  Grundsystem  dieses  Fachwerkes 
ist  in  Fig.  124  b,  die  einzelnen  Zwischensysteme  sind  in  Fig.  124  c — e 
besonders  dargestellt. 

1.  Einfiußlinien  tür  die  Obergurtstabe. 

Da  die  Stäbe  O^-^-^s  durch  die  Zwischensysteme  nicht  bö- 
einflußt  sind,  werden  die  Einfiußlinien  in  gewöhnlicher  Weise  ge- 
zeichnet.    Für  O3  und  O4  ist  dieses  in  Fig.  124  k  geschehen. 

2«  Einfiußlinien  tür  die  Untergurtstäbe. 

Die  Spannkraft  eines  Untergurtstabes  setzt  sich  zusammen 
aus  den  beiden  Spannkräften,  die  der  Stab  im  Grundsystem  und 
in  dem  betreffenden  Zwischensystem  erhält.  Für  den  Stab  U^ 
zum  Beispiel  ergibt  sich: 


I 
I 
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Stehen  die  Lasten  nur  auf  den  Strecken  von  ^  bis  2  und 
von  ^  bis  £  (Fig.  124a)y  während  das  Teilsystem  Fig.  124 d  selber 
unbelastet  ist,  so  sind  natürlich  die  Stäbe  in  Fig.  124  d  spannungs- 
los. Für  diese  Laststellungen  bekommt  also  der  Stab  U4,  als  Stab 
des  Zwischensystems  überhaupt  keine  Spannkraft.  Er  wird  viel- 
mehr nur  durch  das  Grundsystem  beansprucht  und  kann  dem- 
nach so  berechnet  werden,  als  ob  er  nur  dem  letzteren  System 
angehörte.  Wir  zeichnen  also  für  den  Stab  U^^^  in  gewöhnlicher 
Weise  die  Einflußlinie  {A'E'B'  in  Fig.  1241)  und  wissen,  daß 
diese  für  alle  Laststellungen  zwischen  A'  und  2'  und  zwischen 
4'  und  B^  bereits  die  richtige  Spannkraft  des  Stabes   U^  angibt. 

Für  das  Folgende  wollen  wir  noch  die  Strecke  z^  bestimmen, 
die  die  Verlängerung  des  Stückes  A'E'  der  Einflußlinie  auf  der 
durch  den  Knotenpunkt  4  gezogenen  Yertikalen  abschneidet.  Es 
ist  (Fig.  1241):  «..77   _i..^ 

f 

w 
Nun  ist  aber  nach  Mii&r  (Fig.  124  b): 

X 

T 

Somit;  ergibt  sich  für  den  Abstand  z^  von  Fig.  1241  der  Betrag: 

h 
r 

üln  nun  auch  die  Spannkraft  F^  für  die  Laststellungen  inner- 
halb  der  Strecke  2' — 4'  zu  finden,  zeichnen  wir  ferner  die  Ein- 
flußlinie für  den  Stab  U4,  des  Zwischensystems  Fig.  124d.  Diese 
ist  in  Fig.  124  g  dargestellt.  Es  wurde  (wegen  des  Folgenden) 
von  einer  Nullachse  A''B''  die  Spannkraft  infolge  jB  «=  1,0  t  auf- 
getragen {ÜB  -=»  B"0")j  hierauf  0"  mit  A"  verbunden  und  Punkte'' 
bestimmt.  Dann  ist  A"E"B"  die  Einflußlinie  für  den  Stab  U^^ 
in  Fig.  124  d.  Die  Spannkraft  Vb  wurde  analytisch  ermittelt, 
indem  von  den  drei  am  Punkte  B  in  Fig.  124 d  angreifenden 
Kräften,  nämlich  S  «1,0  t,  JJ^  und  D^ ,  die  Momente  aufgestellt 
wurden.  Als  Bezugspunkt  E  wurde  der  dem  Knoten  (2)  ent- 
sprechende Punkt  E  genommen,  so  daß  sich  ergibt: 

-JfJf  «-l,0t.A2+  J74.Ä2+i>3.0  =  0, 
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Hiermit  ist  die  Spannkraft  infolge  JB  « 1,0  t  und  damit  die 
Eiuflußlinie  Fig.  124g  bestimmt,  

Steht  nun  an  beliebiger  Stelle  auf  der  Strecke  2' — 4'  eine 
Last  P  =  1,0  t,  so  finden  wir  also  die  Spannkraft  des  Stabes  F^, 
indem  wir  die  Ordinate  if  in  Fig.  1241  (die  die  Spannkraft  im 
Grundsystem  angibt)  addieren  zu  der  Ordinate  rj^  in  Fig.  124g 
(die  die  Spannkraft  im  Zwischensystem  angibt).  Zweckmäßigerweise 
werden  wir  also  Fig.  124g  nicht  besonders  zeichnen,  sondern  direkt 
an  Fig.  1241  anlegen. 

Hierbei  ergibt  sich  nun  eine  wichtige  Vereinfachung:  In 
Fig.  1241  hatte  sich  der  Abstand  z^  zwischen  der  Linie  E*B'  und 
der  Verlängerung  der  Linie  A'E'  ergeben  zu: 

^  ^ 

Z^  =  —  -r—  • 

[Es  ist  r  =  7^2  das  Lot  vom  Bezugspunkte  auf  den  Stab  U,  in 
Fig.  124b.]  In  Fig.  124g  hatte  sich  nun  aber  für  den  Abstand  Vb 
ebenfalls  ergeben: 


Vj,^B''C"  = 


Es  ist  also  der  Abstand  z^  in  Fig.  1241,  den  die  Verlängerung 
der  Linie  A^E'  auf  der  Vertikalen  durch  den  Punkt  4  abschneidet, 
gleich  der  Strecke  B''G''  der  kleinen  Einflußlinie  A''E''B"  (Fig.  124g). 
Daraus  folgt:  Wenn  wir  das  Dreieck  Fig.  124g  an  das  Dreieck  A^E'B' 
Fig.  1241  anlegen,  so  erscheint  die  Linie  A'^E^'C"  als  die 
geradlinige  Verlängcru  ag  der  Linie  A'E\  Wir  brauchen  also 
das  Dreieck  A"E"B''  gar  nicht  erst  aufzuzeichnen,  sondern  wir 
zeichnen  nur  die  Einflußlinie  A^E'B'  des  Stabes  U^  als  Bestand- 
teil des  Grundsystems,  verlängern  A'E'  geradlinig  bis  JE?''  und 
verbinden  E''  mit  B'\  Dann  ist  A'E'E''B''B'  die  Einflußlinie  für 
Stab  XJ^.  Für  irgendeine  Stellung  der  Last  P  =1,0  t  (Fig.  1241) 
ergibt  sich  somit  die  zugehörige  Spannkraft 

TJ^  =  t}^  (vom  Grundsystem)  +^*  (vom  Zwischen  System), 

TJ^ss  71    (beide  Systeme  kombiniert). 

Hiermit  haben  wir  durch  eine  Ordinate  die  gesamte  Spannkraft 
des  Stabes  U^^. 

Wie  sich  aus  dem  Gleichgewicht  von  Punkt  3  in  Fig.  124  a 
ergibt,  ist  für  jede  beliebige  Stellung  Stabkraft  U^  gleich  Stab- 
kraft ü^^    Fig.  1241  gilt  also  auch  als  Einflußlinie  für  U^, 


I    t7,-iil  ^<-'»)  O't 
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8.  ElnllußUnlen  für  die  Diagonalen. 

a)  Für  die  Diagonale  JD»  ist  die  Einüußlinie  gleich  A'E'F'B' 
in  Fig.  124  m.  Da  dieser  Stab  nur  im  Grundsystem  vorkommt, 
wird  die  Einflußlinie  in  gewöhnlicher  Weise  gezeichnet. 

b)  Für  die  Diagonale  2>s  muß  eine  entsprechende  Unter- 
suchung wie  für  V^  durchgeführt  werden.  Solange  das  Teilsystem 
Fig.  124 d  unbelastet  und  demgemäß  spannungslos  ist,  gilt  die 
Einflußlinie  Fig.  124m.  Diese  gibt  also  bereits  die  richtigen 
Spannkräfte  an,  solange  sich  die  Lasten  auf  den  Strecken  A' — 2' 
oder  4' — B'  befinden. 


Für  die  Laststellungen  auf  der  Strecke  2' — 4'  muß  aber  noch 
die  Einflußlinie  des  Stabes  D,  aus  Fig.  124  d  hinzugefügt  werden. 
Diese  Einflußlinie  wurde  in  Fig.  124  h  gezeichnet.  Es  wurde 
wieder  die  Spannkraft  infolge  B  =  1,0  t  aufgetragen,  und  zwar 
ergibt  sich  diese  aus  Fig.  124d  analytisch:  ^ 

2M l,0-Ag-i>,.r,  +  17^.0  =  0, 

D      -      ^ 

Die  Ordinaten  der  Einflußlinie  Fig.  124h  sind  negativ.  Da 
in  Fig.  124m  der  negative  Teil  der  Einflußfläche  oberhalb  der 
Nullachse  A'B'  gezeichnet  ist,  so  müssen  wir  also  das  Dreieck 
A''E''B"  aus  Fig.  124h  nach  oben  zu  an  die  Einüußfläche  A'E'F'B" 
in  Fig.  124  m  anlegen. 

Hierbei   zeigt   sich   nun,   genau   wie  in  Fig.  1241,    daß   die 

Seite  A''E''  die  geradlinige  Verlängerung  von  A'E'  bildet. 
[Denn  es  ist,  wie  bereits  vielfach  benutzt,  der  Abstand  z'  zwischen  der 

Linie  F'B'  und  der  Verlängerung  von  A'E'  gleich  ^  .    Da  nun  B'^C  in 

l  **« 

Fig.  124h  ebenfalls  gleich  ~  ist,  so  muß  in  Fig.  124m  die  Linie  A"E"  mit 

der  Verlängerung  von  A'E'  zusammenfallen.]  Wir  brauchen  also  in 
Fig.  124m  die  Linie  A!E'  nur  bis  E"  zu  verlängern  und  er- 
halten A'E"E'B'  als  Einflußlinie  für  2>, . 

c)  Die  Diagonale  2>6  ist  nur  ein  Konstruktionsteil  des  Zwischen - 
fachwerkes.  Sie  bekommt  also  nur  dann  Spannung,  wenn  das 
Zwischenfach  werk  belastet  ist.  Da  Fig.  124  d  symmetrisch  ist, 
ist  die  Einfluölinie  für  Dg  identisch  mit  der  in  Fig.  124h  dar- 
gestellten Einflußlinie  von  D,. 

4.  Einnußlinlen  für  die  Vertikalen« 
a)  Die  Vertikalen  Fg,   Fs  und  F4  werden   nur  durch  das 
Grundsystem    beansprucht.     Bei    F,   ^^^    ^8   ^^   nichts   zu   be- 
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merken.   7^  mnß  aus  dem  Gleichgewicht  des  Punktes  {6)  bestimmt 
werden.     Analytisch  ergibt  sich 

F4  =*  — 2  Oß  •  sin^f  Iß^  «a  Neigungswinkel  von  OJ, 

F,  =  +2^.tg^.. 

Die  Binflußlinie  für  V^  ist  also  in  Fig.  124n  die  Linie  A'E'B\ 
(Vgl.  Fig.  93.) 

[Der  Vollständigkeit  wegen  möge  bei  dieser  Gelegenheit  daran 
erinn^t  werden,  daß  diese  Ermittlung  von  F4  nur  dann  richtig 
ist,  wenn  die  Lasten  am  Untergnrt  angreifen.  Würde  in  Fig.  124  a 
der  Obergnrt  die  Lasten  tragen,  so  hätten  wir  (unter  der  An- 
nahme, daß  (J)  und  {5')  ebenfalls  als  Belastungspunkte  ausgebildet 
sind):  Solange  die  Lasten  zwischen  A  und  {S)  und  zwischen  {5') 
und  B  sind,  besteht  die  frühere  Beziehung: 

^4  =  +2^.tgÄ. 

Wenn  aber  die  Last  P==1,0  t  direkt  in  (6)  steht,  so  wird 

V, 1,0  +  2^. tgÄ. 

Die  Einflußlinie  A'E'B'  in  Fig.  124  n  gilt  also  nur  von  A  bis  F' 
und  von  0'  bis  B\  In  der  Mitte  müssen  wir  von  der  Ordinate 
E'D''=+2{M^:hQ)'tgßQ  die  Strecke  JB'Ä'  =  1,0  t  abziehen, 
d.  b.  von  E'  aus  nach  der  Nullachse  zu  abtragen.  Dann  ver- 
binden wir  die  Endpunkte  der  unter  den  Belastungspunkt^n 
liegenden  Ordinaten  und  erhalten  A'F'E'Q'B'  als  Einflußlinie 
für  F4  bei  Belastung  am  Obergurt.] 

b)  Die  Vertikalen  Fi ,  F«  und  Fe  wirken  nur  als  Konstruktions- 
teile  der  Zwischensysteme.  Für  F5  ist  die  Einflußlinie  in  Fig.  124  i 
dargestellt:  Steht  die  Belastung  direkt  im  Punkte  S^  so  ist 
F^  »  4-1^0  t;  steht  die  Belastung  in  2  oder  4  (oder  darüber  hinaus), 
so  wird  F5  »  0  •    Hieraus  ergibt  sich  die  Einflußlinie. 

Wiederholmig« 

Die  Berechnung  derartiger  zusammengesetzter  Fachwerke  ge- 
staltet sich  also  durch  die  Zerlegung  in  Teilsysteme  ziemlich 
einfach«  Natürlich  muß  man  hierbei  darauf  achten,  daß  die  Teil- 
systeme auch  wirkliche  Fachwerke,  d.  h.  in  sich  unverschiebliche 
Figuren  y  sind.  Die  Zerlegung  kann  häufig  auf  verschiedene 
Weisen  erfolgen.    Man  wird  sie  zweckmäßig  so  vornehmen,  daß 
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die  ZwischcQsysteme  als  möglichst  einfache  Hänge-  oder  Sprenge- 
werke erscheinen,  die  in  das  Grundsystem  eingehängt  sind. 

Das  Aufzeichnen  der  Einflußlinien  wird  dadurch  vereinfacht, 
daß  man  die  Einflnßlinien  für  das  Grundsjrstem  nur  entsprechend 
zu  verlängern  braucht.  Es  ist  natürlich  nicht  nötig,  die  beweg- 
liche Belastung  ausschließlich  mittels  Einflußlinien  zu  untersuchen. 
Man  kann  z.  6.  die  Spannkräfte  der  Qurtstäbe  bei  einer  beweg- 
lichen gleichmäßig  verteilten  Belastung  auch  analytisch  finden,  da 
für  diese  Stäbe  nur  Vollbelastung  in  Frage  kommt.  Für  die 
Diagonalen,  und  bei  Einzellasten  auch  für  die  Gurtstäbe,  wird 
sich  die  Berechnung  mittels  Einflußliuien  empfehlen,  da  diese 
über  die  gefährlichen  Laststellungen  am  deutlichsten  Au&chl>iß  geben. 

Zum  Schlüsse  sei  darauf  hingewiesen',  daß  wir  in  Abschnitt  V 
(kinematische  Methoden)  eine  allgemeine  Eegel  über  Einflußlinien 
ableiten  werden,  nach  der  sich  die  vorhin  im  einzelnen  auf- 
gefundenen Eigenschaften  der  Einflußlinien  von  U^  usw.  sofort 
hinschreiben  lassen  (§  72,  73). 


n>  Schräg  liegende  Fachwerke» 

Fig.  125  a  zeigt  einen  schräg  liegenden  Fachwerkträger  auf 
zwei  Stützen.  Die  Belastung  sei  rechtwinklig  zum  Träger, 
desgleichen  die  Eichtung  der  Lagerkräfte.  Man  sieht  nun  aus 
Fig.  125a,  daß  die  Berechnung  einer  solchen  Konstruktion  sich 
sehr  einfach  auf  unsere  früheren  Berechnungen  zurückführen  läßt. 
Als  Spannweite  müssen  wir  die  schräg  gemessene  Entfernung  l 
der  Auflager  einführen,  ebenso  messen  wir  in  dieser  Eichtung.  die 
Abstände  x  und  a?'  der  Knotenpunkte  von  den  Auflagern.  Dann 
besteht  gegenüber  der  Berechnung  eines  horizontal  liegenden  Fach- 
werkes überhaupt  kein  Unterschied. 

Den  anderen  Fall,  daß  nämlich  die  Kräfte  vertikal  abwärts 
wirken,  zeigt  Fig.  125  b.  Die  Berechnung  dieses  Fach  Werkes  wird 
ebenso  durchgeführt,  als  ob  die  beiden  Auflager  A  und  B  in 
gleicher  Höhe  liegen.  (Man  kann  sich  ja  B  mittels  einer  Pendel- 
stütze nach  B^  verlegt  denken.)  Die  Abstände  I,  x  und  x'  sind 
jetzt  natürlich  horizontal  (d.  h.  immer  rechtwinklig  zu  der  Eichtung 
der  Lasten)  zu  messen. 

1«  Besonderheit  bei  der  Bitter  sehen  Berechnungsmethode« 
Auf  eine  Besonderheit  ist  jedoch  zu  achten:  Wenn  wir  z.  B. 
den  Stab  0  nach  der  i^t^^er sehen  Methode  berechnen  wollen,  so 
legen  wir  den  Schnitt  a — a,  nehmen  m  als  Bezugspunkt  und 
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bilden  von  denjenigen  Kräften,  die  an  einem  der  beiden  Fachwerk- 
teile angreifen,  die  Summe  der  statischen  Momente  in  bezug  auf 
Punkt  m .  Bei  Betraehtung  des  links  vom  Schnitte  liegenden 
Teiles  ei^bt  sich  dann  nach  Fig.  125b: 

In  dieser  Formel  ist  nun  der  in  der  Klammer  stehende  Ausdruck 
durchaus  nicht  dasselbe,  was  wir  sonst  als  das  „Biegungsmoment'* 
für  den  Punkt  m  bezeichnen.    Denn  wenn  wir  kurzweg  von  dem 


Fig.  125. 

Moment  in  bezug  auf  Punkt  m  sprechen,  so  verstehen  wir  darunter 
die  Summe: 

(1)  -äf«  —  +^  •  a^m  -  Po  •  a?m  -  i^i  •  Pi  —  ^2  •  Vi  ; 

das  ist  die  Summe  aller  seitlich  von  m  befindlichen  Kräfte  mal 
ihren  Abständen.  Die  beiden  Summenausdrücke  für  0  und  M 
nnterscheiden  sich  also  durch  das  Glied  P%'P%*  Letzteres  fehlt 
bei  0,  da  die  Kraft  P^  an  dem  betrachteten  (linken)  Trägerteile 
überhaupt  nicht  vorkommt.  Infolge  dieses  Unterschiedes  dürfen 
wir  also  die  Spannkraft  0  nicht  nach  der  allgemeinen  Formel 

0  =  -^li!=- 
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berechnen.    Wir  müssen  vielmehr  0  in  einer  Form  schreiben 

0  =  - 


^m{(x) 


worin    der    Ausdruck   Jlfm(a)    besonders    bestimmt    werden    muß. 
[Vgl.   die  genau   entsprechende  Erläuterung  zu   dem   Fachwerke 
Fig.  73  (§  22,  11.  Aufgabe).] 
Diesen  Summenausdruck 

wollen  wir  ohne  nähere  Abkürzung  als  die  „Momentensumme  des 
Schnittes  a — a  in  bezug  auf  den  Punkt  m "  bezeichnen.  Die 
Schreibweise  soll  andeuten,  daß  if^c«)  die  Summe  der  statischen 
Momente  in  bezug  auf  den  Punkt  m ,  aber  nur  von  den  Kräf  ten, 
die  sich  seitlich  von  dem  Schnitte  (x — a  befinden,  ist. 
[Das  Biegungsmoment  M^^  dagegen  ist  die  Summe  der  statischen 
Momente  in  bezug  auf  den  Punkt  m  von  allen  Kräften,  die  sich 
seitlich  vom  Punkte  m  befinden.] 

Wir  haben  also  das  Bcsultat:  Bei  dem  ansteigenden  Fach- 
werke Fig.  125b  darf  der  Fachwerkstab  0 ,  trotzdem  es  ein  ein- 
faches Dreieckfach  werk  ist,  nicht  aus  dem  einfachen  Biegungs- 
moment Jf„  des  gegenüberliegenden  Knotenpunktes  m  berechnet 
werden,  sondern  es  muß  die  besondere  Momentensumme  -Äf»i(«) 
verwendet  werden. 

Bei  einem  normalen  Fachwerk  (Fig.  125  e)  besteht  allerdings  kein  Unter- 
schied zwischen  M^  und  Mm{(x)*  Hier  liegt  der  Schnitt  « — «  stets  zwischen 
denselben  Lasten,  zwischen  denen  sich  auch  der  Bezugspunkt  m  befindet. 
Deshalb  kommen  dieselben  Lasten,  die  in  dem  Ausdrucke  für  das  Biegungs- 
moment des  Punktes  m  erscheinen,  auch  in  dem  Ausdrucke  für  den  Stab  0 
vor;  d.  h,  das  Knotenpunktsmoment  3f^  ist  gleich  der  Momentensumme  Myn{a)  • 
Also  kann  der  Stab  0  direkt  aus  dem  Moment  3/^  bestimmt  werden.  Nur 
wenn  die  Füllungsstäbe  gänzlich  anormal  angeordnet  wären  (Fig.  125 f), 
würde  der  Fall  eintreten,  daß  der  Schnitt  « — a  und  der  Bezugspunkt  m 
zwischen  verschiedenen  Lasten  liegen.  Diesen  Fall  haben  wir  ja  bereits 
in  §  22,  11.  Aufgabe,  behandelt 

Es  sei  nur  noch  an  die  praktischen  Folgen  dieses  Unter- 
schiedes erinnert:  Unsere  sämtlichen  Formeln  über  Momente  M 
(z.  B.  die  einfache  Formel  M  =  \X'X'  bei  gleichmäßig  verteilter 
Belastung;  ferner  die  Tabellen  für  Eisenbahnbrücken;  usw.)  gelten 
nur  für  die  regulären  „Biegungsmomente**.  Liegt  nun  ein  solcher 
Ausnahmefall  wie  in  Fig.  125  b  vor,  so  dürfen  die  Formeln  nicht 
verwendet  werden,  sondern  es  bleibt  nichts  anderes  übrig,  als 
von  jeder,  seitlich  von  (X — x  liegenden,  Knotenpunktslast  einzeln 
das  statische  Moment  in  bezug  auf  Punkt  m  zu  bilden  und  diese 
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Momente  ra  dem  Aiisdnicke  Jf«(«)  cnsammenztizählen.  Statt 
deBsen  kann  man  auch  das  Knotenpnnktsmoment  Jf«  büden  nnd 
fai^xa  das  Produkt  Pj  •  p^  addieren;  denn  nach  den  Torhin  auf* 
gestellten  Ansdrücken  (1)  nnd  (2)  ist: 

(Vgl.  anch  das  weiter  unten  folgende  Beispiel.) 

2.  BeBonieikeii  bei  iea  EinOiittiBleii. 

Auch  bei  der  £iDflußlinie  des  Stabes  O  (Fig.  125  b)  zeigt  sich 
ein  entsprechender  Unterschied«  Sie  wurde  in  Fig.  125  c  gezeichnet, 
indem  von  der  XnUachse  A'B'  aus  die  Spannkräfte  infolge  A==1,0 1 
und  B^lft  t  aufgetx'agen  wurden.  Die  bdden  Lini^i  CB'  und  A'D' 
schneiden  sich,  wie  stets,  unter  dem  Bezugspunkte  m .  Kun  £ei<rt 
Fig.  125b,  daß,  solange  sich  die  Last  xwischen  B  und  Punkt  n 
befindet,  die  Spannkraft  O  nur  abhängig  ist  vom  Aufiagerdruck  Ä ; 


d.  h.  auf  d^  ganzen  Strecke  B — n  gilt  die  Beziehung  O  =  Ä^Oj^. 
Deshalb  gilt  in  Fig.  125c  die  Linie  C^B'  nicht,  wie  gewöhnlich, 
nur  bis  zum  Punkte  E\  senden  bis  zum  Punkte  0\  senkrecht 
unter  n .  Entsprechend  gilt  die  Beziehung  O^B*Ob  für  alle 
Laststellungen  zwischen  A  und  1.  Linie  A'D'  gilt  also  auf  der 
Strecke  A'F\  Verbinden  wir  schließlich  die  Endpunkte  d^  untef 
den  Belastungspunkten  liegenden  Ordinaten  rii  und  17»  durch  eine 
gerade  Linie,  00  haben  wir  A'VO'B'  als  endgültige  Einflußlinie 
für  den  Stab  O. 

Man  sieht  aus  Fig.  1250,  daß  man  schließlich  auch  keinen 
großen  Fehler  begeht,  wenn  man  die  Spannkraft  0  einfach  aus 
dem  Knotenpunktsmoment  Jf«  berechnet,  d.  h.  einfach  die  Einfluß- 
linie  A!B'B'  zugrunde  legt.  Lnmerhin  kann  es  nur  zum  Ver- 
ständnis des  Fachwerks  im  allgemeinen  dienen,  wenn  man  einen 
derartigen  Fall  genau  durcharbeitet. 

Für  die  TJi\iergwtMSbt  fällt  diese  Besonderheit  fort.  Bei 
diesen  kommt  der  Schnitt  (x — a  stets  zwischen  denselben  Lasten 
zu  liegen,  zwischen  denen  sich  der  Bezugspunkt  des  betreffenden 
Stabes  befindet.  Diese  Stäbe  werden  also  einfach  aus  den  Mo- 
menten für  die  Knotenpunkte  berechnet.  Ihre  Einflußlinien  sind 
Dreiecke,  deren  Spitzen  B'  unter  den  betreffenden  Bezugspunkten 
liegen. 

In  Fig.  125  d  ist  außerdem  die  Einflußlinie  für  die  Diagonale  D 
gezeichnet.  Dieselbe  Figur  gilt  für  die  Vertikale  F,  wenn  an  Stelle 
von  D^  und  2>^  die  Werte  F^  und  F^  gesetzt  werden. 
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8.  Spezialtall:  Schräg  liegendor  Träger  mit  parallelen  Gurten. 

Da  dieser  Fall  häufig  vorkommt,  möge  er  besonders  behandelt 
werden.  Die  Fig.  126  a  nnd  b  zeigen  die  beiden,  hierbei  üblichen 
Anordnungen  der  Stäbe.     Zunächst  werde  Fig.  126a  untersucht. 

a)  Guristäbe.  Um  die  Stäbe  0  und  TJ  zu  bestimmen,  legen 
wir  den  Schnitt  oc — a  und  betrachten  das  Gleichgewicht  des  links 
vom  Schnitte  befindlichen  Teiles.  Dann  ergeben  sich  0  und  V 
durch  Anwendung  der  Gleicbgewichtsbedingung  ZM  =  0 : 

(I)         0  =  -|(+^.a;3-Po-^-P2-P2)  =  -^^, 
(II)  V^+^{+A^x^^P^'X,)^+^^^ 


In  diesen  Gleichungen  ist  zu  beachten,  daß  if,  das  gewöhnliche 
„Biegungsmoment^'  für  den  Knotenpunkt  2  ist.  3f3(a)  ist  dagegen 
nicht  das  Biegungsmoment,  sondern  die  „Momentensumme  des 
Schnittes  a — a  für  Punkt  3**.  (Denn  in  dem  ,, Moment**  für 
Punkt  3  käme  auch  noch  das  Glied  P^  •  e  vor.)  if  8(«)  muß  aus 
A ,  Po  und  Pg  besonders  bestimmt  werden. 

b)  Die  Diagonale  I>  finden  wir  am  einfachsten,  indem  wir 
den  Obergurt  als  x — a?-Achse  nehmen  und  für  diese  die  Gleichung 
l?y  =  0  anschreiben.  [Die  Eichtungen  x — x  und  y — y ,  auf  die 
wir  die  Gleichgewich tsbcdingungen  anschreiben,  können  natürlich 
beliebig  genommen  werden.  Im  allgemeinen  sind  allerdings  die 
horizontale  und  die  vertikale  Richtung  am  bequemsten.]  Be- 
zeichnen   wir    den   Neigungswinkel    der   Kräfte   A  ^  P^,  P^  usw. 

«  

gegen  die  a?-Achse  mit  a ,  und  denjenigen  von  B  gegen  die  a?- Achse 
mit  y,  so  wird  (bei  Betrachtung  des  linken  Teiles): 

R^  =  -f-ul  siuÄ  —  Pq  sina  —  Pg  sin«  —  Dsiny  =  0  , 

sin  7 


Die  Summe  +-d  —  Pq  —  Pg  ist  die  Querkraft  des  Feldes  2 — 4; 
wir  erhalten  also: 

(III)  D  =  +<?2^4-"^. 

Diese  Gleichung  läßt  sich  noch  weiter  vereinfachen.  Zieht  man 
durch  Punkt  3  die  Vertikale  3 — 3\  so.  kommt  nämlich  in  dem 
Dreieck  2 — 3'— 3  ebenfalls  der  Winkel  a  vor.  Wenden  wir  nun 
auf  dieses  Dreieck  den  bekannten  Sinussatz  der  Trigonometrie  an 


$  4rc    B«Mii>o«9>»  K*-»Tj>ar<:it5öTr«n. 


4:5 


i'  i;    »    *j 


I 


S  «  2..JV7  •  to.  00  m. 
Fig,  126. 

e)  Iq  genau  entsprechender  Weise  läßt  sich  aus  dem  Sohuitto 
ß — ß  ableiten: 

2?y  =  +^sina  — Posin«  -  Pgsin«  +  Fsin90^  =  0, 

F=  -{+Ä  -  Po  ~  Ps)sma  , 

(IV)       F  =  —  (?2 -4  •  sin «  ;       oder 

h 


(IVa)     F=:-(?a^, 


Ä' 


[h  =  Lftngo  der  Vortiknion], 
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Bezeichnen  wir  nun  den  Neigungswinkel  des  Fachwerkes  gegen 
-die  Horizontale  mit  d,  so  ist: 

^  =  90°  —  ^; 
folglich 

sina  =  cosd  . 

Die  obige  Formel  (IV)  kann  man  also  auch  schreiben 

(IVb)  F=— <?2-4-cos(f. 

d)  Zusammenstellung  der  Formeln  für  den  Parallelträger  Fig.  126a: 

-3^3  («) 


(I)       0«- 


h 


(II)      u^+^, 

(III)  i)  =  +Q,_,.^  oder  (nia)      I)^+Q,.,'y, 

h 

(IV)  7=-e2-4-cosd  oder  (IVa)       F=-e2.4-p-. 

Hiermit  ist  Fig.  126  a  erledigt. 

Für  Fig.  126  b  lassen  sich  leicht  in  entsprechender  Weise  ab- 
leiten: 

(D         0  =  --^, 


(11) 


Z7  =  +  i^  =  +^ 


(III)  D  =  +Qj_,.^        oder        aila)    i>  =  +Qi-.-|r, 

(IV)  F=-Q,_,. 

Zu  beachten  ist,  daß  die  Formeln  für  D  und  V  unter  der 

Annahme  ZmK$steigender  Diagonalen  aufgestellt  sind.     In  einem 

Felde  mit  r«cAtssteigender  Diagonale  tritt  an  Stelle  des  Plus-  ein 

Minuszeichen  und  umgekehrt. 

cosd  d 

Der  Quotient  -: —  resp.  rrj  ist  in  Fig.  126  a  für  alle  Diago 

smy  Ä 

nalen  derselbe,  in  Fig.  126  b  dagegen  bei  den  Stäben  der  rechten 
Trägerhälfte  ein  anderer  als  bei  der  linken  Hälfte.  Die  Verti- 
kalen 5—6  in  Fig.  126  a  und  3— {3)  in  Fig.  126b  werden  aus  dem 
Gleichgewicht  der  Punkte  6  resp,  (3)  ermittelt. 

e)  Beispiel:  Die  in  Fig.  126c  dargestellte  Fußgängerbrücke 
mußte  in  einer  Steigung  von  ca.  ^=»7^  angelegt  werden.  Stütz- 
weite,   in   der  Horizontalen   gemessen,    I=- 8  X  2,50  »- 20,00  m; 
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Trägerhöhe  h  =  2,40  m.  Die  größton  Spannkräfte  infolge  einer 
beweglichen  Last  von  p  =«  0,600  t  pro  lfd.  m  Horizontdlprojektion 
sollen  berechnet  werden. 

a)  Ourtstäbe.  Maßgebende  Belastung  für  alle  Gurtstäbe:  Voll- 
belastung. Die  Untergurtstäbe  werden  aus  den  Knotenpunkts- 
momenten M^ ,  3/4  und  Mq  ,  die  Obergurtstäbe  aus  den  Momenten- 
summen J^K«,),  3f3(a^,  Jf5(a»)  1^^^  ^7(a,)  bestimmt. 

Um  nun  die  statischen  Momente  der  Kräfte  nicht  einzeln  aus- 
rechnen zu  müssen,  benutzen  wir  unseren  bekannten  Satz:  Der 
Unterschied  der  Summen  der  statischen  Momente  in  bezug  auf 
zwei  Punkte  ist  gleich  dem  Produkt  aus  der  Summe  der  Kräfte 
mal  dem  horizontalen  Abstand  der  beiden  Punkte. 

Für  den  Schnitt  ä^ — ä^  von  Fig.  126  c  erhalten  wir  hiernach 
folgenden  Eechnungsgang:  Auf  den  links  vom  Schnitte  liegenden 
Fachwerkteil  wirken  der  Aullagerdruck  Ä  und  die  Last  des 
Knotenpunktes  0  (Pq)  .  Von  diesen  Kräften  müssen  wir  die  Mo- 
mente in  bezug  auf  die  Punkte  0,  2  und  1  bilden;  also  Jfo,  M^ 
und  3fi(ao-  I^^  Moment  Mq  ist  bereits  bekannt,  nämlich  gleich 
Null.     Die  beiden  anderen  Momente  finden  wir  dann  durch  Ent- 

wicklunfiT : 

M^==Mo  +  Qo-2  •  i  -  0  +  (A  -  Po)  •  A  , 

J^K«.)  =  J^2  +  Oo-s-e  =  3/,  +  (A  -  Po).e  • 

In  der  folgenden  Tabelle  ist  in  dieser  Weise  die  Berechnung 
der  Gurtstäbe  durchgeführt. 


Ouristähe. 


h  =  2,40  m;  ;i  =  2,50  m;  «  =  Ä  •  sin7<»  =  0,30  m;  P  =  0,60  •  2,50  =  1,50  t 


Querkriifie 

Q 

(t) 


Q '  2,50 
(mt) 


Momente 
M 

(mt) 


0-6  = 

Q  •  0,30 
(mt) 


i4  =  6,00 

0.-4  =  3,75 

04.«  =  2,25 
<?(i-.  =  0,75 


13,13 
9,38 
5,62 
1,87 


i/o==  0,00 
3/,  =  13,13 
M,  =  22,51 
M^  =  28,13 
itf  8  =  30,00 


1,58 
1,13 
0,68 
0,23 


Momente 
(mt) 


Obergurt 


0  = 


M 


(«) 


h 


(t) 


Untergurt 

(t) 


14,71 
23,64 
28,81 
30,23 


0.- 
ÖS- 


-6,1 
—9,9 
-12,0 
-12,6 


+5,5 

+9,4 

+11,7 


Bemerkung:  Eigentlich  müßten  wir  diese  Tabelle  auclf  für  die 
rechte  Trägerseite  durchführen.  Denn  die  Momente  für  zwei  ent- 
sprechende Punkte  auf  dem  Untergurt,  z.  B.  für  1  und  15,  sind 
voneinander  verschieden,  da  Punkt  13  näher  am  Auflager  liegt 
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als  Punkt  1.  Man  wird  jedoch  nnr  bei  großen  Steigungen  auf 
diesen  Unterschied  Eücksicht  nehmen.  Im  vorliegenden  Fall 
genügt  es,  die  Momente  auf  der  linken  Seite,  als  die  größeren 
Momente,  zu  berechnen  und  hiernach  die  Stabkräfte  zu  bestimmen. 
ß)  Füllungsstäbe.  Die  Füllungsstäbe  werden  aus  den  Quer- 
kräften bestimmt.  Diese  sind  für  ein  Feld,  das  zwischen. den 
Belastungspunkten  w  —  1  und  m  liegt  (§  29,  II): 


größte  positive  Querkraft  Q  =  |-  j^^  =  ^  ^^ 


=  0,017157, 


^2 

m    f 


V 


negative 


19 


Q 


P 


<.-! 


-  0,0171  a^_i. 


2    1  —  Afn 

[lm>  =  Feld  weite;  Xm  =  Entfernung  des  Punktes  m  bis  Auflager  B ; 
a'^_j  =  Entfernung  des  Punktes  w— 1  bis  Auflager  Ä.] 


Die  Hilfswerte 


cos^ 


smy 
Vertikalen,  ergeben  sich: 

Biny 


für  die  Diagonalen,   und  cos<3  für  die 


cosi  =  0,99 . 


Da  diese  Hilfswerte  für  alle  Diagonalen  resp.  Vertikalen  die- 
selben sind,  genügt  es,  die  eine  TrägerhäUte  zu  untersuchen. 

FiiUmigssiäbe. 


Feld 

Abstand 

Größte  Quer- 
kräfte 

Diagonalen 
-  +Q .  1,43 

Vertikalen 
-=-(3.0,99 

z' 

X 

positiv  negativ 

0    2 
2—4 
4-6 
6—S 

17,50 
15,00 
12,50 
10,00 

0,00 
2,50 
5,00 
7,50 

+5,25 
+3,86 
+2,68 
+  1,71 

—0,00 
-0,11 
-0,43 
-0,96 

A  —+7,5;  —0,0 
D,  =  +5,5;  — 0;2 
D^  —  +3,8;  -0,6 
A-+2,4;  -1,4 

^.=—5,2;  +0,0 
F,--3,8;  +0,1 
Fe --2,6;  +0,4 
Fg^—P.  cosd 

=  —1,50.0,99=— 1,5 

Die  Ausrechnung  der  Querkräfte  kann  man  bei  gleichen  Feldern 
bekanntlich  noch  dadurch  vereinfachen,  daß  man  die  Entfernungen 
Z,  Xm  und  Xm-i  als  Vielfache  der  Feldweite  A  einführt. 


rn.  Fachwerke  mit  Gegendiagonalen» 

^     1«  Zweek  und  Wirkungsweise  der  Gegendlagonalen« 
Bei  dem  Träger  Fig.  127  a  mögen  sich  bei  der  Berechnung  der 
Stabkräfte  infolge  ständiger  und  infolge  beweglicher  Last  für  eine 
der  Diagonalen,  z.  B.  Diagonale  D ,  folgende  Werte  ergeben  haben : 
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}f 


II 


bewegl. 


Spannkraft  infolge  ständiger  Lafit  D^  »  + 1,3  t, 

{Df  =  +6,5  t   [bei  rechtsseit.  BelÄstJ, 
A  =  —  5,9  t  t  f,  linksseitig.     „     ]. 

Die  Grenzwerte,  die  die  Spannkraft  dieses  Stabes  annehmen 
kann,  sind  demnach:  +1,3  +  6,5  =  +7,8  t  (Zug)  und  +1,3  —  5,9 
e=  —  4,6  t  (Druck).  Wäre  nun  die  zulässige  Spannung  z.  B.  gleich 
1,0  t/qcm,  so  würde  für  diese  Diagonale  also  eine  Querschnitts- 
fläche von  7,8  : 1,0  =  7,8  qcm  erforderlich  sein. 

Praktisch  wird  man  mit  dieser  Fläche  kaum  auskommen. 
Da  der  Stab  nämlich  auch  Dmck  erhält,  so  muB  er  wegen  der 
Enickgefahr  außer  dem  erforderlichen  Querschnitt  auch  ein  be- 
Btimmtes  Trägheitsmoment   aufweisen.     Es   wird   nun    schwierig 


Fig.  127. 

Bein,  diese  7,8  qcm  Querschnittsfläche  so  anzuordnen,  daß  das  er- 
forderliche Trägheitsmoment  erzielt  wird.  Man  wird  wohl  vielmehr 
genötigt  sein,  den  Querschnitt  zu  vergrößern,  nur  damit  er  ge- 
nügend Trägheitsmoment  hat.  Die  Rücksicht  auf  Enickgefahr 
bedingt  also  in  diesem  Falle,  daß  der  Stab  eine  größere  Querschnitts- 
fläche erhält,  als  es  sonst  nach  der  größten  in  ihm  auftretenden 
Spannkraft  (7,8  t)  erforderlich  wäre.  ^ 

Diese  Materialverschwendung  läßt  sich  nun  dadurch  ver- 
mindern, daß  man  in  dem  betreffenden  Felde  außer  der  Diago- 
nalen D  noch  die  Diagonale  D'  einzieht.  Beide  Diagonalen  werden 
als  schlaffe  Diagonalen  ausgebildet;  d.  h.  so  (aus  Flacheisen)  kon- 
struiert, daß  sie  nur  Zug,  nicht  aber  Dmck,  aufnehmen  können. 
Die  Wirkungsweise  ist  dann  einfach  so  gedacht,  daß,  sobald  die 
eine  Diagonale  Druck  bekommen  würde,  sie  einfach  außer  Tätigkeit 

treten    und   dafür   die  andere  Diagonale  einspringen   soll.     Auf 

27* 
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diese  Weise  wäre  bei  solchen  Diagonalen  niemals  Drnck-,  sondern 
nur  Zugbeanspruchung  möglich. 

Die  genauere  Untersuchung  dieses  Pachwerkes  für  irgendeine 
Belastungsarfc  müßte  jedoch  wohl  in  folgender  Weise  geschehen: 
Wir  nehmen  zunächst  beide  Diagonalen  als  wirksam  an  und  be- 
stimmen die  Spannkraft  sowohl  von  D  als  auch  von  D\  Ergibt 
sich  nun,  erstens,  daß  eine  der  beiden  Diagonalen  Zug  und  die 
andere  Druck  erhält,  so  scheidet  die  letztere  für  die  Berechnung 
aus,  da  sie  ihrer  Konstruktion  nach  keine  Druckkräfte  übertragen 
kann,  unsere  erste  Annahme,  daß  beide  Diagonalen  wirksam 
sind,  hat  sich  dann  also  als  falsch  herausgestellt.  Es  ist  vielmehr 
in  dem  betreffenden  Felde  nur  eine  Diagonale,  die  Zi^^diagonale, 
in  Tätigkeit,  und  für  diese  wird  dann  die  Spannkraft  durch  eine 
neue  Eechnung  in  gewöhnlicher  Weise  bestimmt.  Ergeben  sich 
aber,  zweitens,  für  beide  Diagonalen  Zii^spannungen,  so  treten 
auch  beide  Stäbe  in  Wirksamkeit,  und  es  gelten  also  die  Spann- 
kräfte, die  sich  aus  der  Vorberechnung  ergeben  haben.  Ergeben 
sich  aber,  drittens,  für  beide  Diagonalen  Druckkräfte,  so. kann 
keiner  der  beiden  Stäbe  in  Wirksamkeit  treten.  Das  Feld  ist 
dann  ohne  Diagonalen;  das  Fach  werk  würde  also  entweder  zu- 
sammenstürzen oder  müßte  dadurch  gehalten  werden,  daß  die 
Gurtstäbe  bis  zu  einem  gewissen  Grade  auch  biegungsfest  sind. 

Man  sieht  nun  aus  diesem  Überblick,  daß  die  genaue  Unter- 
suchung gar  nicht  so  einfach  ist.  Namentlich  wird  sie  dadurch 
schwierig,  daß  man  erst  durch  eine  Voruntersuchung  feststellen 
muß,  welcher  Art  das  System  überhaupt  ist.  Sobald  beide 
Diagonalen  gespannt  sind,  hat  das  Fach  werk  einen  Stab  mehr, 
als  es  zur  gegenseitigen  Festlegung  der  Knotenpunkte  braucht. 
[In  Fig.  127  a  sind  30  Stäbe  in  Wirksamkeit  bei  n  =16  Knoten- 
punkten.] Dann  ist  das  System  durch  das  Hinzukommen  des 
Stabes  D'  statisch  unbestimmt  geworden.  Ergibt  sich  aber  aus  der 
Vorberechnung,  daß  eine  der  Diagonalen,  2>  oder  D',  außer 
Tätigkeit  tritt,  so  hat  das  Fach  werk  gerade  nur  die  erforderliche 
Anzahl  von  Stäben;  in  diesem  Falle  ist  es  also  statisch  bestimmt 
geblieben.  Man  muß  also  zunächst  den  allgemeinen  Fall,  daß 
es  statisch  unbestimmt  ist,  annehmen,  und  dann  aus  den  sich 
hieraus  ergebenden  Spannkräften  entscheiden,  wie  die  Berechnung 
weiter  durchzuführen  ist. 
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2.  Praküscher  Rechnungsgang^« 

Für  die  Praxis  ist  eine  derartig  umständliche  Untersuchung 
unbrauchbar.  Wir  machen  deshalb  folgende  Annahme:  Die  Mög- 
lichkeit, daß  sich  für  beide  Diagonalen  gleichzeitig  Zug  oder  Druck 
herausstellt,  brauche  nicht  berücksichtigt  zu  werden.  Es  liege 
vielmehr  stets  der  Fall  vor,  daß  von  den  beiden  Diagonalen  eines 

Feldes  immer  einey  aber  auch  nur  eine^  in  Tätigkeit  ist. 

Diese  Annahme  wird  im  allgemeinen  durch  die  genaue  Untersuchung 
bestätigt.  Theoretisch  kommt  allerdings  auch  der  Fall  vor,  daß  beide 
Diagonalen  gleichzeitig  gespannt  sind.  Meistens  liegt  die  Sache  aber  so, 
daß  eine  Diagonale  in  Tätigkeit  ist,  während  die  andere  spannungslos  ist. 

Jetzt  ist  die  Berechnung  einfach.  Zunächst  zeichnen  wir  die- 
jenigen Diagonalen  ein,  die  durch  das  Eigengewicht  des  Trägers 
auf  Zug  beansprucht  sind,  die  sog.  „Hauptdiagonalen^^  2>.  Diese 
„Hauptdiagonalen"  werden  nun  für  Eigengewicht  und  für  Ver- 
kehrslast berechnet,   und  zwar  sowohl  für  den  größten  Zug  wie 

für  den  größten  Druck.  Die  Spannkräfte  mögen  heißen :  Dg  (Eigen- 

+ 

gewicht)  und  Dp  und  Dp  (Verkehrslast).   Die  Summe  Dg  +  Dp  gibt 

dann  zunächst  die  größte  Spannkraft  an,  die  überhaupt  in  der 
Diagonalen  D  auftritt  und  für  die  sie  zu  dimensionieren  ist.  Der 
Vergleich  von  Dg  und  Dp  zeigt  ferner,  ob  die  Diagonale  eventuell 

Druck  bekommen  würde.  Ist  letzteres  der  Fall,  so  wird  die 
Hauptdiagonale  für   diese  Laststellung  (bei  der  Dp  auftritt) 

gänzlich  ausgeschaltet.  Dafür  wird  dann  die  „Gegendiagonalc^^  IX 
eingezogen,  und  die  Berechnung  für  die  obige  Laststellung 
noch  einmal  unter  Zugrundelegung  der  Diagonalen  D^  durch- 
geführt. [D'  erhält  durch  Eigengewicht  Druck,  durch  die  Ver- 
kehrslast bei  der  betreffenden  Laststellung  Zug,  insgesamt  einen 
resultierenden  Zug.]  Hiermit  ist  sowohl  für  D  als  auch  für  !>' 
die  größte  Spannkraft  (Zug)  bestimmt. 

Diese  doppelte  Arbeit  —  Bestimmung  der  Spannkraft  sowohl 
für  D  alfi  auch  für  D'  —  läßt  sich  aber  noch  vereinfachen:  Nach 
unseren  Formeln  ist  nämlich  für  irgendeinen  Belastungpzustand : 


D  = 


2>'  = 


cos  9? 

1 

cos  9?' 


ho   J  cosa?'  L   Äo  ho  i  ' 


^2  Äg    J  cos  99'  L   A3 

Da  nun  Jf(4)  =  M^   und   Jtf(a)  =  Jkf,   ist,   so  folgt,   daß  sich, 
abgesehen  vom . Vorzeichen,  verhält: 
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feldern  sind  die  negativen  Spannkräfte  infolge  Betriebslast  so 
klein,  daß  die  (positive)  Spannkraft  infolge  Bigengewicht  über- 
wiegt. In  diesen  Feldern  treten  also  in  den  Hauptdiagonalcn 
überhaupt  keine  Druckkräfte  auf,  so  daß  auch  keine  Gegen- 
diagonalen nötig  sind.  Wenn  allerdings  die  Lasten  ihre  Bichtung 
wechseln  können  (z.  B.  bei  Windverbänden),  so  müssen,  falls  sie 
als  schlaffe  Stäbe  konstruiert  sind,  in  jedem  Felde  zwei  Diagonalen 
vorhanden  sein. 

Fachwerke,  die  in  jedem  Felde  zwei  steife  Diagonalen  haben, 
sind  auf  jeden  Fall  statisch  unbestimmte  Konstruktionen  und 
müssen  als  solche  berechnet  werden.  Man  kann  sie  auch  an- 
genähert berechnen,  indem  man  in  jedem  Felde  nur  eine  Diagonale 
annimmt,  deren  Spannkraft  berechnet  und  hiervon  jeder  der  beiden 
Diagonalen  die  Hälfte  zuweist.  Mitunter  gibt  solch  eine  „Be- 
rechnung" annähernd  richtige  Resultate,  mitunter  auch  nicht. 


IT.  Ungleich  belastete  Hanptträger« 

In  der  Praxis  kommen  bekanntlich  die  einfachen  geraden 
und  symmetrisch  belasteten  Brücken  leider  nicht  allzu  häufig 
vor.  Oft  hat  man  es  vielmehr  mit  Bauwerken  zu  tun,  deren 
Widerlager  nicht  rechtwinklig,  sondern  schief  zur  Brücken  achse 
gerichtet  sind  (sog.  „schiefe"  Brücken).  Ferner  tritt  bei  Eisen- 
bahnbrücken häufig  der  Fall  ein,  daß  das  Gleis  in  einer  Kurve 
über  die  Brücke  geführt  werden  muß,  wodurch  dann  eine  weitere 
Ungleichheit  in  der  Belastung  der  beiden  Hauptträger  hervor- 
gerufen wird.  Im  folgenden  wollen  wir  auf  die  Berechnung  solcher 
Bauwerke  genauer  eingehen. 

!•  Die  Übertragungszahlen  fc^  -  -y-,  fc,  =  -^  usw. 

In  Fig.  128  a  ist  eine  derartige  Konstruktion  im  Grundriß 
gezeichnet.  Sie  stellt  eine  zweigleisige  Brücke,  eine  Arbeitsbühne 
mit  übergeführtem  Gleis,  od.  dgl.  dar.  Der  Hauptträger  Hj  hat 
die  Auflager  A  und  jB,  der  Hauptträger  Hjj  die  Auflager  0 
und  D.  Ersterer  ist  in  Fig.  128  b  in  Ansicht  dargestellt.  Von 
vornherein  möge  bemerkt  werden,  daß  sich  eine  korrekte  Unter- 
suchung der  beweglichen  Belastung  nur  mittels  Einflußlinien  durch- 
führen läßt.  In  Fig.  128  möge  das  Verfahren  am  Untergurt- 
stabe U  erläutert  werden. 

Die  gewöhnliche  Einflußlinie  für  U  ist  in  Fig.  128  c  dar- 
gestellt.   Würde  es  sich  nun  um  eine  normale  eingleisige  Brücke 
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handeln,  mit  rechteckigem  Grundriß  und  symmetrisch  liegenden 
Schienen,  so  würde  von  jeder  Achse  des  Zuges  der  Druck  eines 
Rades  auf  einen  Hauptträger  entfallen.  An  welcher  Stelle  der 
Brücke  sich  die  Achse  auch  befinden  möge,  von'  der  Gesamtlast 


Fig.  128. 


einer  Achse  —  sie  werde  mit  2  P  bezeichnet  —  hat  jeder  Haupt« 
träger  stets  die  Hälfte,  also  P  (t),  aufzunehmen.  Und  die  Spann- 
kraft, die  die  Last  einer  Achse  in  dem  Stabe  U  hervorbringt, 
ist  stets 

(!)         U *=  P 'Tj  =  Raddruck  X  darunter  liegende  Ordinate. 
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Diese  Beziehung  ändert  sich  aber,  sobald  die  Gleisachse  nicht 
mehr  mit  der  Brückenachse  zusammenföUt.  Nehmen  wir  an,  anf 
dem  Querträger  li — In  stehe  gerade  eine  Achse.  [Da  das  Gleis 
in  einer  Kurve  liegt,  wird  diese  Achse  etwas  schräg  zur  Brücken- 
achse stehen.  Wir  können  sie  aber  der  Einfachheit  wegen  recht- 
winklig zur  Brücke  annehmen.]  Der  Eaddruck  sei  P  •  Dann  ent- 
fällt auf  den  Hauptträger  J7j  an  der  Stelle  ij  der  Auflagerdruck 
des  Querträgers  ij — Ijj;  also  eine  Last 

p/^  p  ^1    I  p  ^1  ^  p  .  ^1  +  ^1 
e  e  6       ^ 

worin  e  die  Länge  des  Querträgers  («  Breite  der  Brücke)  und  a^ 
und  (xi  die  Abstände  der  Bäder  von  dem  Auflagerpunkte  Ijj  des 
Querträgers  sind.  Etwas  bequemer  läßt  sich  P'  darstellen,  wenn 
wir  die  beiden  Baddrücke  ersetzen  durch  ihre  in  Gleismitte  an- 
zunehmende Ersatzkraft  2  P ,  so  daß  sich  ergibt 

Achswert"  P'=2P^  =  P.  ^^^  -  ^     ^* 


"  e  e  e/2  ' 

worin  y^  die  Entfernung  von  Gleismitte  bis  zum  Punkte  lu  ist. 
Dieses  ist  also  der  Lastanteil,  der  von  einer  auf  dem  Quer- 
träger ij — lii  stehenden  Achse  auf  den  Hauptträger  J7j  entfällt 
und  werde  „Achswert"  genannt.  Die  Spannkraft,  die  jetzt  in  dem 
Stabe  U  entsteht,  ergibt  sich  hiernach: 

(II)  U^P'^Vi-P^^Vi' 

Wir  müssen  jetzt  also  den  Baddruck  P  zunächst  mit  der 

,,Übertragung8zahV^  h^  =  -^y~  multiplizieren,  um  dann  durch  MuHi- 

«/2 

plikation  dieses  j^Achswertes^^  P'  mit  der  Ordinate  i^j  der  Einfluß- 
linio  die  Spannkraft  des  Stabes  JJ  zu  erhalten. 

Bückt  die  betrachtete  Achse  auf  einen  neuen  Querträger, 
z.  B.  auf  2i—2ij ,  J30  muß  der  Baddruck  P  mit  der  neuen  Über- 

tragungszahl  %,  =  -y-  multipliziert  werden,  um  den  Druck  P'  zu 

finden,  den  die  Achse  in  dieser  neuen  Stellung  auf  den  Haupt- 
träger Hl  ausübt. 

Während  bei  einer  normalen  Brücke  jede  Achse  für  den 
Hauptträger  stets  einen  bestimmten  Wert  bedeutet  (bei  einer 
eingleisigen  Eisenbahnbrücke  z.  B.  bedeutet  jede  Lokomotivachse 
stets  8,50  t  für  einen  Hauptträger),  ändert  sich  jetzt  der  Wert 
von  ein   und  derselben  Achse  je  nach   deren  Stellung  auf  der 
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Brücke.  Wenn  wir  also  die  Spannkraft  eines  St»bea  bei  einer 
bestimmten  Zagstellung  berechnen  wollen,  müssen  wir  sunächst 
jeden  Raddrack  P  mit  der  für  die  betreffende  Stelle  gültigen 
Übertragungssahl  i  multiplizieren  und  finden  dann  erst  durch 
Multiplikation  der  neuen  Achswerte  P'  mal  den  Ordinaten  die 
gesuchte  Spannkraft  Verändert  der  Zug  seine  Stellung  auf  der 
Brücke,  so  gehört  lu  jeder  Achse  eine  neue  Übertragungszahl; 
es  müssen  also  zunächst  die  neuen  Werte  P*  bestimmt  werden 
usw.  Mit  anderen  Worten:  Wir  haben  gar  kein  bestimmtes 
Lastenschema  mehr,  sondern  für  jede  neue  Zugstcllung  müßten 
erst  von  allen  Achsen  die  neuen  Achswerte  ausgerechnet  werden, 
die  dann  mit  den  Ordinaten  der  Einflufilinie  zu  multiplizieren 
sind.  Es  ist  klar,  daß  diese  Berechnung  für  die  Praxis  zu  um- 
ständlich ist. 

2.  Die  rednzlerlen  EintliiBUnlen. 
Wir  schlagen  deshalb  folgenden  Weg  ein:  Statt  für  die  ver* 
Bcbiedenen  Stellungen  der  Achse  jedesmal  den  Raddruck  P  mit 
der  betreffenden  Übertragungszahl  tu  k,  usw.  zu  multiplizieren, 
multiplizieren  wir  die  einzelnen  Ordinaten  t/u  tj^  der  Einflufilinie 
selber  mit  diesen  Zajilen  h^ ,  Te^  usw.  Wir  bestimmen  also  einen  Wert 

und  tragen  diesen  von  einer  neuen  Nullachse  A^JB^  auf  (Fig.  128 d). 
Ebenso  rechnen  wir  einen  neuen  Wert 


lyi  —  17,  •  i,  «  %  • 


e/2 

aus  und  tragen  diesen  in  Fig.  128d  auf;  entsprechend  tji  usw. 
Wenn  jetzt  z.  B.  auf  dem  Querträger  Ij — In  eine  Achse  steht, 
so  brauchen  wir  nur  den  Baddruck  P  zu  multiplizieren  mit  der 
Ordinate  vii  und  finden  hiermit  die  bei  dieser  Laststellung  ent- 
stehende Spannkraft  des  Stabes  U.    Denn  es  ist 


steht  die  Achse  auf  dem  Querträger  2j — 2j/,  so  finden  wir 
die  jetzt  entstehende  Spannkraft  17,  indem  wir  wiederum  nur  den 
Baddruck  P  multiplizieren  mit  der  darunter  liegenden  Ordinate  tji 
usw.  Dadurch,  daß  wir  an  Stelle  der  Lasten  P  die  Ordinaten  tj^ , 
fff  usw.  mit  den  betreffenden  Übertragungszahlen  X^,  k^  usw. 
multipliziert  haben,  haben  wir  also  den  großen  Vorteil,  daß  wir 
jetzt  die  Baddrücke  selber  unverändert  lassen  können. 
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Bisher  haben  wir  stets  angenommen,  daß  die  Achsen  direkt 
auf  den  Querträgern  stehen.  Um  die  Fig.  128  d  auch  für  den 
Fall  zu  Tervolls tändigen,  daß  die  Achse  zwischen  zwei  Querträgern 
steht,  z.  B.  zwischen  Ij — 1^  und  2j — 2j/  (Fig.  128a),  verbinden 
wir  in  bekannter  Weise  die  Endpunkte  der  Ordinaten  j^i,  iji  usw. 
durch  gerade  Linien.     Dann  ist  für  diese  Laststellung: 

Eine  Besonderheit  liegt  noch  in  dem  rechten  Teile  der  Brücke 
(Fig.  128  a)  mit  den  verkürzten  Querträgern.  Für  den  Quer- 
träger 4i—4ii   ergibt  sich   in   normaler  Weise  die  Übertragungs- 

zahl  Ica  =  — ~  .    Der  Querträger  5/ — Su  hat  dagegen  die  anormale 

Länge  e^  ;  für  ihn  ist  also  die  Übertragungszahl  feg  =    ^    .    Bei 

dem  Querträger  6i — ßn  ist  ferner  zu  beachten,  daß  bei  ihm  die 
eine  Schiene  bereits  die  Brücke  verlassen  hat.  Hier  dürfen  wir 
also  bei  der  Berechnung  der  Übertragungszahl  nicht  mehr  die 
beiden  Eaddrücke  durch  ihre  Ersatzkraft  zusammenfassen,  sondern 
wir  haben  es  nur  mit  dem  einen  Raddruck  P  zu  tun.    Der  Acha- 

wert  für  diesen  Querträger  wäre  P'  =  P«~^  ;,  also  ist  die  Über- 
tragungszahl ^ 

fe  -  ^« 

Für  den  Querträger  7/ — 7//  ist  d;3  Obcrtragungszahl  gleich 
Null,  da  auf  diesen  überhaupt  keine  Raddrücke  mehr  hinkommen. 
In  den  Feldern  5 — 6  und  6 — 7  wechselt  also  plötzlich  an  den 
Stellen  x  und  y  die  Belastung,  indem  an  Stelle  von  zwei  Lasten 
eine  Last  resp.  an  Stelle  von  einer  Last  keine  Last  auftritt. 
Eine  genauere  Untersuchung  ergibt,  daß  infolge  dieser  Unregel- 
mäßigkeit die  Linien  5' — 6'  und  6' — 7'  in  Fig.  128 d  nicht  gerade 
von  5'  nach  6'  resp.  6'  nach  7'  durchlaufen.  Sie  müßten  viel- 
mehr als  geknickte  Linien,  wie  in  Fig.  128  d  punktiert  angedeutet 
ist,  eingezeichnet  werden,  damit  die  Ordinaten  ri'  auch  für  diese 
Laststellungen  den  genauen  Wert  für  die  Stabkraft  JJ  angeben. 
Doch  genügt  es  für  die  Praxis  natürlich  stets,  wenn  man  sie  als 
gerade  Linien  einzeichnet.  Eine  überflüssige  Feinheit  ist  hier 
um  so  weniger  angebracht,  als  durch  die  Längsträger,  die  ja 
nicht  direkt  unter  den  Schienen  angeordnet  werden,  noch  eine 
kleine  Abänderung  eintreten  kann. 

Sobald  wir  dann  das  Polygon  Fig.  128  d  mit  den  Knick- 
punkten r,  2\  3\  4\  5\  6\  7'  («')  bestimmt  haben,  stellen  wir 
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üoaer  Zugschema  (bei  Eiseababnbrücken  also  P  -«  8,50  t  für  die 
LokomotiTachseii  resp.  6,50  t  für  die  Toiuier-  und  Gütorwajpen- 
aehsen)  so  aof,  daß  die  schwersten  Achsen  über  den  größten 
Ordinaten  tj*  stehen,  mnltiptizieren  jeden  Baddruck  P  mit  der 
darunter  liegenden  Ordinate  17'  und  finden 

Auf  diese  Weise  ist  die  Spannkraft  de«  Stabes  U  gefunden.  Fig.  TJSd 
nennen  wir  die  y^reduzierte  Einflußlinie^*  für  Stab  17.  Iliermit  ist 
dieser  Stab  erledigt. 

In  entsprechender  Weise  werden  nun  für  die  anderen  Stül)e 
die  ^^reduzierten  £iuflu01inien*'  konstruiert:  Zunächst  zeichnen 
wir  die  normale  EinfluOlinie  des  betreffenden  Stabes.  Von  dieser 
multiplizieren  wir  an  jedem  Belastungspunkte  die  Ordinate  f;  mit 
der  Übertragungszahl  fe  9  die  für  diesen  Belastungspunkt  gilt^  und 
erhalten  hierdurch  die  Werte  tj^^^tj^h.  Schließlich  werden  die 
Ordinaten  rj'  aufgetragen,  deren  Endpunkte  geradlinig  verbunden, 
und  die  reduzierte  EinfluBlinie  ist  fertig.  Das  Zugsohema  selbst 
braucht  dann  nicht  mehr  ver&ndert  zu  werden,  sondern  wird  für 
alle  EinfluBlinien  in  unveränderter  Größe  zur  Bestimmung  der 
größten  Spannkraft  benutzt. 

Man  beachte,  daß  zu  jedem  Belastungspunkt  (Quertriiger) 
eine  bestimmte  feststehende  Übertraguugszahl  gehört  Diese  wird 
dann  für  sämtliche  Einfiußünicn  an  der  betreffenden  Stelle  \hv 
nutzt.  Läuft  das  Gleis  auf  eine  Strecke  parallel  den  Haupt* 
trägern,  so  haben  innerhalb  dieser  Strecke  die  Querträger  dieselbe 
Übertragungszahl. 

8.  Weitere  yerelntaeliungren. 

Man  kann  übrigens  die  Übertragungszahlen  ft|  usw.  noch 
etwas  anders  darstellen:  Für  den  Querträger  If — In  z.  B.  liiüt 
sich  Jci  schreiben: 

Tritt  die  Gleismitte  nach  dem  Hauptträger  Hj  über,  so  ist 
an  Stelle  des  Minus-  ein  Pluszeichen  einzusetzen;  für  k^  also 

^  e;  2 

Diese  Berechnung  ist  insofern  etwas  bequemer,  als  in  den  bau- 
seitig  gegebenen  Unterlagen  meistens  die  Abweichungen  d  zwischen 
Gleismitte  und  Brückenachse  eingeschrieben  sind. 
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Zum  Sohlnsse  sei  daranf  hingewiesen,  daß  man  einen  Ans- 

dmck  von  der  Form  i;(  «.  17, .  -^  bekanntlich  auch  sehr  einfach 

graphisch  darstellen  kann:  Wir  tragen  (Fig.  128 e)  den  Nenner  ^e 
als  die  Höhe  und  den  einen  Zähler,  tiu  als  die  Grundlinie  eines 
Dreiecks  anf.  Dann  tragen  wir  auf  der  Höhe  den  anderen  Zähler,  y^ , 
ab  und  ziehen  durch  dessen  Endpunkt  die  Parallele  zur  Grund- 

linie.     Diese  Parallele  ist  gleich  tii  •  -—-  —  i]i .    Das  Hilfsdreieck 

Fig.  128  e  können  wir  auch  direkt  in  die  Grundrißfigur  Fig.  128  a 
einzeichnen.  Die  Abstände  y  sind  hier  bereits  vorhanden,  die 
Höhe  i  e  =  halbe  Brückenbreite  ebenfalls.  Wir  brauchen  also 
nur  auf  der  Brückenachse  in  den  Schnittpunkten  mit  den  Quer- 
trägern die  Ordiaaten  i/j ,  tj^  usw.  der  normalen  Einflußlinie  auf- 
lagen und  finden  durch  Ziehen  der  Parallelen  die  Ordinaten «;(,  tji 
usw.  der  reduzierten  Einflußlinie.  Auf  diese  Weise  lassen  sich  die 
reduzierten  Einflußlinien  ohne  große  Mühe  herleiten.  Zweckmäßig 
wird  man  die  Fig.  128  c  und  d  nicht  getrennt  aufzeichnen,  sondern 
zusammenlegen. 

4.  Berfickslohtigung  der  Überhöhung  und  der  Zentrifugalkraft  bei 

Elsenbahnbrücken. 

Bei  der  Berechnung  von  Eisenbahnbrücken  muß  man,  falls 
die  Untersuchung  genau  durchgeführt  werden  soll,  noch  auf 
folgendes  achten:  Bekanntlich  wird  in  einer  Kurve,  um  das 
ninausschleudem  der  Wagen  zu  verhüten,  die  äußere  Schiene 
gegen  die  innere  um  eine  Strecke  h  überhöht.  Infolge  dieser 
Überhöhung  bleiben  die  Eisenbahnfahrzeuge  nicht  mehr  vertikal, 
sondern  stellen  sich  etwas  schräg  ein  (Fig.  129),  wodurch  eine 
weitere  Ungleichheit  in  der  Belastung  der  Hauptträger  entsteht. 

a)  Um  den  Einfluß  der  tiberhöhung  zu  verfolgen,  ist  in  Fig.  129 
aer  Querträger  Jj — Ijj  aus  Fig.  128  a  in  der  Ansicht  dargestellt. 
Auf  dem  Querträger  befindet  sich  gerade  eine  Achse,  also  eine 
Last  von  2  P  (t).  Den  Abstand  vom  Punkte  0 ,  in  dem  die 
Gleisachse  den  Querträger  schneidet,  bis  zum  Punkte  I/7,  nenne 
ich  wieder  y, .  Jetzt  ist  aber  der  Schwerpunkt  8  des  Wagens 
nicht  mehr  senkrecht  über  Gleismitte.  Er  ist  vielmehr  um  eine 
Strecke  »  nach  dem  Mittelpunkt  der  Kurve  hinübergerückt.  Die 
Achslast  2  P  hat  jetzt  also  vom  Auflagerpunkt  tu  des  Querträgers 
die  Entfernung  yi  —  «,  und  der  Auflagerdruck,  den  diese  Achs- 
last von  2  P  (t)  auf  den  Hauptträger  J7i  ausübt,  ist  demnach: 

«  e/2 
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Der  Paktor  -^ —  wäre  also  die  ÜbertragungszaW,  mit  der 

die  Ordinate  tji   der  normalen  Einflußlinie  zu  multiplizieren  ist, 
um  die  Ordinate  tji  der  reduzierten  Einflußlinie  zu  erhalten. 

b)  Einfluß  der  Zentrifugalkraft.  Nun  muß  ^ aber,  wenn  ein 
Körper  sich  in  einef  Kurve  bewegt,  außer  dem  Gewicht  des 
Körpers  noch  die  Zentrifugalkraft  berücksichtigt  werden.  Letztere 
ist  als  eine  im  Schwerpunkt  wirkende  horizontale  Kraft  ein- 
zuführen. Bezeichnen  wir  die  zu  einer  Last  von  1,0  t  gehörige 
Zentrifugalkraft  mit  Z,  so  gehört  zu  einer  Achslast  eine  Zentri- 
fugalkraft  yon  2P-Z  (t).    Der  Abstand    des   Schwerpunktes  8 


Fig.  129. 

über  der  Schwerachse  des  Querträgers  sei  z.  Dann  ergeben  sich 
die  durch   die  Zentrifugalkraft  hervorgerufenen   Auflagerdrückc: 

auf  den  Haupttr&ger  JT/:    +2P«Z»«-  —  = +P — ^, 

e       '        612 

„      „  „         Eni    -2P.Z.«.y--P^. 

[Bei  IIji  entsteht  ein  negativer  Auflagerdruck,  da  die  Zentrifugal- 
kraft den  Querträger  an  der  Stelle  1/j  entlastet.]  Je  nachdem 
sich  der  Zug  in  Euhe  oder  Bewegung  befindet,  bekommen  wir 
also  an  der  Stelle  i/  den  Auflagerdruck  des  Querträgers  auf  den 
Hauptträger  Rj  insgesamt: 


„Achswerte" 


e/2       ' 
(yi  —  8)  +  Z*ß 

eJ2 
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Letzterer  Auflagerdruck  ist  der  größere.  Der  Hauptträger  Hj 
muß  also  für  den  Fall  berechnet  werden,  daß  der  Zug  die  Brücke 
mit  der  größtzulässigen  Geschwindigkeit  befährt.  Die  Über- 
tragungszahl  Jc^  für  den  Querträger  Ij — In  ist  dann: 

fci  aa  w'  •"  ^)  + Li  (für  Hauptträger  Ej). 

Und  zwar  rühren  in  diesem  Ausdrucke  die  einzelnen  Glieder  von 

den  Terschiedenen  Ursachen  her: 

y^  von  der  exzentrischen  Lage  der  Gleisachse, 

8     „      „    Schräglage  des  Wagens  (Überhöhung), 

Z'Z     ,,      „    Zentrifugalkraft. 

Für  den  Querträger  2j — 2//  ergibt  sich   die  Übertragungszahl  in 

entsprechender  Weise: 

X.   _  {y2—s)  +  Z'Z 

usw. 

Für  den  Hauptträger  Hu  wären  dagegen  die  durch  eine  Achs- 
last von  2  P  (t)  entstehenden  Auflagerdrücke  für  Buhe-  und  für 
Bewegungszustand  (Fig.  129): 


Pü^P 


PS=^P 


6/2        ' 
{yi  +  8)^Z^Z 


6/2 

Dieser  Hauptträgcr  wird  also  dann  am  meisten  belastet,  wenn 
der  Zug  auf  der  Brücke  stillsteht.  Die  Übertragungszahl  an  der 
Stelle  Iji  ist: 

fcj  —  ^^^  "^  '"^^     (für  Haupttrilger  H,j). 

e/2 

Auf  diese  Weise  kann  man  für  jeden  Hauptträger  die  reduzierten 
Einflußlinien  auch  mit  Berücksichtigung  von  Überhöhung  und 
Zentrifugalkraft  finden. 

e)  Größe  von  Z  und^.   Die  Zentrifugalkraft  Z  pro  1,0  t  Achs- 
last ist  nach  den  Lehren  der  Dynamik: 

;,       1,0  t    F« 

Hierin  ist  g  (die  BrdbeschleunigUDg)  =  9,81  m/sec.*,  V  die  Fahr- 
geschwindigkeit in  m/sec,  R  der  Eadius  der  Kurve  in  m .  Beisj[)iel: 
F  —  75  km  pro  Stunde  =  20,8  m  pro  sec,  -K  =  400  m.    Dann  ist 

1,0    20,8^ 
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Für  eine  Lokomotivachse  von  17,0  t  beträgt  also  in  diesem  Bei- 
spiele die  gesamte  Zentrifugalkraft: 

^'==17,0-0,108  =  1,84  t. 

Die  Überhöbung  h  entnehme  man  den  in  der  Hütte  (Ab- 
schnitt „Eisenbahnbau^'),  im  Eisenbahnkalender  usw.  enthaltenen 
Vorschriften.  Die  Höhe  z  ist  in  jedem  einzelnen  Falle  dadurch 
bestimmt,  daß  der  Schwerpunkt  eines  Eisenbahnwagens  rd.  1,50  m 
über  Schienenoberkant'C  anzunehmen  ist.  Nennen  wir  nun  noch 
die  Spurweite  des  Fahrzeuges  w  {to  ^  rd.  1,50  m),  so  ergibt  sich 
der  gebrauchte  Ausschlag  s  : 

s  :  2  ^  h  :  tp  j 

h  h 


w  1,50  ' 

Hiermit  sind  alle  Angaben,  die  zur  Berechnung  der  Übertragungs- 
zahlen gebraucht  werden,  ermittelt. 

§46. 

ZusammensteUimg  der  Methoden  zur  Berechnung  Ton  Fachwerken 

mit  beweglicher  Belastnng. 

Als  allgemeine  Wiederholung  des  Abschnittes  n  wollen  wir 
im  folgenden  eine  Zusammenstellung,  verbunden  mit  gelegent- 
licher Erweiterung,  der  bisher  besprochenen  Methoden  vornehmen. 

Zunächst  sei  an  die  Voraussetzungen  erinnert,  an  die  unsere 
bisherigen  Untersuchungen  bei  beweglicher  Belastung  geknüpft 
sind:  Erstens,  die  Konstruktion  ist  ein  einfacher  Fachwerkbalken 
auf  zwei  Stützen  (ohne  innere  Gelenke  und  ohne  überkragende 
Enden);  zweitens  die  Belastung  wirkt  vertikal  abwärts,  oder 
—  allgemeiner  ausgedrückt  —  rechtwinklig  zu  der  Bewegungs- 
richtung des  beweglichen  Lagers;  drittens,  das  System  sri  ein 
einfaches  Dreieckfach  werk.  Von  der  letzteren  Einschränkung  haben 
wir  allerdings  durch  die  Betrachtung  zusammengesetzter  Systeme 
(Fig.  124)  schon  eine  Ausnahme  gemacht. 

Da  sehr  viele  im  Brücken-  und  Kranbau  vorkommende  Fach- 
werke die  obigen  drei  Bedingungen  erfüllen,  umfaßt  der  Ab- 
schnitt n  bereits  ein  beträchtliches  Qebiet  aller  Tragwerke  mit 
beweglicher  Belastung.  In  den  Abschnitten  III — V  wird  dann 
der  Best  untersucht  werden:  Abschnitt  III  Träger  mit  über- 
kragenden Enden;  Abschnitt  IV  Tragwerke  mit  Gelenken,  Ab- 
schnitt V  nicht-einfache  Systeme  und  ganz  allgemeine  Methoden 
für  Systeme  jeder  Bauart  und  Belastung. 

Fischer,  SUtflc    H/L  28 
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Der  Übersichtlichkeit  wegen  wollen  wir  in  diesem  Paragraphen 
folgende  Einteilnng  hiDsichtlich  der  Belastung  vornehmen: 

A)  Träger  mit  gleichmäßig  verteilter  Belastung, 

B)  „         ,y    beliebig  vielen  Einzellasten, 

C)  „         „    nur  zwei  Einzellasten  (Spezialfall  von  B). 

Zu  der  ersten  Gruppe  gehören  Fußgängerbrücken,  Straßenbrücken 
bei  größerer  Spannweite  (bei  kleineren  Spannweiten  müssen  Straßen- 
brücken für  schwere  Einzellasten  —  Dampfwalze  oder  dgl.  — 
untersucht  werden),  Transportbrücken  usw.  In  der  zweiten  Gruppe 
sind  hauptsächlich  Eisenbahnbrücken,  und  in  der  dritten  Gruppe 
hauptsächlich  Kranträger. 

Gruppe  A. 
Fachwerke  mit  gleichrnüßig  vei'teilter  Belastung. 

I.  Methode:  Einflußlinien.    (Fig.  130.) 

a)  Gurtstabe,  Einflußlinien  wechseln  nicht  mit  ihrem  Vor- 
zeichen; für  0  sämtlich  negativ,  für  U  sämtlich  positiv.  Größte 
Spannkraft  bei  Vollbelastung  (Fig.  130  b — c). 

(I)  O^-p'Fo^-p'-^l-rj^f 

(II)  U^+P'Fu^+V"^l'r]u* 

Für  das  Aufzeichnen  zu  merken:  Der  Knickpunkt  E'  liegt 
stets  unter  dem  Bezugspunkt  des  Stabes.  Ist  der  Bezugspunkt 
nicht  gleichzeitig  Belastungspunkt,  so  müssen  die  Endpunkte  der 
unter  den  Belastungspunkten  liegenden  Ordinaten  durch  besondere 
Linien  verbunden  werden  (Fig.  130d  und  e). 

b)  Füilungsstäbe.  Einflußlinien  bestehen  aus  einem  positiven 
und  einem  negativen  Teil.  [Nur  für  den  Fall,  daß  Bezugspunkt 
innerhalb  der  Spannweite,  ein  Vorzeichen  für  die  Einflußlinie.] 
Daher  zwei  Spannkräfte  angeben:  größten  Zug,  größten  Druck, 
(Fig.  130f— h.) 

(III)  D=-+V'^^d'rid]         J)  =  -P"^'^d'rjdy 

(IV)  V^-p'^n^-rj,]  V  =  +P'-ni^rii. 

Für  das  Aufzeichnen  zu  merken :  Die  Abschrägung  E'F'  liegt  stets 
unter  dem  Felde,  in  dem  der  betreffende  Schnitt  ä — «  oder  ß — ß 
die  die  Lasten  tragende  Gurtung  schneidet. 
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Ob  D^,  Yji  usw.  positiv  oder  negativ  ist,  ergibt  sich  ans 
dem  zn  -4  =  1,0  t  gezeichneten  Kräfteplan.  Auch  direkt  nacli 
mvur  zu  entscheiden:  Dreht  die  Kraft  ii=l,0  t  (am  linken 
Trägerteil)  Wnfe«  um  Bezugspunkt  von  I>(F),  so  muß  BiJ)  auf 
den  linken  Trägerteil  recÄtedrehend  wirken;  hierdurch  Vorzeichen 
für  BjSyAi  bestimmt.     Entsprechend  für  B.  --^^i' 


;y^tmillllll 


lA^spaiff^- 


^'üi-HTT  ITimTiI  M^IHL',!.' ' '  ii '-^'^"i » ■  "  1 1  n  1 1 1 1 1^ 


>'  T  (/l)    ^ 


Fig.  130. 

Der  Nullpunkt  JV'  der  Einflußlinie  liegt  vertikal  unterhalb 
der  Lastscheide  N  (§  28,  Fig.  103),  Letztere  bei  nicht  zu  gießen 
Trägernetzen  zeichnerisch  ziemlich  genau  bestimmbar.  Hierdurch 
Konstruktion  der  Einflußlinie  z.  B.  aus  N^  und  2>a(^j)  • 

Neu  zu  merken: 

«)  Zusammenhang  hei  Eigengewicht  und  gleichmäßiger  Verkehrslast. 

Für  einen  beliebigen  Füllungsstab  ist  nach  Einflußlinie  Fig.  130  k 
und  Fig.  130h: 

Spannkraft  infolge  ständiger  Last  (bei  g  t/m):        8g  =  g{F  —  F)^ 

größter  Zug  Infolge  beweglicher  Last  (bei  p  t/m):     Ä,  =  +p P  , 

+ 


f> 


Druck  „ 


»> 


)) 


28* 
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[F  und  F  Bind  die  Inhalte  des  positiven  und  negativen  Teiles  der 

+  - 

EinfluSfläche.] 
Hieraus: 

8,  +  8^^p{F--F)^^.g{F^F)  =  ^8,. 

Zwischen  den  Spannkräften  8g  ^  8g  und  84  irgendeines  Stabes  be- 
steht  also  die  Beziehung: 

(V)  s^^Lgg-  Si      bzw. 

(Va)  8,^^S,^8,. 

Somit  kann  man  8g  aus  8g  und  84 ,  oder  84  aus  8g  und  8g  direkt 
bestimmen. 

[Beispiel:  flf=»0,2t/m,  p«0,3  t/m,  Ä^-=+12,0t  (nach  Kräfte- 
plan), Ärf  «  -4,0  t:  dann  S,  =  +22,0  tj 

ß)  Rechnerische  Beatimmung  einzelner  Ordinalen, 

Die  zum  Aufzeichnen  gebrauchten  Hilf s werte  Ä^,  8ß  werden 
der  größeren  Genauigkeit  wegen  häufig  rechnerisch  ermittelt 
(Formein  s.  Fig.  111°).  Statt  dessen  kann  man  auch  direkt  einzelne 
Ordinaten  der  Einflußlinie  ausrechnen.  Z.  B.  für  das  Fachwerk 
Fig.  131: 

Gurtstab  0 .     Für  Last  in  m  ergibt  sich  Ordinate  t; : 

Hat  das  Fach  werk  gleiche  Feld  weiten  A,  so  können  x^,  xj^  und  I 
durch  k  ausgedrückt  werden: 

^    '  ^  '^  nX'h cos/?  ^  n  Ä cos/J 

Diagonale  D.     Für  Last  im  Punkte  0  ergibt  sich: 


D-'Vi 


COS(p 


h 


0 


Kl 

1 

cos  95 

l      \K      hji      X'  l\ho    'hj' 


Entsprechend  Ordinate  %  .    Bei  gleichen  Feldweiten  X  vereinfachen 
sich  die  Formeln  erheblich  (Fig.  131). 

Vertikale  V  wird  aus  Diagonale  D  abgeleitet.    Für  Last  1 ,0  t 
im  Punkte  0  folgt  aus  dem  Gleichgewicht  dieses  Punktes: 

F«=i7j  =-  +1,0  —  Dsin9?  =  +1,0  —  rj^^Bmcp  . 
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(a) 


fSJ 


(c) 


/m  Wi^\       ^  ^.  ^  j^^ 


M'^  f-m'  nidtrj 


A<«^^  — 


Gnrtstäbe. 

I  •  r     ~"  I  •  Ä  cos/8 
Bei  gleichen  Feldern: 


(I) 


(la)    I?--- 


n  Jl  COS/8 


(H) 


^1 


Diagonalen. 
1 


cos  9? 


[^*       C0S9?  *  l  \ho       hj 
Bei  gleichen  Feldern: 

(_i 1) 

\cos<p        A/ 

d     (o'       u'\ 


(IIa) 


(in) 


Vertikalen« 

r]^  =1,0  — i7i«ßin(j? 


0?: 


Bei  gleichen  Feldern: 
(Illa)    174-171  Sin  9?^ 


Fig.  131. 


Ordinate  974  folgt  geometrisch  aus  Ordinate  979  (unter  Benutzung 
des  Vertikalabstandes  7iv«l,0t;  §  28c,  35a): 

^4 -i7'-|^«(l,0-i7»)$- [1,0-- (1,0-171 8in9.)]^-i7i8in9..^. 

0  0  0  0 

Bei  gleichen  Feldweiten  entsprechende  Vereinfachung  (Fig.  131). 

Somit  sind  die  Hauptordinate  17  eines  Gurtstabes,  die  Haupt- 

ordinaten  171  und  17,   einer  Diagonalen  und  die  Hauptordinaten 


^ 
^ 
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173  und  174  einer  Vertikalen  auoh  rechnerisch  festgelegt.  (Die  Vertikal- 
ordinaten  erscheinen  als  Ableitungen  der  Diagonalordinaten.) 

n«  Methode:  Analytisch. 

a)  Gurts täbe.  Maßgebende  Stellung  für  alle  Gurtstäbe:  Voll- 
belastung.    Spannkraft 

i\i\  n    TT  ^:r  ^m       Knotenpunktsmoment 

(V)  U  y  V  —  H  «=» .     — • 

r«  Abstand 

Moment  nach  der  Formel: 

(VI)  Jlf„  =  ip.a?«.a4 

bzw.,  bei  n  gleichen  Peldweiten  A, 

(Via)  M^^^min^m). 

[Statt   dessen   auch   aus   den   Querkräften    entwickeln:    Mq^O, 
Mi  =  Mq  +  Qo-1  •  ^ ,  tisw.] 

Die  obigen  Formeln  für  M^  sind  aber  wegen  der  indirekten 
Belastung  nur  für  den  (allerdings  häufigsten)  Fall  gültig,  daß 
Knotenpunkt  gleichzeitig  Belastungspunkt.  Anderenfalls  M^ 
(Fig.  131°a)  finden,  indem  Jf^-i  und  Jf^+i  auftragen  und  dann 
Mm  aus  Figur  abmessen  oder  berechnen.  [Meistens  zulässige  Ver- 
einfachung: Mn  ebenfalls  gleich  -x^gXm'JDm-] 

b)  Füllungsstäbe«  oC)  Träger  mit  horizontalen  parallelen  Ourten. 
Hier  werden  Füllungsstäbe  direkt  aus  der  größten  positiven  und 
größten  negativen  Querkraft  bestimmt.     Letztere  sind  (§  29): 


(VII) 


(VII  a) 


e-i,..  =  2  ITTä;;       bzw.       =  ^^^^-^  (n  -  m)3  , 
«---  =  f^       bzw.       =^^(m-l)«. 


Aus  Q: 

(VIII) 


Q 


sin  97  * 


(IX)  l  F  =  0  . 

jS)  Träger  mit  gekrümmter  Ourtung,  Falls  Vollbelastung  maß- 
gebend, FüUuDgsstäbe  aus  Momentensumme  des  betreffenden 
Schnittes  berechnen.  Andernfalls  einmal  rechts  und  einmal  links 
vom  Schnitte  belasten.  Hierdurch  größte  positive  und  größte 
negative  Spannkraft  (§  35  a) : 
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(X) 


(Xa) 


Dr  =     - 


X, 


m 


'  (' + ^*) 


'  Dji        [bei  rechtsseitiger  Belastung], 


A  = 


«m-l 


M'+-^) 


Dg       [  I,    linksseitiger 


(XI) 


Vr- 


X 


ri 

m 


M'+'-fe) 


(XI  a) 


F.  = 


2 


*m-l 


('  +  ^fe) 


]. 


[bei  rechtsseitiger  Belastung], 


[  „    linksseitiger 


r,  1. 


HUlffllllll 


Je», 


Fig.  13r. 


Die  Hilfswerte  D^,  Dß  usw.  mittels  Kräfteplan  oder  analytisch: 


cos  99  \  ho         hu  / 

F  =  —D  sin  99. 


Vereinfachung  der  Bestinimung  von  D^  usw.  bei  gleichen 
Feldweiten  b.  §  35  a,  Fig.  111°. 

Die  Hilfswerte  Dp/  usw.  sind  aus  der  Zusammenstellung  §35a, 
Fig.  112  und  113  zu  entnehmen. 

Sämtliche  Hilf s werte  mit  Vorzeichen  einsetzen.  Hierdurch 
ergibt  sich  dann  schließlich  das  Vorzeichen  von  D^  usw.  [Die 
Verhältnisse  D^  :  Dp.  usw.  sind  stets  negativ.]  Zur  Kontrolle  die 
Vorzeichen  von  D{V)  auch  direkt  nach  Ritter  entscheiden.  [Für 
Fig.  ISl^'c:  A  dreht  um  Bezugspunkt  E  links  herum,  folglich  muß 
D  rechts  herum  drehen,  folglich  D  bei  rechtsseitiger  Belastung  Druck.] 

Abstände  Xm  und  x„.i  von  demjenigen  Felde  aus  zählen,  in  dem 
der  betreffende  Schnitt  die  die  Lasten  tragende  Ourtung  schneidet. 
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Annäherongsvertahren    für    die    Füllungsstäbe:    Für    Grund- 
Stellung  angenommen  (von  B  bis  Punkt  m  in  Fig.  131^c).    Da 

hierbei  nicht  die  größte  Stabkraft,  noch  am  Anfang  willkürlich 

X 

eine  Last  p  •  -jr  zugezählt.     Dann  ist  (§  34) : 


(XIV) 


(XlVa)  |D,  =  |f-p?..i>^. 


(XV) 


(XVa) 

Hierbei  also  Dp*  usw.  entbehrlich.    Diese  Annäherung  rechnet  zu- 
gunsten der  Sicherheit. 

OL  Methode:  Graphisch. 

a)  Gurtstäbe.  ^)  T*ür  beliebigen  Träger.  Die  Momente  infolge 
Vollbelastung  mit  p  sind  durch  die  Ordinaten  einer  Parabel  dar- 
gestellt mit  der  Pfeilhöhe  f=—pl^  (Fig.  118b).    Aus  diesen  Ordi- 

o 

naten  nach  Fig.  118  a  die  Ourtkräfte,  und  zwar  erscheinen  letztere 
im  A  fachen  Maßstabe.     Bei  gleichen  Feld  weiten  also  nicht  ff 

sondern  f'^-^  ^-y  auftragen.     Dann  erscheinen  die  Spannkräfte 
direkt.  ^      ,2 

ß)  Für  Parällelträger.  Die  Pfeilhöhe  der  Parabel  gleich  —  ^- 
nehmen.     Dann  sind  die  Ordinaten  die  Spannkräfte. 

b)  FüUungsstabe.     a)  Für  beliebigen  Träger,     üfach  Fig.  118d 

die  Kraft  -^pl  unter  Ä  auftragen,  hierdurch  die  Auflagerdrücke 
dt 

für  die  verschiedenen  Grundstellungen  bestimmen  und  aus  den 

Auflagerdrücken  nach  Culrtiann  die  Füllungsstäbe. 

ß)  Für  Parällelträger   die   größten   Querkräfte   der   einzelnen 

Felder  nach  Fig.  119a  und  c  (bei  ungleichen  Feldern),  bzw.  nach 

Fig.  119d  (bei  gleichen  Feldern).     Aus  den  Querkräften  direkt  die 

Vertikalen  und,  durch  Ziehen  von  Parallelen,  die  Diagonalen. 
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Gruppe  B. 
Fachwerke  mit  beliebig  vielen  Elnzellasten. 

h  Methode:  Einnußlinieiu  (Vgl.  auch  Fig.  130.) 
a)  Gortstäbe.  Die  EiDflußlinie  wird  in  gewöhnlicher  Weise  ge- 
zeichnet. Um  die  größte  Spannkraft  zu  erhalten,  die  schwersten 
und  am  engsten  zusammenstehenden  Lasten  da  aufstellen,  wo  die 
größten  Ordinaten  sind.  Probieren  mittels  eines  auf  Pauspapier 
gezeichneten  Lastenschemas.  Mathematisches  Kennzeichen  für 
die  gefährliche  Laststellung  nach  §  28, 1: 


(XVI) 


'  B^<{P,  +  P,+  ...+Pm), 


i2  -y-  <  (Pn  +  Pn-l  +  .  .  •  +  Pm)  • 


Voraussetzung  für  dieses  mathematische  Kennzeichen:  Durch  das 
Verschieben  habe  keine  Last  die  Brücke  verlassen  oder  sei  neu 
hinauf  gekommen.    Andernfalls  bleibt  nur  Probieren  übrig. 

Über  dem  Knick  der  Einflußlinie  muß  stets  eine  (möglichst 
schwere)  Last  stehen. 

Zu  beachten  ist  bei  Eisenbahnbrücken,  daß  auch  der  Fall 
berücksichtigt  werden  muß,  daß  der  Tender  Tor  der  Lokomotive 
fährt.  Diese  Zuganordnung  „Kopf  an  Kopf"  (Tender,  Lokomotive, 
Lokomotive,  Tender,  Güterwagen)  bringt  meistens  die  größeren 
Momente  hervor. 

Zur  Vereinfachung  der  Eechnung:  Alle  über  einem  geraden 
Stücke  der  Einflußlinie  stehenden  Lasten  können  durch  ihre 
Ersatzkraft  B  ersetzt  werden.    [Statt  Pi'Vi  +  ^i'Vi  +  Ps'Vb"'' 

B^TjR.] 

b)  Füllangsstäbe.  Zwei  Stellungen  untersuchen.  Von  Grund- 
stellung ausgehen  und  dann  nachsehen,  ob  vorgezogene  Stellung 
einen  Ztiwachs  in  der  Spannkraft  hervorbringt.  [Am  einfachsten 
durch  Vergleichen  der  Ordinaten  mittels  Stechzirkel  od.  dgl. 
Analytisches  Kennzeichen  siehe  §  28,  II.] 

Einflußlinien  sind  die  übersichtlichste  Methode  für  Systeme 
aus  beweglichen  Einzellasten.  Kur  wenn  für  Momente  und  Quer- 
kräfte Tabellen  vorhanden  (Eisenbahnbrücken  der  preußisch- 
hessischen Staatsbahnen  u.  a.),  analytisches  Verfahren  vorziehen. 

n.  Methode:  Analytiseh« 

a)  Gortstäbe.  Momente  für  die  einzelnen  Knotenpunkte  aus 
Tabellen  entnehmen  und  durch  Abstände  dividieren.    FaUs  keine 
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Tabellen  vorhanden,  ist  das  Verfahren  nur  dann  praktisch,  wenn 
nicht  zuviel  Lasten  in  Frage  kommen. 

Die  Lasten  so .  aufstellen,  daß  an  dem  Knotenpunkte,  dessen 
Moment  berechnet  werden  soll,  möglichst  die  schwersten  Lasten 
stehen.  Im  allgemeinen  für  jeden  Knotenpunkt  besondere  Last- 
stellung. Analytisches  Kennzeichen  für  gefährliche  Laststelhmg 
wie  vorhin  bei  Methode  L 

Methode  II  stets  anwenden  bei  Eisenbahnbrücken,  da  hier 
Tabellen  (§  32,  IV). 

b)  Fällungsstäbe,  a)  Pardllelträger,  Wir  bestimmen  für  jedes 
Feld  diejenige  Laststellung,  die  die  größte  Querkraft  hervorbringt. 
Mit  Grundstellung  anfangen.     Dann  Kennzeichen  (§  31,  11): 

l 
Ist   jß  <  P|  y  ,    dann  Orundstollang  maßgebend, 

l 
„    B  >  Pj  -j  ,      „     vorgezogene  Stellung  maßgebend. 


(XVII) 


Im  zweiten  Falle  noch  weiter  untersuchen: 


(XVIIa) 


I 

Ist  B'<  (Pj  +  Pa)y  ,   dann  einmal  vorg.  Stellg.  maßg., 

„    B'>(Pi  +  P2)y,       yj     zweimal  „  „  „     . 


usw. 

[Bedeutungen:  22 « Lastensumme  bei  Grundstellung;  JB'  bei  einmal 
vorgezogener  Stellung;  P^  erste  Last,  Pg  zweite  Last;  l  Brücken- 
länge; X  Länge  des  betreffenden  Feldes.] 

Sobald  über  Laststellung  entschieden,   wird   die   zugehörige 
Querkraft  bestimmt: 


(XVIII) 
(XVIII  a) 

(XVinb) 


'  Q  =  '\-A  [faUs  Grundstellg,  maßg.  war], 

0'=+^'-Pij  [  ,;    einmal  v.  St     „        „  ], 


[a  und  b  sind  die  Abstände  der  ersten  und  zweiten  Last  von 
einander.] 

Sobald  dann  auch  Querkraft  ausgerechnet  ist,  folgen  in  be- 
kannter Weise  D  und  V: 

sin^? 

Eesultate:  Bei  rechtsseitiger  Belastung  für  die  ersten  linken  Felder 
meistens  vorgezogene  Stellung,  für  die  anderen  Grundstellung. 
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/J)  Für  hdiebigtn  Träger.  (Bezugspunkt  außerhalb  der  Spann- 
weite.) Zunäolist  entscheiden,  ob  Grundstellung  oder  vorgezogene 
SteUung  (§  36,  II): 

l   Dp* 
Ist  Ä  <  Pj  ^  —  -  ,  dann  GrnndsteOang  maßgebend, 

(XIX)  {  ^  ^^ 

Ä  >  Pi  —  -^ ,      „     Yorgezogene  SteUung  maßgebend. 


"    "  ^  ^  W  D. 


Im  zweiten  Falle  noch  weiter  untersuchen: 

(  l    Dp' 

Ist  R'  <  (Pi  +  P,)  y    -- ,  dann  einmal  vorgez*  Stellg.  maßg., 

(XX)  I  ^    ^^ 

„  B' >(P,  +  Pf) j •  j^ ,     „     zweimal     „  „  „     . 

[Bedeutungen  der  einzelnen  Buchstaben  wie  bei  Formeln  (XVII) 
und  (XVni),  Werte  Dp^  usw.  aus  der  Zusammenstellung  Fig.  112, 
113  zu  entnehmen.] 

Die  entsprechenden  Formeln  gelten  auch  fär  die  Vertikalen. 

Sobald  über  Laststellung  entschieden,  die  Spannkraft  aus- 
rechnen: 


(XXI)     jD^A'Dji  [falls  Grundstellg.  maßgeb.  war], 

(XXIa)   l  D  -  4'-  D^  +  P'.  Dp^     [  „    vorgez.  SteUg.     „  „  ]. 

Entsprechend  für  F.     In  den  Formeln  ist 
(XXn)  -^'      -  ^ 


(XXII  a) 


P'=Piy  bei  einmal  vorgezog.  Stellg., 

bzw.  =  -^ Y" ~       "   zweimal        „  „     , 


Nachdem  somit  rechtsseitige  Belastung  erledigt  ist,  in  ent- 
sprechender Weise  linksseitige  Belastung  untersuchen:  Zunächst 
über  maßgebende  Stellung  entscheiden  und  dann  Spannkraft  be- 
rechnen. [In  den  Formeln  tritt  statt  JL:  J5,  statt  P':  P^\  statt 
D^:  Dßf  und  statt  D/v:  D/v..]  Es  kommt  auf  dasselbe  hinaus, 
wenn  man  statt  dessen  zunächst  sämtliche  Füllungsstäbe  nur  für 
rechtsseitige  Belastung  bestimmt  und  dann  die  Spannkräfte  bei 
linksseitiger  Belastung  durch  entsprechende  Vertausch ung  der  Stäbe 
findet.  ' 

Besultate:  Bei  rechtsseitiger  Belastung  ist  bei  Halbparabel- 
trägern in  den  ersten  Feldern  links  häufig  vorgezogene  Stellung, 
für  die  anderen  Felder  Grundstellung  maßgebend.  Bei  Parabel- 
trägern aber  gerade  umgekehrt. 
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III.  Methode:  Graphisch, 

a)  Gurtstäbe,  (x)  Für  beliebige  Träger,  Zu  dem  Lastenschema 
wird  ein  Seilpolygon  gezeichnet  und  durch  Ausprobieren  mehrerer 
Stellungen  für  jeden  Punkt  m  die  größte  Ordinate  y^  des  Seil- 
polygons bestimmt.  Aus  diesem  y^  dann  nach  Fig.  120c  die  Gurt- 
kräfte. Pol  weite  H  des  Seilpolygons  zweckmäßig  als  Vielfaches  der 
Feldweite  k  nehmen  (damit  der  Bruch  H:k  eine  bequeme  Zahl 
wird;  Fig.  120c). 

ß)  Für  Farallelträger.  Die  Ordinate  y«  des  Seilpolygons  gibt 
direkt  die  zu  dem  betreffenden  Punkte  m  gehörige  Qurtkraft  an, 
und  zwar  im  Verhältnis  E\h.  Zweckmäßig  also,  R  als  Vielfaches 
von  ft  zu  nehmen. 

b)  Fällungsstäbe,  ot)  Für  beliebige  Träger.  J. -Polygon  zeichnen 
und  hierin  den  Unterschied  AA  der  Auflagerdrücke  bei  vorgezo- 
gener Stellung  und  bei  Grundstellung  bestimmen.  Ferner  Kraft  P' 
bestimmen,  die  durch  das  Vorziehen  in  dem  Belastungspunkte  auf 
der  anderen  Seite  des  Schnittes  entsteht.  Dann  nach  Cülmann 
die  Spaunkräfte  in  dem  betreffenden  Stabe  infolge  AA  und  in- 
folge F\  Der  Vergleich  dieser  beiden  Spannkräfte  gibt  an,  ob 
Grundstellung  oder  vorgezogene  Stellung  maßgebend  ist.  Für  die 
als  maßgebend  erkannte  Stellung  dann  die  endgültige  Bestimmung 
nach  Otdmann  durchführen. 

ß)  Für  Farallelträger.  Mittels  A- Polygon  die  Querkräfte  bei 
Grundstellung  mit  denen  bei  vorgezogener  Stellung  vergleichen. 
(Erstere  direkt  gleich  dem  Auflagerdruck  A ,  letztere  gleich  dem 
betreffenden  Auflagerdruck  A'  weniger  F\)  Aus  der  größten  Quer- 
kraft dann  V  und  2>.         

Gruppe  C. 
Faohwerke  mit  nur  zwei  Lasten  (Erantrnger). 


Hier  ist  vor  allen  Dingen  für  jeden  Stab  die  maßgebende 
Laststellung  klar:  Bei  einem  Gurtstab  muß  eine  (und  zwar  die 
schwerere)  Last  über  dem  Bezugspunkte,  und  die  andere  nach 
der  Mitte  des  Fachwerkes  zu  stehen.  Bei  einem  Füllungsstabe 
ist  stets  Grundstellung  maßgebend. 

Diese  Einfachheit  der  Stellungen  kommt  namentlich  der  ana 
lytischen  und  der  rein  graphischen  Methode  zugute. 

L  Analytlsehe  Methode, 
a)  Gurtstäbe.    Für  jede  Stellung  vom  Knotenpunkte  0  (links) 
an  den  Auflagerdruck  A  bestimmen.    Da  nun,  wie  aus  der  Last- 
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Stellung  folgt y  zwischen  A  und  Bezugspunkt  keine  weitere  Last 
steht,  ist  das  Moment  einfach: 

(XXIII)  M^^A'Xn^. 

Aus  dem  Moment  dann  die  Qurtkräfte. 

b)  Füllungsstäbe,  a)  Für  beliebige  Träger,  Wir  bestimmen  die 
Spannkraft  eines  jeden  Fällungsstabes  infolge  J.  « 1,0  t  (mittels 
Kräfteplan  oder  analytisch).  Dann  ist,  da  zwischen  Auflager  und 
Schnitt  keine  weitere  äußere  Kraft  vorhanden: 

Die  Auflagerdrücke  Ä  für  die  verschiedenen  Laststellungen 
sind  sehr  einfach  zu  berechnen,  da,  bei  gleichen  Feldweiten,  die 
Differenz  zwischen  je  zwei  aufeinander  folgenden  Werten  A  kon- 
stant ist. 

ß)  Für  Parallelträger.  Da  stets  Grundstellung,  so  ist  die 
Querkraft  Q  gleich  dem  Auflager  druck  A .  Aus  Q  dann  V  und  D. 

c)  Ourtstäbe  und  Füllungsstäbe  gemeinsam.  Auch  die  für  einen 
Gurtstab  maßgebende  Laststeilung  ist  im  vorliegenden  Belastungs- 
falle stets  so,  daß  am  linken  Teile  nur  der  Auflagerdruck  A  als 
einzige  äußere  Kraft  wirkt.  Hieraus  folgende  Berechnung:  Wir 
bestimmen  für  Gurt-  und  Füllungsstäbe  die  Spannkräfte  in- 
folge J.  »  1,0  t  (mittels  Kräfteplan  oder  analytisch).    Dann  ist 

(XXIV)  f  0  =  ^.0^;         Ü==A'U^; 

(XXIVa)  [D^AD^]        7  =  ^.7^. 

Für  die  praktische  Ausrechnung  geht  man  so  vor,  daß  man 
der  Eeihe  nach  die  einzelnen  Laststellungen  vornimmt,  zu  jeder 
derselben  den  Auflagerdruck  A  hinschreibt  und  daneben  die  Spann- 
kräfte, die  zu  der  betreffenden  Laststellung  gehören  (Beispiel  s. 
§  47  y  siebente  Aufgabe). 

n.  Graphische  Methode. 

Gurtstäbe  und  Füllungsstäbe  gemeinsam.  Zu  jeder  Laststellung 
gehört  im  allgemeinen  ein  Ober-  und  ein  Untergurtstab,  eine  Dia- 
gonale und  eine  Vertikale,  für  die  diese  eine  Laststellung  maß- 
gebend  ist.  Da  diese  Laststellung  außerdem  derart  ist,  daß  am 
linken  Teile  außer  dem  Auflagerdruck  A  keine  weitere  äußere 
Kraft  wirkt,  so  ergibt  sich  folgender  Bechnungsgang :  Mittels 
J. -Polygon  bestimmen  wir  jbu  jeder  Laststellung  den  zugehörigen 
Auflagerdruck  A .  Aus  diesem  Auflagerdruck  A  ergeben  sich  dann 
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Dach  Oulmann  die  vier  Stäbe,  die  im  allgemeinen  zu  jeder  Last- 
Stellung  gehören.  (Hierbei  muß  man  für  die  vier  Stäbe  zwei  ver- 
schiedene Schnitte  a — a  und  ß—ß  logen,  um  sie  nach  Cuhnann 
ermitteln  zu  können.  Der  Auflagerdruok  bleibt  aber  für  beide 
Schnitte  derselbe.) 

Diese  graphische  Methode  ist  augenscheinlich  nichts  anderes 
als  die  zeichnerische. Durchführung  des  vorhin  unter  Ic  entwik- 
kelten  Gedankens. 


D.  Beziehungen  zwischen  den  Spannkräften. 

Es  ist  bereits  mehrfach  darauf  hingewiesen,  daß  es  nicht  immer 
nötig  ist,  bei  einem  Fachwerke  alle  Stäbe  einzeln  zu  untersuchen, 
sondern  daß  man  häufig  eine  Stabkraft  aus  der  andern  folgern 
kann.  Hierbei  haben  wir  namentlich  folgende  Vereinfachungen 
für  die  Berechnung  gefunden  (vertikale  Belastung  vorausgesetzt): 

L  Fiir  die  Gurtstäbe. 

a)  Beim  Fachwerk  mit  Haupivertikalen  (Fig.  90a)  lassen  sich 
je  ein  Obergurt-  und  ein  Untergurtstab  miteinander  in  Beziehung 
bringen: 

(XXV)  0  •  cos/?  =  - 17  •  cosy  . 

Hieraus  folgt: 

„  ^    cos/?  ^    u  .     ] 

U  =  —0  • —  =  —0  •  —  ;     oder 

cosy  0  I 

\  vgl.  Fig.  90  a. 


(XXV  a) 


0  =  ^17.-^^-?^  =  -- 17.^ 


cos/?  u 

b)  Beim  Fachwerk  mit  Hilfsvertikälen  (Fig.  90  b)  lassen  sich 
je  zwei  Ober-  und  zwei  üntergurtstäbe  in  Beziehung  bringen: 

(XXVI)  Äi  •  cos/?i  =  Äj, .  cos ^3  . 

Hieraus  folgt: 


(XXVI  a) 


^         ^      cos/?,         o.      *9 

82  =  8^ V-  =  Ä,  •  -^  ;     oder 

*  *     C0S)^2  *     *i  ' 


COS^l  8, 


2 


Vgl.  Fig.  90b. 


Die  obigen  Beziehungen  gelten  für  jede  Laststellung  und  sind  un- 
abhängig davon,  ob  die  Belastung  am  Ober-  oder  am  Untergurt  angreift. 
Daraus  folgt,  daß  beispielsweise  für  Fig.  90  a  die  Einflußlinie  für  den  Stab  ü 
genau  übereinstimmt  mit  der  Einflußlinie  für  0 ;  nur  daß  die  Ordinaten  im 
Verhältnis  cos^  :  cos  7^  verändert  erscheinen.  Auch  die  gefahrlichen  Last- 
Stellungen  müssen  deshalb  für  beide  Stäbe  dieselben  sein.     Es  genügt 
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also  in  solchen  Fällen,  nur  die  halbe  Anzahl  der  Stäbe  mittels 
Einflußlinien  od.  dgl.  zu  berechnen.  Die  andere  Hälfte  folgt 
dann  direkt  durch  die  obigen  Beziehungen. 

II.  Für  die  Füllungsstäbe. 

a)  Beim  Fachwerfc  mit  Hauptvertikalen.  Hat  ein  solches  eine 
horizontale^  unbelastete  Gurtung,  so  lassen  sich  je  eine  Diagonale 
und  eine  Vertikale  in  Beziehung  bringen.  Für  Fig.  78  z.  B. 
folgt  aus  dem  Gleichgewicht  des  Punktes  o,  daß  stets  ist: 

F«— 2>«8in9?     bzw. 
V 


(XXVII) 


D  =  - 


Hinq) 


Wenn  man  also  z.  B.  die  Binflußlinien  für  die  Vertikalen  gezeich- 
net und  mit  deren  Hilfe  die  Spannkräfte  V  ermittelt  hat,  so  hat 
man  aus  jedem  V  auch  das  betreffende  D .  Es  wäre  Verschwen* 
düng,  sowohl  für  D  als  auch  für  V  die  Einflußlinien  zu  zeichnen. 
[Anwendung  namentlich  bei  Parallelträgern  (Fig.  132).] 

Hat  das  Fachwerk  keine  horizontale,  unbelastete  Gurtung,  so  gehört 
im  allgemeinen  zu  jedem  Füllungsstabe  eine  besondere  Einflußlinie.  Auch 
wenn  zwei  solcher  Binflußlinien  ähnlich  aussehen,  z.  B.  D^  und  F,  in 
Fig.  100,  so  sind  sie  doch  nicht  proportional,  sondern  haben  verschieden 
gelegeneNull punkte,  somit  verschiedene  Beitragsstrecken,  Laststellungen  usw. 
Jede  muß  also  besonders  gezeichnet  imd  untersucht  werden.  [Einzelne 
Teile  von  zwei  Einflußlinien  können  trotzdem  gelegentlich  in  Beziehung 
gebracht  werden.  So  stimmt  z.  B.  in  Fig.  98,  99  die  positive  Laststellung 
von  2>4  mit  der  negativen  Laststellung  von  F,  überein.  Daraus  folgt,  daß 
sich  D«^^  zu  Vi"^  verhält  wie  die  Höhen  der  betreffenden  Einflußdreiecke, 
also  2>i+> :  Fi""»  =  D*.  ^  :  F,,  ^ ;  usw.] 

b)  Beim  Fachwerh  mit  Hilfsvertikdlen.  Hier  lassen  sich  die- 
jenigen Hilfsvertikalen,  die  mit  der  unbelasteten  Gurtung  zu 
einem  Hilfsknotenpunkte  zusammenstoßen  ^  durch  die  Qurtkräfte 
ausdrücken.  In  Fig.  93a  folgt  z.  B.  bei  jeder  LaststelluDg  (am 
Untergurt)  aus  dem  Gleichgewicht  von  Punkt  4: 

IV^  =  -Äj  •  sin/Ji  +  S,  .  sin/?8 
Für  F4  braucht  also  keine  besondere  Einflußlinie  gezeichnet  zu 

werden.  Hinsichtlich  Vorzeichen  in  den  Formeln:  S^  und  8^  zunächst  als 
Zug  angenommen.  Dann  sofort  zu  entscheiden^  ob  die  betreffende  Zugkraft 
jSf^ ,  8f^  in  F«  positive  oder  negative  Spannung  erzeugt.  Später  beim  Zahlen- 
einsetzen müssen  dann  natürlich  8^  und  8^  noch  mit  besonderen  Vorzeichen 
eingeführt  werden.] 
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ni.  Allgemeine  Kontrollen« 

Aus  der  Betrachtung  der  einzelnen  Knotenpunkte  lassen  sich 
zwischen  den  einzelnen  Stäben  stets  Kontrollen  aufstellen.  Bei- 
spielsweise sieht  man  in  Fig.  131^a,  daß  die  vier  am.  Knotenpunkte  m 
zusammenlaufenden  Stäbe  stets  ein  Gleichgewichtssystem  bilden 
müssen,  ganz  gleichgültig,  in  welchem  Knotenpunkte  des  Ober- 
gurtes die  Last  steht.  Man  kann  diese  Beziehung  (geschlossenes 
Kräftepolygon)  gelegentlich  zur  Kontrolle  oder  auch  zur  Berech- 
nung eines  der  Stäbe  mit  Hilfe  der  anderen  benutzen.  Bei  Auf- 
stellung solcher  Zusammenhänge  zwischen  den  einzelnen  Stäben 
wird  man  meistens  die  unbelasteten  Knotenpunkte  ins  Auge 
fassen,  damit  man  nicht  durch  das  Hinzukommen  einer  Knoten- 
punktslast gestört  wird.  Ferner  wird  man  solche  Knotenpunkte 
vorziehen,  an  denen  die  Ourtstäbe  ohne  Knick  durchlaufen. 


Sehlnßbetrachtung» 

Hinsichtlich  der  Eignung  und  Beliebtheit  der  verschiedenen 
Verfahren  möge  auch  noch  einiges  gesagt  werden:  Neuerdings 
neigt  man  immer  mehr  dazu,  der  analytischen  Bereohnungsweise « 
den  Vorzug  zu  geben.  Bei  gleichmäßig  verteilter  Belastung,  für 
die  die  Formeln  besonders  einfach  werden,  ferner  bei  Eisenbahn- 
brücken, für  die  Tabellen  aufgestellt  sind,  und  schließlich  bei 
Kranträgern  mit  ihrem  einfachen  Belastungsschema  ist  die  ana- 
lytische Methode  sicherlich  zugleich  die  bequemste,  genaueste  und 
am  schnellsten  zum  Ziele  führende.  In  allen  anderen  Fällen  dürften 
die  Einflußlinien  am  geeignetsten  sein,  die  Wirkung  beweglicher 
Lastensysteme  zu  ermitteln.  Die  rein  graphischen  Methoden  sind 
in  einfachen  Fällen  langwieriger  als  das  analytische  Verfahren  und 
bieten  andrerseits  bei  komplizierter  Belastung  nicht  die  Übersicht- 
lichkeit, durch  die  sich  die  Einflußlinien  auszeichnen.  Deshalb 
haben  die  graphischen  Methoden  viel  von  ihrer  früheren  Beliebt- 
heit verloren.  Noch  weit  mehr  gilt  dieses  von  manchen  anderen 
Verfahren,  die  eigentlich  nur  noch  historische  Bedeutung  haben 
und  deshalb  in  diesem  Buche  gar  nicht  mehr  aufgenommen  wurden. 
Für  den  modernen  Statiker  gibt  es  nur  noch  die  Entscheidung: 
„entweder  analytisch  oder  Einflußlinien".  Aber  natürlich  ist  diese 
Frage  nur  subjektiv  zu  behandeln. 

Hinsichtlich  der  Anordnung  der  Berechnung  ist  es  am  über- 
sichtlichsten, wenn  man  die  ständige  und  die  bewegliche  Last 
möglichst  getrennt  behandelt.    Man  kann  aber  auch  die  Momente 
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infolge  ständiger  und  infolge  beweglicher  Last  zusammenfassen 
und  hieraus  dann  direkt  die  größten  Ourtkräfte  bestimmen.  Beim 
Parallelträger  kann  man  femer  die  Quefkräfte  infolge  der  beiden 
Belastungen  zusammenziehen,  um  aus  den  größten  Querkräften 
die  Fällungsstabe  zu  ermitteln. 

§47. 
Sammlung  von  Aufgaben  zu  Abschnitt  IL 

Erste  Awfgabe. 

Für  den  ParalteUräger  Fig.  132  sind  die  Einflußinien  zu 
zeichnen! 

Spannweite  l  =  6;i  «  6- 3,00  =  18,00  m;  Höhe  Ä«  2,25  m; 
Fahrbahn,  oben. 

Das  Aufzeichnen  der  Einflußlinien  geschieht  natürlich  nach 
den  allgemeinen  im  3.  Vortrage  entwickelten  Begeln.  Nur  lassen 
sich  beim  Parallelträger  einige  Vereinfachungen  erzielen. 

a)  Gurtstäbe.  Wir  tragen  (Fig.  132)  für  jeden  Stab  die  Streck» 

r       Ä 

auf.  Bei  gleichen  Feldweiten  ist  diese  Strecke  beim  zweiten  Stabe 
doppelt  so  groß  als  beim  ersten;  beim  dritten  Stabe  dreimal  so 
groß  als  beim  ersten;  usw.  Somit  geht  das  Aufzeichnen  der  Drei- 
ecke A'E'B'  sehr  schnell. 

Wie  aus  den  For;:neln  für  0  und  JJ  bzw.  aus  einem  schräg 
gelegten  Schnitte  ß — ß  folgt,  ist  0^  -« —  üj.  Entsprechend  0,  —  —  Uj . 
Je  zwei  Gurtstäbe  haben  also  eine  gemeinsame  Einflußlinie.  Nur 
das  Vorzeichen  derselben  muß  für  0  und  JJ  verschieden  genommen 
werden. 

Zusatz:  Statt  die  Werte  (wiTi)  aufzutragen,  kann  man  auch 
so  vorgehen,  daß  man  nur  die  Werte  x  aufträgt  (also  A'O'^m) 
und  hiermit  die  Einflußlinien  zeichnet.  Dann  muß  man  natürlich 
das  Eesultat  nachträglich  durch  h  dividieren.  Um  diese  Division 
nicht  zu  vergessen,  schreibt  man  neben  der  Einflußlinie  den  ^^Mul- 
iiplikiUor^*  i  »  1 :  &  •    Im  vorliegenden  Falle  also 

i«l=^  0,444. 

Beispiel:  Für  0,  würde  man  %  =  9,0  auftragen,  die  Einfluß- 
linie zeichnen,  die  Ordinaten  ij  abmessen  und  schließlich  die  Pro- 
dukte P  •  Tj  mit  dem  Multiplikator  h^{l:h)  multiplizieren: 

0,-t(P,.i7,  +  P,-i?, +  ...). 

Fiieher,  Stotik    II/L  *^^ 
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Hinsichtlich  des  Maßstabes  gilt  folgende  Festsetzung:  Die  Strecken 
Ä'  0'  =*{x\  %)  bzw.  -*  m  tragen  wir  als  Kräfte  auf.  Beispielsweise 
für  den  Stab  0,  (mit  iR,  =  9,0  m)  ist  A'O'^m^'^  9,0  t.  Dieser 
Wert  wird  also  in  einem  Kräftemaßstab  aufgetragen.  In  demselben 
Maßstabe  werden  nachher  die  Ordinaten  t;  abgemessen.  Der  Mul- 
tiplikator Ic  ist  eine  bloße  Zahl,  ohne  Benennung. 

b)  FüllnngsstlSbe.  Da  beim  Parallelträger  die  Fullungsstäbe 
aus  den  Querkräften  folgen,  können  wir  die  Einflußlinien  für  i) 
und  y  auch  so  finden,  daß  wir  zunächst  die  Einflußlinien  für  die 
Querkräfte  zeichnen.  Nach  Band  I,  §  65,  Fig.  llOd,  tragen  wir 
von  einer  Nullachse  A'B'  aus  die  Strecken  A'0'=  1,0  t  und  B'D^ 
-=  1,0  t  auf^  verbinden  kreuzweise  und  tragen  unter  dem  Felde, 
für  das  die  Querkraft  bestimmt  werden  soll,  die  Abschrägung 
ein.  Im  rechten  Teile  sind  die  Ordinaten  positiv,  im  linken  Teile 
negativ. 

Von  den  Querkräften  'kommen  wir  zu  den  Füllungsstäben 
mittels  der  Beziehungen: 

8m9> 

[Auf  der  linken  Trägerhälfte  sind  linkssteigende  Diagonalen;  da- 
her die  obigen  Vorzeichen.]  Für  die  Vertikalen  benutzen  wir  also 
ohne  weiteres  die  Einflußlinien  für  die  Querkraft;  nur  die  Vor- 
zeichen sind  entgegengesetzt  zu  nehmen.  Für  die  Diagonalen  be-. 
nutzen  wir  ebenfalls  die  gleichen  Einflußlinien,  nur  schreiben  wir 
den  jyMuUiplikaior*^ 

» 1 |tg=.  1,667 

Binq>      2,25 

hinzu.  Dann  brauchen  wir  also  an  den  Einflußlinien  selbst  nichts 
zu  ändern,  sondern  setzen  bei  den  Diagonalen  einfach  vor  das 
Resultat  noch  den  Faktor  h : 

Auf  diese  Weise  werden  beim  Parallelträger  die  Diagonalen  und 
Vertikalen  gemeinsam  bestimmt  (Fig.  132). 

Die  erste  Vertikale,  Fo,  ist  direkt  gleich  dem  Auflager- 
druck Ä.  Für  die  mittelste  Vertikale  muß  eine  besondere  Ein- 
flußlinie gezeichnet  werden,  da  V^  eine  Zwischenvertikale  ist. 

Übungsaufgabe:  Man  nehme  als  Belastung  eine  Laufkatze 
mit  zwei  Raddrücken  zu  je  6,0  t  im  Badstande  von  1,40  m  und 
werte  die  Einflußlinien  aus.  Ferner  nehme  man  als  Belastung 
das  in  Fig.  132  gezeichnete  Laatenschema. 
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Zweite  Aufgabe^ 

Für  den  Pardlletträger  Fig.  133  sind  die  Einflußlinien  zu 
zeichnen! 

Spannweite  { »  6 A  »  6  *  3,00  »  18,00  m ;  Höhe  h  »  2,25  m ;  Be- 
lastung oben. 

a)  Gurtstäbe.  Die  Einflußlinien  sind  wie  vorhin  gezeichnet. 
Man  kann  entweder  {x :  h)  auftragen  oder  nur  x .  Im  ersten  Falle 
ergeben  die  Ordinaten  direkt  die  Spannkräfte;  im  zweiten  Falle 
gehört  noch  zu  der  ganzen  Einflußlinie  der  Multiplikator  %  »  (1 :  %). 
In  Fig.  133  ist  zur  Einübung  die  letztere  Methode  gewählt. 

b)  Fällungsstäbe.  Die  Spannkräfte  für  die  Diagonalen  in- 
folge A  =  1,0  t  und  infolge  £  »- 1,0  t  sind: 

1,0_ 

[Das  obere  Vorzeichen  für  linkssteigende, 
das  untere  fOr  rechtssteigende  Diagonalen]. 

Bm<p 

Entweder  tragen  wir  also  diese  Werte  auf,  oder  wir  zeichnen  die 
Einflufilinien  für  die  Querkräfte  der  einzelnen  Felder  und  müssen 
dann  aber  noch  zu  der  Einflußlinie  den  Multiplikator  %  »  (1  :  sing?) 
hinzufügen.  In  Fig.  133  ist  letzterer  Weg  gewählt.  Die  Vorzeichen 
bestimmen  sich  nach  unseren  Regeln  für  Parallelträger  oder  direkt 
aus  der  Anschauung. 

Die  VerHJcaien  sind  nur  Hilfsvertikalen.  Da  die  anstoßenden 
Ourtstäbe  (Obergurt)  ohne  Knick  durchlaufen,  erstreckt  sich  die 
Einflußlinie  einer  Vertikale  nur  über  die  beiden  angrenzenden 
Felder. 

Übungsaufgabe:    Berechne   Fig.  133    für    das    eingezeichnete 

Lastenschema. 

Dritte  Aufgabe. 

Der  ParaMettrdger  mit  Zwisehenfachwerk  Fig.  134  ist  zu  he- 
rechnen  1 

Spannweite  I  =  12  •  1,50  =>  18,00  m;  Höhe  h  «  2,25  m;  Be- 
lastung  durch  zwei  Laufkatzen  von  20,0 1  bzw.  12,0 1  Baddruck 
nach  Fig.  134b. 

Die  Berechnung  geschieht  nach  dem  in  §  45, 1  entwickelten 
Verfahren:  Zunächst  wird  nur  das  Orundsystem  berücksichtigt, 
und  für  dieses  werden  die  Einflußlinien  gezeichnet.  Dann  werden 
die  Zwischensysteme  berücksichtigt  und  deren  Einflußlinien  an 
die  vorhin  (für  das  Grundsystem)  gezeichneten  Einflußlinien  heran- 
gelegt. 
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a)  Onrtßtäbe.  Das  Grandsystem  von  Fig.  134  stimmt  überein 
mit  dem  bereits  in  Fig.  133  behandelten  Parallelträger.  Deshalb 
sind  auch  die  (vorläufigen)  Einflußlinien  A'E'B'  in  Fig.  134b— e 
gleich  den  entsprechenden  von  Fig.  133.  [Kur  die  Multiplikatoren  ft 
fallen  fort,  da  die  richtigen  Werte  x :  r  aufgetragen  sind.  Auch, 
der  Eräftemaßstab  ist  ein  anderer.]  Jetzt  mässen  aber  noch  die 
Einflußlinien  für  die  Teilsysteme  hinzugefügt  werden.  Beispiels- 
weise bildet  der  Stab  0^  den  Obergurt  von  dem  ersten  kleinen 
Hängewerk  0 — 1 — 2.  Seine  Einflußlinie  ist  also  ein  Dreieck  von 
der  Länge  X  und  mit  der  Spitze  unter  Punkt  1 .  Dieses  Dreieck 
(in  Fig.  134b  schraffiert)  wird  nun  an  das  vorhin  gezeichnete  Drei- 
eck Ä'E'B'  herangelegt,  und  die  endgültige  Einflußlinie  A'E''B'  ist 
fertig.  Wie  in  §  45, 1  Fig.  124,  bewiesen  wurde,  entsteht  durch  dieses 
Hinzufügen  des  kleinen  Dreieckes  kein  Knick  an  der  Stelle  E\ 
sondern  die  Strecke  B'E^  der  früheren  Einflußlinie  geht  einfach 
geradlinig  weiter.  Man  braucht  also  das  kleine  Dreieck  nicht 
erst  aus  dem  betreffenden  Zwischensystem  zu  konstruieren,  sondern 
hat  nur  die  für  das  Grundsystem  gezeichnete  Einflußlinie  ent- 
sprechend geradlinig  zu  verlängern. 

In  derselben  Weise  sind  0^  und  Og  bestimmt.  Man  beachte 
den  durch  die  Zwischensysteme  hervorgerufenen  Unterschied  der 
Spannkräfte  0,  und  0^  (Fig.  134b,  c  und  Fig.  133).  Der  Stab  U^ 
wird  durch  die  Zwischensysteme  nicht  berührt. 

b)  Füllungsstäbe.  Zunächst  wird  das  Grundsystem  erledigt. 
Dessen  Einfiußlinien  stimmen  überein  mit  den  entsprechenden 
von  Fig.  133.  [Nur  die  Multiplikatoren  Je  fallen  fort,  da  jetzt 
die  richtigen  Werte  D^,  Dß  =«  (1,0  :  sin«)  aufgetragen  sind.  Auch 
der  Kräftemaßstab  ist  ein  anderer.]  Für  D^y  D,  und  Dj  sind 
diese  Einflußlinien  bereits  die  endgültigen.  Für  die  anderen 
Diagonalen  {Dl,  Di,  D^)  müssen  noch  die  von  den  Zwischen- 
systemen herrührenden  Einflußlinien  hinzugefügt  werden.  In  den 
Zwischensystemen  treten  die  Stäbe  Di,  Di  und  Di  als  Untergurt- 
stäbe auf.  Diese  Einflußlinien  bilden  also  kleine  Dreiecke  von 
der  Länge  i.  mit  der  Spitze  unter  Knoten  2  bzw.  3  oder  ö .  Das 
Vorzeichen  dieser  Einflußlinien  ist  positiv,  da  es  sich  um  die 
Untergurtstäbe  der  Zwischenfachwerke  handelte  Nun  werden  diese 
kleinen,  positiven  Dreiecke  an  die  vorhin  für  das  Grnndsystem 
gezeichneten  Einflußlinien  herangelegt,  und  zwar  so,  daß  sie  an 
den  positiven  Teil  der  letzteren  ansd^lleßen.  EUerduroh  ent- 
stehen dann  die  endgültigen  Einflußlinien. 

Die  Vertikalen  Fj  und  Fg  gehören  nur  zum  Orundsystem. 
Fj ,  F4 ,  F5 ,  2>4 ,  Dg ,  I>e  gehören  nur  zu  den  Zwischensystemen. 
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Vierte  Aotgftbei 

Für  den  Träger  Fig.  135  mit  gebogenem  Unterjgurt  sind  die 
Einflußlinien  9su  eniwickelnJ 

Spannweite  Z  ==  6 A  =  18,00  m ;     Feldweite  X  =  3,00  m. 

Endvertikale  Kq  =  1,00  m;     Mittel  vertikale  hz  =  2,00  m. 

Die  Knotenpunkte  des  Untcrgnrtes  liegen  auf  einer  Parabel. 

Das  Aufzeichnen  der  Einflußlinien  ist  in  normaler  Weise 
nach  den  im  3.  Vortrage  durchgenommenen  Eegeln  ausgeführt. 
Zunächst  sind  die  Hilfswerte  0^,  D"^,  D^  und  Dß,  V^  und  V^ 
bestimmt.  Und  zwar  wurde  hierzu  ein  für  ^  =  1,0  t  gezeichneter 
Kräfteplan  genommen^  Da  das  System  symmetrisch  ist,  braucht 
man  zu  den  Spannkräften  infolge  B  ^  1,0  t  nicht  einen  besonderen 
Kräfteplan,  sondern  man  zeichnet  den  Kräfteplan  mit  A  =^  1,0t 
auch  für  die  rechte  Seite  der  Trägerfigur  durch  und  erhält  dann  aus 
diesem  Kräfteplan  durch  spiegelbildliche  Vertauschung  der  Stäbe 
auch  die  Spannkräfte  infolge  £  »  1,0  t  (s.  §  27,  zweite  Aufgabe). 

Aus  den  Hilfsspannkräften  infolge  A  »  1,0  t  und  £  =  1,0  t 
ergeben  sich  in  bekannter  Weise  die  Einflußlinien.  Als  Maßstab 
ist  der  halbe  Maßstab  des  Kräfteplans  gewählt.  Die  Spann- 
kräfte Z7y  und  TJ^  sind  im  Kräfteplan  so  wenig  voneinander  ver- 
schieden, daß  für  beide  Stäbe  die  gleiche  Einflußlinie  verwendet 
werden  kann.  Die  Vertikalen  sind  Zwischenvertikalen  und  haben 
demgemäß  etwas  abweichende  Einflußlinien  (s.  §  26). 

Fünfte  Aufgabe. 

Für  den  Träger  Fig.  136  mit  ZwischenfachwerJc  sind  die 
Einflußlinien  zu  entwickeln! 

Das  System  ist  das  gleiche  wie  in  Fig.  135,  nur  daß  die 
Zwischcnfachwerke  hinzugekommen  sind.  Mit  Beachtung  der 
vorhin  für  das  Grundsystem  bereits  klargelegten  Einflußlinien  sind 
in  Fig.  136  sämtliche  Einflußlinien  entwickelt.  (Vgl.  dritte  Auf  gäbe.) 

Sechste  Aufgabe. 

Der  Kranträger  Fig.  137^  138  ist  mittels  Einflußlinien  zu  be- 
rechnen! 

Abmessungen:  Spannweite  Z=  10 A»=  10  •1,50=»  15,00m;  Höhe 
am  Auflager  0,50  m,  in  der  Mitte  1,50  m;  Untergurt  auf  Parabel. 
Belastung  durch  zwei  Radlasten  zu  10,00  t  im  Abstaijde  von  1,80  m 
voneinander.  Außerdem  Eigengewicht  von  0,50  t/m.  Letzteres 
möge  bei  diesem  Beispiele  ebenfalls  durch  die  Einflußlinien  er- 
ledigt werden. 
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Das  Aufzeichnen  der  EinfluBlinlen  geschehe  mit  Hilfe  der 
Spannkräfte  infolge  Jl  » 1,0  t  und  der  Hilfswerte  Dp*  {D'/)  usw. 
Der  Kräfteplan  für  Ji^l^Ot  ist  in  Fig.  187  b  gezeichnet. 

a)  eortetäbe.  Die  Einflußlinien  fär  0^  —  O5  sind  mit  Hilfe  der 
Spannkräfte  0^  in  Fig.  137  c— g  dargestellt.  TJy^  ist  gleich  Null. 
V^  ist  in  Fig.  137h  gezeichnet.  Für  U,  ergibt  sich  aus  dem 
Kräfteplan,  daß  die  Spannkraft  U^  sich  fast  gar  nicht  mehr  von 
der  Spannkraft  0^  unterscheidet.  Deshalb  konnte  die  letztere 
Einflußlinie  auch  für  TJ^  benutzt  werden.  Nur  das  Vorzeichen 
ist  beim  Untergurt  yy+'^  Das  gleiche  ist  mit  TJ^  und  V^  der  Fall. 

Ferner  sei  daran  erinnert,  daß  es  beim  Fachwerke  mit  Verti- 
kalen überhaupt  genügt,  entweder  die  Obergurtstäbe  oder  die 
Untergurtstäbe  zu  ermitteln.  Denn  es  bestehen  die  Beziehungen: 

U^  cosy  =  —Ol ;     17,  cosy  =  —0,  usw. 
Die  einen  Kräfte  können  also  aus  den  anderen  gefolgert  werden. 
[Die  COS.  werden  aus  der  Zeichnung  abgegriffen.] 

Aus  den  Einfiußlinien  folgen  dann  die  Spannkräfte  infolge 
Bigengewicht,  indem  man  diese  .Belastung  g  »  0,50  mit  dem  In- 
halte der  Einflußfläche  multipliziert.  Die  Spannkräfte  infolge  der 
beweglichen  Last  ergeben  sich  durch  Multiplikation  der  Baddrficke 
mit  den  Ordinaten.  Sämtliche  Ausrechnungen  sind  in  Fig.  137 
hinzugeschrieben. 

b)  Fiillungsstäbe.  Zunächst  sind  überall  die  Spannkräfte  in- 
folge J.  »1,0t  als  Strecken  A'O'  aufgetragen  und  hierdurch  die 
Teile  F'B'  der  Einflußlinien  festgelegt.  Bei  der  Diagonalen  D^ 
fällt  die  Abschrägung  B'F'  ins  erste  Feld  und  kann  also  eben- 
falls  sofort  eingezeichnet  werden  (Fig.  138  a).  Bei  den  übrigen 
Diagonalen  ist  die  Abschrägung  E'F'  mittels  der  Werte  Dj^  {D['  in 
Fig.  92)  bestimmt:  Nach  der  Zusammenstellung  Fig.  113  (Be- 
lastung am  Obergurt,  linkssteigende  Diagonalen)  ergibt  sich  z.  B. 
für  i>2  der  Hilfswert  Dp>^  indem  wir  die  Kraft  1,0  t  in  Richtung 
des  Obergurtstabes  0,  und  des  Diagonalstabes  D,  zerlegen  (Fig.  138  c). 
Letztere  Linie  ist  dann  als  Abstand  E''B' »  Dp*  in  die  EinfluB- 
linie  einzutragen,  wodurch  der  Punkt  E'  festgelegt  ist.  Zum 
Schlüsse  wird  E'  A'  gezogen. 

Bei  den  Vertikalen  ist  die  Linie  A'E*  nicht  durch  den  Ab- 
stand E"E'j  sondern  durch  F'F''  festgelegt.  Letzterer  Abstand 
ist  nämlich  direkt  gleich  1,0 1.  F5  ist  als  Zwischenvertikale  be- 
sonders zu  bestimmen. 

Aus  den  Einflußlinien  für  die  Füllungsstäbe  folgen  dann  deren 
Spannkräfte  infolge  Eigengewicht  und  Verkehrslast.  Beim  ersteren 
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ist  natörlicb  zu  beachten,  daß  der  Inhalt  der  Einflufifläohen  aus 
einem  positiven  and  einem  negativen  Teile  besteht»  die  voneinander 
subtrahiert  werden  mfissen.  Fdr  Verkehrslast  sind  im  allgemeinen 
zwei  Spannkräfte  anzugeben. 

Übungsaufgabe:  Man  entwickle  die  Einfiußlinien  für  das 
Fachwerk  Kg.  137  a  auch  nach  dem  in  Fig.  IW  (§  28  b)  geübten 
Verfahren  mittels  der  Werte  « =  1,0  tl  Die  Berechnung  geht 
hiernach  noch  schneller  vonstatten. 

Siebente  Aufgabe. 

Der  in  der  vorigen  Aufgabe  belumdeUe  Kraniräger  ist  analytisch 
zu  berechnen! 

Das  System  ist  bereits  auf  rein  analytische  VPeise  in  §  38 
untersucht.  Die  Gurtstäbe  wurden  damals  aus  den  Momenten, 
die  Füllungsstäbe  aus  den  Auflagerdrücken  b^ecfanet. 

Jetzt  möge  noch  eine  Variante  geübt  werden,  indem  sämt^ 
liehe  Stäbe  aus  den  Auflagerdrücken  berechnet  werden.  Das  Ver- 
fahren ist  folgendes:  Die  Laufkatze  wird  so  aufgestellt,  daß  das 
Hnke  Bad  der  Beihe  nach  über  den  Knoten  0^  7,  2  usw.  steht. 
Für  jede  dieser  Stellungen  wird  zunächst  der  Auflagerdruck  aus- 
gerechnet. Nun  ist  bei  zwei  Lasten  jede  Stellung  im  allgemeinen 
maßgebend  für  einen  Ober-,  einen  Untergurtstab,  eine  Diagonale 
und  eine  Vertikale.  Und  zwar  trifft  es  sich  —  und  das  ist  die 
Hauptsache  —  immer  so,  daß  bei  der  betreffenden  Laststellung 
am  Teile  links  vom  Schnitte  nur  der  Auflagerdruck  A  wirkt, 
während  die  Lasten  stets  rechts  vom  Schnitte  bleiben.  Es  gilt 
also  bei  dieser  speziellen  Belastung  sowohl  für  die  Füllungsstäbe 
als  auch  für  die  Gurtstäbe  die  Beziehung:  Spannkraft  =  Auflager- 
druck  A  X  Spannkraft  infolge  A  » 1,0  t.  (VgL  die  Entwickelung 
von  §  44,  wo  diese  Beziehung  in  graphischer  Form  ausgenutzt 
wurde.    Ferner  §  46,  Gruppe  0.) 

Im  folgenden  sind  mittels  Kräfteplan  Fig.  139  b  die  Spann- 
kräfte infolge  A  =^  1,0 1  bestimmt.  In  der  Tabelle  (Seite  468)  ist  dann 
die  Multiplikation  jeder  dieser  Stabkräfte  mit  dem  zugehörigen  Auf- 
lagerdruck ausgeführt.  Die  Anordnung  ist  so  getroffen,  daß  neben 
jedem  Auflagerdruck  die  Stäbe  stehen,  für  die  die  betreffende 
Laststellung  maßgebend  ist.  [Der  Kräfteplan  ist  wegen  seiner 
Größe  in  zwei  Teilen  mit  verschiedenen  Maßstäben  gezeichnet.] 

Um  für  die  Füllungsstäbe  auch  die  linksseitigen  Laststellungen 
zu  berücksichtigen,  ist  die  Berechnung  für  rechtsseitige  Belastung 
au<di  auf  die  Stäbe  der  rechten  Fachwerkhälfte  ausgedehnt.    Dann 
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ergibt  sich  in  bekannter  Weise  durch  spiegelbildliche  Vertanschung 
für  jeden  Füllungsstab  die  Spannkraft  sowohl  bei  rechtsseitiger 
als  auch  bei  linksseitiger  Belastung. 

Da  die  Spannkräfte  infolge  ii  =  1,0 1  jetzt  mittels  Kräfteplan 
bestimmt  sind,  ergeben  sich  geringfügige  Differenzen  gegenüber  der 
Ausrechnung  von  §  38. 

BemerJcung:  Wenn,  wie  es  ja  meistens  der  Fall  ist,  die  Katze 
Aea   Träger   nicht  yerlassen   kann,    ist   die   Laststellung  rechts 


Fig.  139 

vom  Punkte  9  unmöglich.  Es  ist  dann  vielmehr  das  eine  Bad 
rechts  vom  Punkte  d,  das  andere  links  davon.  Die  jetzt  ent- 
stehenden Spannkräfte  D^  und  V^  sind  bedeutend  kleiner  als  die 
in  der  Tabelle  angegebeneu,  da  die  Wirkungen  der  beiden  Bäder 
sich  zum  Teil  aufheben.  Der  Einfachheit  wegen  wird  man  aber 
meistens  die  vorhin  berechneten  Spannkräfte  annehmen. 

ZasammemteUimg  der  Spannkräfte.  Zum  Schlüsse  woUen  wir 
bei  diesem  Beispiele  die  Spannkräfte  infolge  Eigengewicht  und 
infolge  beweglicher  Last  zusammenstellen.  Die  ersteren  sind  für 
diesen  Träger  bereits  in  §  8,  6.  Aufgabe,  berechnet  (g  »  0,50  t/m). 
Die  letzteren  werden  aus  der  obigen  Tabelle  entnommen,  so  daB 
sich  schließlich  folgende  Kombination  ergibt: 
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Abschnitt  11.    5.  Vortrag. 


Spannkräfte  durch  heuoegliche  Last, 


Last- 

Stellung 

[Linkes 

Rad 

aber 

Punkt :] 

Auflagerdruck 

A 

(t) 

« 

Spannkr&fte  (t) 

O^A'Oji^ 

U^A'TJj, 

D^A'Dji 

F-=il.Fj 

0 

20,0. 14,10  _ 

ü^m                                 0,0 

F«=18,8.(-l,00)=-18,8 

16,00      -^^ 

1 

20,0.12,60    ,^^ 
16,00     '^^®'® 

Ox=16^.(-l,76)=-29,4 

Cr.=16,8.(+l,80)=+80,2 

Di  =  16,8.(+2,00)=+8S,6 

Fi=16»8.(-0,66)=-10,9 

2 

14^ 

0,«14,8.(-2,66)=-89,2 

C^,  =  14,8.(+2,e6)=+89,2 

D,=14,8.(+l,10)  =  +  16,8 

F,=14,8.(-0,65)-    -9,6 

3 

12,8 

O.  =  12,8.(-3,35)=:-48,0 

Cr4=12,8.(+3^)«+4B,0 

D.=12,8.(+l,00)=+12^ 

F.=il2,8.(-0,75)=    -tf,6 

4 

5 

10,8 

04= 10,8.  (-4,10)  =-44,8 

i7,  =  10,8.(+4,10)-+44,8 

i>4=10^-(+l,0^-+ll,8 

F4=10ß.(-0,00)=r   -9,7 

8,8 

0,=  8,8.(-5,00)=-44,0 

A-  8,8.(+l,2B)-+ll,0 

[F,=  -10,0] 

e 

6,8 

!>•(»)=  6,8.(- 1,65)= -11,2 

7 

4,8 

I),W=  4,8.(-2,35)=-ll,8 

Fe(4)«  4,8.(+l,20)«    +5,8 

8 

2,8 

D^)^  2,8.(-3,60)^-10,l 

F,«=>  2,8.(+l,66)a   +4,6 

9 

10,0.1,50  _ 
l^Ö      ""^'^ 

- 

X).(rt=  l,0.(-6,ß0)=   -6,5 

F,iw-  1.0.(+2,40)=   +2,4 

10 

0,0 

^10(1)=  0,0.<-       )-  -0,0 

FfKD«  0,ö.(+       )-  +0,0 

Maximalspannkräfte  {Eigengewicht  +  Betriebslast). 


Gurtstäbe  (t)                           | 

Stab 

Eigengew. 

Betriebs- 
last 

Gesamt 

0, 

-5,9 

-29,4 

-85,8 

0, 

-7,9 

-89,2 

-47A 

0. 

-8,8 

-48,0 

-61,8 

04 

-9,8 

-44,3 

-53,6 

0. 

-9,4 

-44,0 

-63,4 

Ux 

0,0 

0,0 

0,0 

+6,0 

+80,2 

+86,2 

+8,0 

+89,2 

+47,2 

^4 

+8,9 

+48,0 

+51,9 

tr. 

+9,8 

+44,8 

+68,6 

Failungsstftbe  (t)                      | 

Stab 

Eigengew. 

Betriebs- 
last 

Gesamt 

i>i 

+6,8 

+33,6 
-0,0 

+4M 

D» 

+2,5 

+163 
-6,5 

+18,8 
-4,0 

Dt 

+1,2 

+12,8 
-10,1 

+  14,0 
-8,9 

D, 

+0,7 

+11,8 
-11,8 

+12,0 
-10,6 

^. 

+0,1 

+11,0 
-11,2 

+114 
-11,1 

Fo 

-8,8 

-18,8 

-22,6 

Fl 

-2,8 

-10,9 

-18,2 

F, 

-1,6 

-9,6 
+2^ 

-11,2 
+0,8 

n 

-1,3 

-9,6 
+4,6 

-10,9 
+8,8 

n 

-0,9 

-9,7 
+5y8 

-10,6 
+4,9 

F» 

-0.8 

-10,0 

-10,8 
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Zum  Schiasse  sei  noch  an  die  Kontrollen  erinnert: 

Z7,  •  008^2  —  —Ol ;     Uj  •  cosy,  =-s— 0,     usw. 

Diese  gelten  fär  jede  vertikale  Belastung,  also  auch  für  die  obigen 

Mazimalspannkräfte. 

Achte  Aufgabe« 

Der  Kraniräger  Fig.  140  i$t  für  ein  aus  vier  Kräften  be- 
eiehendee  Lasteneehema  amdytisoh  mt  hereehnenl 


t 


^•aff,oi 


'jr*S,S(rm 


jB^  fS'^sSOn   44,00  trt 


<S^ 


<J^-J 


W99ni9J/ 


.  f0 


r 


f./»»n 


^T7f97TTfyf9wTTn7Tf7T7fTTn9 


-»4 


^cmn  i^o-t 


Fig.  UO. 

« 

Spannweite  I  <=  12  •  1,50  —  18,00  m;  Höhe  der  Endvertikalen 
A«=1,00  m;  Höhe  der  Mittelvertikalen  %m""2,00  m;  Untergurt 
auf  Parabel.  Belastung  durch  £wei  Laufkatzen  von  je  %0,0  t 
bzw.  12,0  t  Eaddruck  in  Abständen  von  1,80  m,  1,00  m  und 
1,30  m  (Fig.  140b). 

a)  Gurtstibe.  Die  gef&hrUohen  Laststellungen  lassen  sich  bei 
vier  Kräften  nicht  mehr  so  einfach  angeben  wie  bei  zwei  Kräften. 
Wir  müssen  jetzt  das  allgemeine  Verfahren  einschlagen  (§  36, 1; 

FUeher,  Statik.   H/L  30 
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§  46 y  Gruppe  B,  I.  Methode):  Die  Belastung  wird  so  aufgestellt, 
daB  eine  Last  über  dem  Bezugspunkte  m  des  Stabes  steht.  Sind 
dann  ferner  die  Bedingungen  erfüllt: 


(I) 


By<(P«  +  P-i  +  ...+Pm), 


dann  ist  diese  Laststellung  tatsächlich  die  gefährlichste.  [Es  be- 
deutet: B  die  Summe  aller  Lasten,  (Pi  +  P|  +  •  •  • +Piii)  die  Summe  der 
Lasten  von  links  bis  einschlieBlich  Bezugspunkt^  (P^  +  Pii-i+ ••• +Pm) 
die  Summe  der  Lasten  von  rechts  bis  einschließlich  Bezugspunkt,  l  ist 
die  ganze  Spannweitei  x  der  Abstand  des  Bezugspunktes  bis  zum  linken 
Auflager,  x^  der  Abstand  des  Bezugspunktes  vom  rechten  Auflager.]     Ist 

die  erste  Bedingung  nicht  erfüllt,  so  muß  das  Lastenschema  nach 
links  verschoben  werden;  ist  die  zweite  Bedingung  nicht  erfüllt, 
so  muß  nach  rechts  verschoben  werden. 

Im  vorliegenden  Falle  kann  es  sich  nur  darum  handeln,  ob 
die  erste  oder  die  zweite  Last  über  dem  Bezugspunkte  zu  stehen 
hat.  (Man  denke  an  die  Form  der  Einflußlinien.)  Wenn  die 
erste  Last  über  dem  Bezugspunkte  ist,  so  besteht  die  Summe 
der  Lasten  (Pi  +  —  +Pf»)  ii^r  aus  der  einen  Last  P^  (Fig.  140, 
Laststellung  über  Punkt  i).  Die  erste  der  beiden  Bedingungen  (I) 
nimmt  also  die  Form  an: 

Aus  dieser  Form  können  wir  nun  sofort  berechnen,  wie  groß  x 
sein  muß,  damit  die  Bedingung  erfüllt  ist.  Wir  trennen  x  von 
den  anderen  Gliedern  und  erhalten: 

(la)  ^<^-^- 

Wenn  also  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  so  ist  auch  die  erste  der 
beiden  Bedingungen  (I)  erfüllt;  d.  h.  dann  braucht  die  Belastung 
nicht  nach  links  verschoben  zu  werden.  Die  Verschiebung  nach 
rechts  kommt  aber  überhaupt  nicht  in  Frage,  da  dann  keine 
Last  über  dem  Bezugspunkte  wäre.  Wir  haben  also  folgendes 
Resultat: 

Liegt  der  Bezugspunkt  des  betreffenden  Ourtstabea 
näher  als 

(II)  «  =  ^-^ 
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am  Auflager  J.,  so  muß  die  erste  Last  (PJ  über  dem  Be- 
zugspunkte stehen.  Andernfalls  muß  die  Belastung  nach  links 
verschoben  werden,  bis  P,  über  den  Bezugspunkt  gelangt. 

Hiermit  ist  bei  vier  Lasten  für  jeden  Gurtstab  die  Frage 
der  Laststellung  erledigt/ 

Aus  der  Laststellung  folgt  dann  sofort  die  Spannkraft:  IstP^ 
über  dem  Bezugspunkte,  d.  h.  steht  zwischen  dem  Auflager  A 
und  dem  Schnitte  keine  weitere  Last,  so  ist  die  Spannkraft  pro- 
portional dem  Auflagerdruck.     Dann  gelten  also  die  Formeln 

(III)  [O^^A.O,, 

(Beispiel:  Stab  J7,  in  Fig.  140a  mit  Bezugspunkt  1.) 

Ist  aber  P,  über  dem  Bezugspunkte,  so  ist  zwischen  dem 
Auflager  A  und  dem  Schnitte  noch  die  Last  P^ .  (Beispiel:  Stab  0^ 
in  Flg.  140a  mit  Bezugspunkt  6.)  Dann  bestimmen  wir  die  Stab- 
kraft, indem  wir  den  Einfluß  der  Auflagerkraft  A  und  denjenigen 
der  hinübergerückten  Last  P^  getrennt  betrachten  und  dann 
summieren.  Der  erstere  Einfluß  ist  wieder  das  Produkt  -1-0^. 
Der  zweite  Einfluß  würde  sich  nach  RüUr  ergeben  (Stab  O4  in 

d 
Fig.  140a):  Pi'-r-.    Insgesamt  ist  also: 

aV)  O^A'O^^P.j. 

[Das  Minuszeichen,  weil  A  und  P^  entgegengesetzte  Kichtung 
haben.]    Diese  Formel  vereinfachen  wir  noch.    Denn  es  ist 

Andererseits  läßt  sich  die  obige  Formel  (IV)  sohreiben: 

woraus  schließlich  folgt: 

0  =  il.O^-Px.O^.^, 


(IVa)  0  =  (4-P,-^)o^. 


Hiermit  ist  auch  für  den  zweiten  Fall  die  Ourtspannung  aus- 
gedrückt. Die  Wirkung  der  Last  Pj  ist  nach  der  Formel  ent- 
gegengesetzt der  Wirkung  der  Kraft  A  und  außerdem  verkleinert 
im  Verhältnis  der  Hebelarme  aiw.  Dieses  Besultat  hätte  man 
ja  auch  direkt  hinschreiben  können. 

30* 
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Abschnitt  n.    5.  Vortrag. 


fOr  GortstAbe  |        dum  Last  Pi  über  Bezugspunkt, 

'  n.  Ist  s>6|6  m,  dann  Last  Pt  über  Bezugspunkt 
[x  B  Abstand  des  Bezugspunktes  von  A,] 

Laststellung  für  Failungsstflbe :  Grundstellung. 

Auflagerdruck  bei  Laststellung 

l.  Last  Pt  Ober  Punkt  m 

^     1»    ''t     if          if      "• 

(t) 

Ober-  und  Untergurt 

Im  Falle  I:  St»A'Sji 

(t) 

Vertikalen  und  DtagoBalen 

DmA'DJl 

(t) 

L  J<|=:|^(40,0.17,10+24,0.U,66)«67,4 

0,=0,0 

[-{».<'^^;n---»; 

1  &0 
1.   ^.B7,4-(40,0+2i,0).  jy'^=52^1 

17,  =  B2,1.(+1,20)=   +62,6 

Di»=B2,l.(-l,42)«-74,0 

L   -4,  =  40,7 

0,=46,7.(-l,98)=   -90,1 

D,=4C,7.(+l,0S)=+60,6 

L    ^,»41,4 

Cr,=41,4.(+2,64)  =+109,8 

D»»>41,4*(-0,99)=-41/) 

L    44=80,1 

0,^[42jS-^*^^.{^S^D^-mA 

D4=86>l-(+0,89)=+82,2 

L  J4=80,7 
IL   J«=87,l 

l7s=(ff7,l-??g??).(+8,8G)= +124,8 

D,«  80,7. (-1,08)  =-83,2 

L    it«=25,4 
IL   il,  =  81,8 

O,=(81,8-^'^-^^^.(-4,50)=. -126,0 

D,=25,4.(+l,07)=+27,2 

L   -4,  =  20,1 

D,«a20,l.(-1,50)«  -80,2 

L     il,=:14,7 

D,W=»14,7.(+l,ß3)=+22,6 

L    -4,-  9,4 

X),W-  9^-2,40)« -28^ 

I.  An=-^^{4Qfi'2,19  +  12i,0'0Oß)^iß 

D,oW«  4,8.(+2,B8)=+12,4 

^•^"^i^oo'»'*'«^-!''' 

2>.iW=  l,7-(-4»76)«   -7,9 

b)  Ffillungsstäbe.  Aufier  Orundstellung  könnte  noch  vorge- 
zogene Stellung  in  Betracht  kommen.  Das  Kennzeichen  dafür, 
dafi  die  erstere  maßgebend  ist,  lautet  (§  36,  II) : 


(V) 


Drückt  man  I  als  IHelfachea  der  Feldweite  ans,  l^nX,  80  laatet 
also  die  Bedingung  ffir  Grundstellung: 


(Va) 


Dp» 
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Sun  ist  aber  fflr  unser  Fachwerk  der  Brach  {Dj^ :  D^  größer 
als  1,  denn  Dp^  ist  stets  größer  als  D^  (s.  §  35  a,  35  b).  Daraus 
folgt,  daß  die  obige  üngleiohiuig  bei  der  vorliegenden  Belastnng 

sicherlich  für  jeden  Stab  erfallt  ist;  denn  bei  vier  Lasten  ist  JB 

j)p, 
stets  kleiner  als  P| •  i»i  also  erst  recht  kleiner  als  P| •  n •  -jr- .   [In 

unserem  Falle  ist:  ^ 

B  =  (20,0  +  20,0  + 12,0  + 12,0)  -  64,0 1;     P^  -  20,0 1;     n  =  12 . 

Also  JB  <  20,0*12.]  Bei  vier  Lasten  wird  in  allen  praktisch 
vorkommenden  Fällen  Grundstellung  maßgebend  sein« 

e)  In  nebenstehender  Tabelle  sind  Gurt-  und  Fällungsstäbe 
ermittelt.  Die  Spannkräfte  infolge  A  —  1,0  t  werden  analytisch 
oder  mittels  Eräfteplan  bestimmt  (Fig.  140  c).  Dann  wurde  mittels 
des  vorhin  abgeleiteten  Kennzeichens  (la)  gefunden,  daß  fflr  alle 
Gurtstäbe,  deren  Bezugspunkt  weiter  als  5,6  m  vom  Auflager  A 
entfernt  ist,  die  zweite  Last  (P^)  über  dem  Bezugspunkte  stehen 
muß,  um  die  ungflnstigste  Stellung  zu  erzielen.  (In  der  Tabelle 
ist  diese  Laststellung  „Fall  ir*  genannt.)  Die  Systemfigur  lehrt, 
daß  dieses  bei  den  Stäben  0,,  O4  und  17,  der  Fall  ist.  Fflr  alle 
anderen  Stäbe  aber  ist  der  bei  vier  Lasten  gewissermaßen  als 
Kormalfall  anzusehende  Fall  I  maßgebend. 

Somit  ist  durch  einen  Eräfteplan  und  eine  einfache  Tabelle 
das  ganze  System  ffir  eine  bewegliche  Belastung  von  vier 
berechnet. 


Abschnitt  IIL 

Besondere  Methoden  für  den  überkragenden 
und  den  Gerb  ersehen  Fachwerkträger. 

Die  bisherigen,  in  Abschnitt  II  durchgeführten  Untersuchungen 
der  beweglichen  Belastung  erstreckten  sich  nur  auf  Träger  zwischen 
zwei  Stützen.  Jetzt  wollen  wir  auch  solche  Systeme  betrachten, 
die  über  die  Stützen  hinauskragen,  und  ferner  die  Verbindung  der- 
artiger „EragtrsLger^'  mit  einfachen  Balkcnträgem :  den  Oerh&rBohen 
Träger, 

Im  wesentlichen  ist  die  Theorie  dieser  Systeme  natürlich  in 
beiden  Torhergehenden  Abschnitten  mit  enthalten.  Es  handelt 
sich  nur  darum,  die  bisherigen  Methoden  für  den  speziellen  Fall 
zu  vervollständigen. 

Wie  im  vorigen  Abschnitte,  so  werden  wir  uns  auch  jetzt 
hauptsächlich  auf  Systeme  beschränken,  die  in  einfachem  Dreieck- 
fachwerk ausgeführt  sind.  Andere  werden  in  Abschnitt  V  be- 
handelt werden. 

6.  Vortrag: 

Der  Gerber  sehe  Fachwerkträger  mit  ruhender  und  beweg- 
licher Belastung. 

§48. 
Allgemeines  und  ständige  Last    (Wiederholung.) 

Die  Theorie  des  voütjoandigen  ffar&ar  sehen  Trägers  ist  bereits 
in  Band  I  dieses  Buches  (12.  Vortrag)  behandelt.  Dort  wurde 
die  Bestimmung  der  Auflagerdrücke,  Querkräfte  und  Momente 
gezeigt,  und  zwar  wurde  sowohl  ständige,  als  auch  bewegliche 
Belastung  untersucht.  Da  die  folgenden  Untersuchungen  sich  eng 
an  die  früheren  Betrachtungen  anlehnen,  sei  dem  Leser  empfohlen, 
Tor  allen  Dingen  die  Einflußlinien  des  Oerber üchen  Balkens  (Bandl, 
Fig.  133)  zu  wiederholen. 
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Jetzt  wollen  wir  dazu  übergehen,  auch  den  Oerberschen  Fach- 
fvmlcträger  zu  berechnen. 

a)  Allgemeines.  Fig.  141  a  stellt  eine  derartige  Brücke  dar.  Die 
Parallelträger  £r  61  und  JO2  sind  an  den  Oelenkstellen  0^  und  6^2 
in  den  überkragenden  Träger  O^ÄBO^  eingehängt.  Damit  die 
Punkte  Ol  und  O^  auch  richtig  als  Gelenke  wirken,  müssen  an 
diesen  Stellen  die  Knotenpunkte  als  Bolzen  und  außerdem  die 
(aus  Schönheitsrücksichten  eingezogenen)  Stäbe  O'  als  Blindstäbe 
ausgebildet  werden.  Bei  Ä  sei  das  feste  Lager;  alle  übrigen 
Lager  sind  beweglich.  Solange  es  sich  nur  um  yertikale  Lasten 
handelt,  ist  es  allerdings  gleichgültig,  wo  das  feste  Lager  ist;  denn 
dann  entstehen  an  sämtlichen  Lagern  nur  vertikale  Auflagerdrücke. 

Auf  die  Berechnung  der  eingehängten  Träger  braucht  hier 
nicht  mehr  eingegangen  zu  werden,  da  sie  einfache  Fachwerk- 
balken zwischen  zwei  Stützen  sind  und  nach  den  im  vorigen  Ab- 
schnitte gegebenen  Methoden  behandelt  werden.  Wir  wollen  jetzt 
die  Untersuchung  des  überkragenden  Trägers  vornehmen. 

b)  Spannkräfte  infolge  ständiger  Last.  Die  Stabkräfte  infolge 
ständiger  Last  ergeben  sich  in  bekannter  Weise  auf  Orund  der 
allgemeinen  Methoden  von  Abschnitt  I:  Die  Auflagerdrücke  der 
eingehängten  Träger  werden  in  den  Knoten  6|  und  O^  ^^  Einzel- 
lasten eingeführt.  Außerdem  ist  dann  noch  in  jedem  Knoten- 
punkte die  betreffende  Knotenpunktslast  infolge  Eigengewicht  des 
Kragträgers  vorhanden.  Dann  reiht  man,  um  einen  Kräfteplan 
SU  zeichnen,  die  Lasten  so  aneinander,  wie  die  Knotenpunkte  am 
Umfange  des  Fachwerkes  aufeinander  folgen  (entweder  rechts- 
oder  linksherum,  niemals  aber  außerhalb  der  Eeihenfolge),  fängt 
am  Knoten  O^  oder  6^,  mit  dem  Kräftepolygon  an  und  bestimmt 
der  Beihe  nach  sämtliche  Stabkräfte.  Statt  einen  Kräfteplan  zu 
benutzen,  kann  man  die  Stäbe  natürlich  auch  nach  irgendeiner 
anderen  analytischen  oder  graphischen  Methode  (z.  B.  Ritter) 
ermitteln  (vgl.  die  vollständige  analytische  Durchrechnung  einer 
Oerberscheo  Brücke  in  §  22,  8.  Aufgabe). 

Soweit  zur  Wiederholung  des  Früheren. 

§49. 
Einflußlinien  für  den  Gerberschen  Fachwerkträger. 

Die  Wirkung  einer  beweglichen  Belastung  ergibt  sich  am 
klarsten  durch  Aufzeichnen  der  Einflußlinien  für  die  einzelnen 
Stäbe.  Die  betreffenden  Untersuchungen  sind  natürlich  ganz  ähn- 
lich den  beim  einfachen  Fachwerkträger  durchgeführten  Betrach- 


Fig.  141, 
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tuDgen.  Wir  wollen  zunächst  die  Stäbe  des  mittleren  Teiles  Ä — B 
nnd  dann  die  Stäbe  der  überkragenden  Teile  O^—A  und  O^ — B 
behandeln« 

L  Stäbe  der  BDttelotfnnng, 

1.  Gurtstäbe. 

a)  Obergurtstdb  0. 

(x)  AUgemcine  Ableitung.  Im  Prinzip  gehen  wir  in  derselben 
Weise  vor  wie  beim  einfachen  Fachwerkträger  zwischen  zwei 
Stützen:  Um  die  Einflußlinie  für  den  Stab  0  zu  finden,  unter- 
suche' ich  zunächst  den  Fall,  daß  sich  die  Belastung  nur  rechts 
vom  Schnitte  »i — ^  befindet.  Dann  ist  an  dem  Unken  Träger- 
teile der  Auflagerdruck  A  die  einzige  äußere  Kraft.  Die  Spannkraft 
des  Stabes  0  ist  also  nur  von  der  Größe  des  Auflagerdruckes  A 
abhängig;  sie  yerändert  sich  bei  wechselnder  Belastung  in  der- 
selben Weise,  in  der  sich  A  yerändert.  üin  nun  die  bei  den 
verschiedenen  Werten  von  A  entstehenden  Stabkräfte  0  zu  er- 
mitteln, greife  ich  den  Wert  A^lfit  heraus  und  bestimme  die 
hierzu  gehörige  Spannkraft  Oa  des  Stabes  0.  [Graphisch  nach 
Culmann  oder  mittels   eines  von  A  bis  0  gezeichneten  Kräfte- 

iB  Oft       j 

planes;  analytisch  nach  Bitter  gleich  — A  •  —  —  —1,0-  —  .  Ändert 

sich  dann  die  Belastung,  so  daß  der  Auflagerdruck  nicht  mehr 
gleich  1,0  t,  sondern  allgemein  gleich  A,  und  also  die  Stabkraft 
nicht  mehr  gleich  Oj, ,  sondern  allgemein  gleich  0  wird,  so  ei^bt 
sich  die  neue  Stabkraft  aus  der  Bedingung,  daß  sich  verhält: 

OiOji-^A:  1,0  t; 
hieraus  ^  O^Oa-A. 

Durch  diese  Formel  ist  die  Spannkraft  0  als  Mehrfaches  des  Auf- 
lagerdruckes A  dargestellt. 

Um  diesen  Ausdruck  graphisch  darzustellen,  zeichnen  wir 
die  Einflußlinie  für  A  (Fig.  141b)  im  0^  fachen  Maßstabe.  Die 
A-Linie  eines  OerhersGlien.  Trägers  ist  in  Band  I,  Fig.  133b|  ent- 
wickelt: Unter  dem  Auflager  A  wird  von  einer  STuUachse  aus 
der  Betrag  A^O^ » 1,0  t  aufgetrageui  O'B'  gezogen,  diese  Linie 
beiderseitig  bis  zu  den  Gelenken  verlängert  und  nach  den  End- 
punkten der  eingehängten  Träger  abgeschrägt.  In  Fig.  141b  ist 
diese  Linie  noch  einmal  dargestellt. 

Da  wir  jetzt  aber  das  0^  fache  des  Auflagerdruckes  brauchen, 
werden  wir  die  unter  A  liegende  Ordinate  nicht  mehr  gleich  1,0  t, 
sondern  gleich  0^«1,0«"0^  auftragen  (Fig.  141  d).     Steht  dann 
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an  der  Stelle  I  eine  Last  P  » 1,0  t,  so  ergibt  die  Ordinate  17/  ans 
Fig.  141  d  den  Wert  Oji-Aj  das  ist  die  Spannkraft  des  Stabes  0 . 
Daj3  Stück  E'B'GiJ'  der  im  O^fachen  Maßstabe  aufgetragenen 
J. -Linie  ergibt  also  für  alle  Stellungen,  die  die  Last  P » 1,0  t 
rechts  vom  Schnitte  cci — a^  einnehmen  kann,  die  Stabkraft  0. 
Man  braucht  nur  die  betreffende  Laststellung  hinunterzuloten 
und  hat  dann  durch  die  darunter  liegende  Ordinate  rj  die  Spann- 
kraft 0  graphisch  dargestellt  (vgl.  Laststellung  II  Fig.  141  a).  Man 
sieht  aus  der  Figur,  daß  es  nicht  nötig  ist,  die  volle  ^1 -Linie  im 
O^fachen  Maßstabe  aufzutragen,  sondern  daß  es  genügt,  bei  0' 
anzufangen.  Ist  die  Last  nicht  gleich  1,0  t,  sondern  allgemein 
gleich  P(t),  so  muß  natürlich  P't]  genommen  werden. 

Wenn  nun  die  Last  links  vom  Schnitte  oci — oci  rückt,  so  sind 
auf  dem  linken  Trägerteil  der  Auflagerdruck  A  und  die  Last  P 
als  äußere  Kräfte  wirksam.  Jetzt  ist  also  die  Stabkraft  0  nicht 
mehr  durch  die  eine  äußere  Kraft  A  ausdrückbar,  sondern  in  der 
Formel  für  0  müßte  außer  der  Kraft  A  auch  noch  die  Last  P 
vorkommen.  Deshalb  ist  es  bei  linksseitiger  Laststellung  zweck- 
mäßig, die  Spannkraft  0  aus  dem  Oleichgewicht  des  rechten 
Trägerteiles  abzuleiten.  Dann  können  wir  0  wiederum  ab  nur 
von  einer  äußeren  Kraft,  nämlich  dem  Auflagerdruck  B ,  abhängig 
darsteUen,  indem  wir  schreiben: 

0^-Os'B. 

Hierin  ist  Ob  die  Spannkraft  im  Stabe  0 ,  die  dann  entsteht, 
wenn  B  gerade  gleich  1,0  t  ist;  P  ist  der  bei  der  betreffenden  Last- 
stellung entstehende  Auflagerdruck.  Graphisch  tragen  wir  diesen 
Ausdruck  auf,  indem  wir  die  Einflußlinie  für  B  (die  zur  Wieder- 
holung in  Fig.  141  c  ebenfalls  gezeichnet  ist)  im  0^  fachen  Maßstabe 
darstellen,  also  in  Fig.  141  d  die  Strecke  B'D^  gleich  Oß^lfi  =  Ob 
zeichnen.  Dann  geben  die  Ordinaton  der  Linie  H'OiA'F'  die 
Spannkraft  0  für  jede  Stellung  an,  die  die  Last  P'^lfi  t  links 
vom  Schnitte  einnehmen  kann. 

Es  fehlt  nur  noch  die  Spannkraft  O  für  den  Fall,  daß  die 
Last  direkt  innerhalb  des  von  dem  Schnitte  »^ — a^  getroffenen 
Feldes  steht.  Diesen  Teil  der  Einflußlinie  finden  wir,  indem  wir 
die  beiden  das  Feld  begrenzenden  Belastungspunkte  hinunter- 
loten und  die  Endpunkte  F^  und  E^  der  hierdurch  bestimmten 
Ordinaten  durch  eine  gerade  Linie  verbinden,  (Letztere  braucht 
in  Fig.  141  d  nicht  besonders  eingezeichnet  zn  werden,  da  sie 
einen  TeU  der  Linie  D'A'  bildet.) 

Die  gesamte  Linie  H'OiA'E'B'Q^J*  hat  also  folgende  Eigen- 
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Bchaft:  Steht  an  beliebiger  Stelle  der  Brücke  eine  Last 
P  =  l,Ot,  so  gibt  die  unter  dieser  Last  gemessene  Ordinatei; 
diejenige  Spannkraft  an,  die  infolge  dieser  Laststellung 
im  Stabe  0  entsteht.    Fig.  141d  ist  die  Einflußlinie  für  0. 

ß)  Yereintaehnng*  Für  das  Aufzeichnen  wollen  wir  uns  noch 
merken,  dafi  der  Schnittpunkt  B^  der  Linien  C^B^  und  D'Ä' 
(Fig.  141  d)  senkrecht  unter  dem  Bezugspunkte  o  (Fig.  141a)  des 

Stabes  0  liegt.    Dieses  folgt  daraus,  daß  0^  «■ ^ ,  0^  = 

ist;  daß  sich  also  A'O' iD'B' =  XqIXq  verhält.  Es  wird  also 
meistens  bequemer  sein,  nur  den  Wert  0^  =  -ä.'0'  aufzutragen, 
hierauf  die  Linie  CO^J'  zu  zeichnen,  auf  dieser  den  Punkt  E' 
senkrecht  unter  o  zu  bestimmen  und  darauf  die  Linie  E'0[R'  zu 
zeichnen.    Auf  diese  Weise  erspart  man  das  Auftragen  von  0^. 

y)  Yorzelchen.  Hinsichtlich  des  Vorzeichens  ist  zu  beachten: 
Sowohl  für  0^  als  0^  hat  sich  ein  negativer  Wert  ergeben.  Nun 
ist  0  ^Oji^A  resp.  ^Ob-B.  Daraus  folgt,  daß  bei  einer  Last- 
Stellung,  die  einen  positiven  Auflagerdruck  A  resp.  B  erzeugt,  sich 
für  0  ein  Produkt:  negativ  X  positiv  «  negaiivy  ergibt.  Für  eine 
Laststellung  dagegen,  bei  der  der  zugehörige  Auflagerdruck  A 
resp.  B  negativ  ist,  wird  der  Wert  0  positiv.  Das  Vorzeichen 
von  0  ist  also  stets  entgegengesetzt  dem  Vorzeichen  von  A  (für 
rechtsseitige  Laststellung)  bzw.  von  B  (für  linksseitige  Laststellung) 
Somit  ergeben  sich  die  in  Fig.  141  d  eingeschriebenen  Vorzeichen 
Man  erkennt  auch  aus  der  Anschauung,  daß  eine  in  der  Mittel 
Öffnung  stehende  Last  den  Fachwerkteü  A — B  nach  unten  durch 
biegt  (wobei  im  Stabe  0  Druck  entstehen  muß),  während  eine  Be 
lastung  der  Außenöffnungen  das  Fachwerk  A — B  nach  oben  wölbt 

Hiermit  ist  die  Einflußlinie  des  Stabes  0  auch  hinsichtlich 
der  Vorzeichen  bestimmt. 

b)  Untergurtstab  V . 

In  derselben  Weise  wie  für  den  Stab  0  werden  nun  für  die 
anderen  Gurtstäbe  des  mittleren  Trägers  A — B  die  Einflußlinien 
gezeichnet.  In  Fig.  141  e  ist  dieses  noch  für  den  Untergurt  V 
geschehen,  weil  hierbei  einige  Besonderheiten  zu  beachten  sind: 
Zu  diesem  Stabe  gehört  der  Schnitt  »^ — o^  •  Nimmt  man  wieder 
die  Belastung  nur  rechts  vom  Schnitte  und  zwar  so  an,  daß 
^  =- 1,0 1  wird,  so  ergibt  sich,  daß  der  Wert  U^  —  0  wird.  Es 
maß  also  bei  A'  in  Fig.  141  e  der  Wert  Null  aufgetragen  werden; 
d.  h.  der  rechts  vom  Schnitte  liegende  Teil  der  Einflußlinie  fällt 
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mit  der  NuUachse  zusammen.  Nimmt  man  aber  eine  Belastung 
links  vom  Schnitte  an  (in  der  linken  Außenöffnung),  so  daß  £  =>  1 ,0 1 
wird,  so  ergibt  sich  für  TJb  ^^  bestimmter  Wert.    [Analytisch 

nach  Fig.  141a:  Z7ir  =  +l>0'-r-h  Dieser  wird  unter  B'  auf- 
getragen. Die  gesamte  Einflußlinie  besteht  somit  aus  dem  Drei- 
eck E'0[A'  in  Fig.  141  e  und  ist  von  A'  bis  J'  gleich  NuU.  Auch 
hier  kommt  man  also  mit  dem  Auftragen  eines  Wertes,  nämlich 
Obj  aus. 

Zusatz.  Statt  die  Ourtstäbe  mit  Öilfe  der  Werte  0^(17^ 
bzw.  Ob  (Üb)  zu  bestimmen,  kann  man  sie  natürlich  auch  aus 
den  Momenten  für  ihre  Bezugspunkte  ableiten.  Beispielsweise  gilt 
für  den  Stab  U  (Bezugspunkt«  in  Flg.  141a)  allgemein  dieJBMersche 
Formel : 


U^  + 


h 


Es  ergibt  sich  also  die  Einflußlinie  für  Uf  indem  man  die  Ein- 
flußlinie für  das  Moment  Jf«  im  (1  :  h)  fachen  Maßstäbe  aufträgt. 
Letztere  Einflußlinie  ist  aber  nach  Band  I,  §  74  (vgl.  daselbst 
Fig.  133  g)  ein  Dreieck  mit  der  Höhe  a.    Für  den  Stab  U  muß 

also  das  Dreieck  die  Höhe  -?-  haben  (Fig.  141  e).  Hiermit  ist  für 

n 

den  Stab  U  die  Einflußlinie  noch  einfacher  bestimmt  als  mit  dem 

Werte  JJ«. 

2.  Fttllangggtäbe. 

a)  Diagonale  D  (Bezugspunkt  innenli^end). 

a)  Allgemeine  Ableitung.  Um  die  Einflußlinie  für  den  Stab  D 
abzuleiten,  zerlegen  wir  den  Träger  durch  den  Schnitt  »i — d^|  in 
einen  rechten  und  in  einen  linken  Teil.  Hierauf  bestimmen  wir 
die  Spannkräfte  JD^  (infolge  A  — 1,0  t)  und  Db  (infolge  B  =  1,0  t). 
Für  alle  Laststellungen  rechts  vom  Schnitte  läßt  sich  dann  D  durch 
die  Beziehung  D^  Dj^-A^  und  für  alle  Laststellungen  links  vom 
Schnitte  durch  die  Beziehung  D^  Db'B  ausdrücken.  Graphisch 
stellen  wir  diese  Ausdrücke  dar,  indem  wir  die  ui -Linie  im  D^  fachen 
und  die  £-Linie  im  D^  fachen  Maßstabe  aufzeichnen,  und  zwar 
wird  von  der  ersteren  das  Stück  rechts  vom  Schnitt  und  von 
der  zweiten  das  Stück  links  vom  Schnitt  gebraucÜt  (Fig.  141  f). 
Man  wird  also  auch  nicht  die  volle  J. -Linie  resp.  £-Linie  auf- 
tragen, sondern  erst  von  den  Punkten  0'  und  D'  ab.  In  dem 
Felde,  in  dem  der  Schnitt  (Ki — o^  liegt,  werden  dann  die  End- 
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punkte  der  beiden,  unter  dem  linken  und  rechten  Belastungs- 
punkte  liegenden  Ordinaten  durch  die  gerade  iinie  B'F'  ver- 
bunden, worauf  die  Einflußlinie  für  D  fertig  vorliegt. 

Wenn  man  die  Hilfswerte  D^  und  Db  nach  Bitter  analytisch 
bestimmt,  so  ergibt  sich  für  den  Stab  D  in  Fig.  141a  (mit  d  als 
Bezugspunkt  für  die  Momente): 

(II)  D^«+i,0.^;        D^  =  +l,0.-^. 

[Am  linken  Teile  dreht  A  rechts  um  Punkt  d,  folglich  muß  Stab  i> 
links  herum  drehen,  folglich  wirkt  er  als  Zugkraft  am  linken  Teile;  ent- 
sprechend Dß  aus  Betrachtung  des  rechten  Teiles.]  D^  und  D^  haben 
dasselbe  Vorzeichen;  sie  müssen  also  von  der  Nullachse  A'B^  aus 
nach  derselben  Seite  aufgetragen  werden  (Fig.  141  f).  Somit  kann 
man  die  Einflußlinie  für  D  vollständig  aufzeichnen. 

P)  Yereinfachung.  Bezeichnen  wir  die  Abstände  des  Schnitt- 
punktes L'  in  Fig.  141  f  mit  u  und  v^  so  verhält  sich: 

U      fd 

^=  Wd*  Xd  • 

Daraus  folgt,  daß  L^  senkrecht  unter  dem  Bezugspunkte  d  von 
Fig.  141a  liegt.  Wenn  man  diese  Eigenschaft  benutzt,  genügt 
einer  von  den  beiden  Werten  Dj^  und  Db  zum  Aufzeichnen  der 
Einflußlinie. 

*  Ein  wichtigeres  Hilfsmittel  zur  Vereinfachung  der  Einfluß - 
linien  sind  aber  die  Vertikalabstände  Dp'  und  Dp^*  zwischen  den 
Strecken  O'B^  und  D^A%  links  und  rechts  von  dem  zu  D  ge* 
hörigen  Schnitte.  Diese  Vertikalabstände  werden  natürlich  genau 
so  bestimmt  wie  beim  Fachwerksträger  zwischen  zwei  Stützen 
(Fig.  112,  113).  Man  bpart  durch  ihre  Anwendung  das  Auftragen 
eines  der  Werte  Dß  und  D^. 

y)  Yorzeiehen.  Das  Vorzeiehen  von  D  für  die  verschiedenen 
Laststellungen  ergibt  sich  aus  den  Gleichungen  D  ^  Dj^^A  resp. 
D  =  Db'B,  Da  nämlich  nach  den  Formeln  (II)  für  die  Diagonale D 
beide  Werte,  2)^  und  D^,  positiv  sind,  so  hat  D  überall  das 
gleiche  Vorzeichen  wie  der  Auflagerdruok  A  bzw.  B  • 

b)  Diagonale  D'  (Bezugspunkt  außerhalb). 

In  Fig.  141g  ist  noch  die  Einflußlinie  für  die  Diagonale  D' 
gezeichnet.  Wenn  man  für  diese  den  Schnitt  o, — «,  legt,  zeigt 
sich,  daß  ihr  Bezugspunkt  d'  außerhalb  der  Stützweite  A—B  fällt. 
In  einem  solchen  Falle  ergibt  sieh  bekanntlich  stets,  dafi  die 


482  Abschnitt  IIL    6.  Vortrag. 

Werte  D^  und  Db  verschiedene  Vorzeichen  haben.  Sie  mfissen 
also  von  der  Nullachse  A'B'  ans  nach  verschiedenen  Bichtnngen 
aufgetragen  werden  (Fig.  141g).  Zum  Schlüsse  zeichnet  man  dann 
die  Abschrägung  E^F'  unter  dem  von  dem  Schnitte  getroffenen 
Felde  ein. 

Da  Dj,  und  Dß  nach  verschiedenen  Seiten  aufgetragen  sind, 
hat  die  Einflußlinie  innerhalb  der  Spannweite  Ä — B  einen  Null- 
punkt N\  Eine  über  diesem  Punkte  stehende  Last  bringt  in 
der  Diagonalen  D'  die  Spannkraft  Null  hervor. 

Wie  vorhin  bei  der  Diagonalen  Df  so  liegt  auch  jetzt  der 
Schnittpunkt  L^  der  Linien  G^B^  und  D^A^  vertikal  unter  dem 
Bezugspunkte  d^  des  Stabes.  [Dieses  ergibt  sich,  indem  man  die 
Gleichung  u  :  o  »  2>^  :  Dd  anschreibt  und  für  2>^  und  Dß  ihre 
analytischen  Werte  einsetzt.]  Man  kann  also  unter  Zuhilfenahme 
von  Punkt  L'  die  Einflußlinie  auch  allein  aus  D^  oder  Dß  kon- 
struieren. Besser  aber  benutzt  man  zur  Vereinfachung  der  Zeichnung 
die  Hil£3werte  Dj»*  und  Dp^^. 

Die  Vorzeichen  der  Einflußlinie  Fig.  141g  sind  dadurch  be- 
stimmt, daß  Dji  positiv,  Dß  negativ  ist.  Das  Produkt  A  •  2>^  ist 
also  positiv,  das  Produkt  B  •  Dß  negativ.  Die  Einflußlinie  für  D' 
hat  also  das  gleiche  Vorzeichen  wie  die  A -Linie  und  das  ent- 
gegengesetzte Vorzeichen  wie  die  JS-Linie. 

n,  SUbe  der  AnSenötfnnngen  (Fig.  141h). 

Wir  wollen  unseren  Betrachtungen  die  Stäbe  des  linken  über« 
kragenden  Armes  zugrunde  legen. 

1.  Gortstibe. 
Zur  Bestimmung  des  Stabes  0  legen  wir  den  Schnitt  ^| — (X| 
und  leiten  die  Stabkraft  aus  dem  Gleichgewichte  des  links  vom 
Schnitte  liegenden  Teiles  ab.  So,  wie  wir  vorher  A  resp.  £  » 1,0  t 
genommen  haben,  nehmen  wir  jetzt  den  Gelenkdruck  O^  gleich  1,0  t 
an  und  bestimmen  hierfür  die  Spannkraft  des  Stabes  0.  Sie 
werde  Oa  genannt.  Analytisch  ergibt  sich  diese  Spannkraft  Ogj 
indem  wir  in  bezug  auf  den  Punkt  o  die  Momentengleichung  an- 
schreiben. In  dieser  liefern  die  Stäbe  D^  und  U  das  Moment 
Null,  so  daß  wir  direkt  die  Spannkraft  in  0  finden  (Fig.  141  i): 

(m)  Oo-+l,0.^. 

Nun  ist  aber  die  Einflußlinie  für  0  nichts  anderes  als  die  gra- 
phische Darstellung   der   Spannkraft   0    für   die   verschiedenen 
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Stellungen  einer  wandernden  Last  von  1,0  t.  Für  eine  Stellang, 
nämlich  wenn  die  1,0  t  gerade  im  Gelenkpunkt  angreift,  haben 
wir  die  Spannkraft  Oq  soeben  bestimmt.  Wir  werden  also  diesen 
Wert  Oq  unter  der  Stelle  O^  auftragen  und  haben  hiermit  bereits 
eine  Ordinate  der  EinfluQlinie  (Fig.  1411). 

Bückt  nun  die  wandernde  Last  in  einen  anderen  Knoten- 
punkt, z.  B.  in  Punkt  1,  so  ist  die  jetzt  entstehende  Spannkraft 
des  Stabes  0  (Fig.  141k): 

o«+i,o.^. 

Vergleichen  wir  diesen  Wert  mit  dem  obigen  Oq^  so  ergibt  sich 

(IV)  0:Oa  =  xi;w^        bzw. 

xi 


(IVa)  0^=0 


G 


X. 


In  Worten:  Die  Spannkräfte  bei  diesen  beiden  Laststellungen 
(in  Q  und  in  1)  verhalten  sich  wie  die  Abstände  der  Last  vom 
Bezugspunkte  o.  (Dieses  Besultat  folgt  ja  auch  direkt  aus  der 
£tt(er sehen  Schnittmethode.)  Unter  Zuhilfenahme  des  bereits  be- 
kannten Wertes  Oq  können  wir  also  die  Spannkraft  0  (bei  Last- 
stellung in  Punkt  i)  direkt  darstellen:  Wir  tragen  (Fig.  1411)  die 
Strecke  x^  ab,  indem  wir  Punkt  L'  senkreckt  unter  o  bestimmen, 
dann  verbinden  wir  Q'  mit  L\  loten  Punkt  1  hinunter  und  finden 

nach  Fig.  1411: 

r\\\OQ^XQ\  x^         also 

(V)  '»i  =  Oe.^, 

Xo 

Auf  Grund  der  obigen  Proportion  (IV)  haben  wir  jetzt  also  die 
bei  Laststellung  in  1  entstehende  Spannkraft  0  durch  eine  Ordi- 
nate i;  dargestellt. 

In  derselben  Weise  ergibt  sich  für  alle  anderen  Stellungen, 
die  die  Last  auf  dem  links  vom  Schnitte  ^^ — »i  hegenden  Teile 
des  Kragarms  einnehmen  kann,  die  Spannkraft  0,  dargestellt 
durch  die  Ordinaten  der  Linie  O'L*.  Diese  Linie  ist  also  bereits 
ein  Stück  der  Einflufilinie.  Sie  gilt  vom  Gelenk  Oi  aus  bis.  zu 
dem  Belastungspunkte,  der  unmittelbar  links  vom  Schnitte  Uegt. 
[Dieser  Belastungspunkt  fällt  beim  Stabe  0  mit  dem   Bezugs- 
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punkte  0  zusammen;  seine  Projektion  W  in  Fig.  1411  also  anf 
Punkt  L\] 

Die  noch  fehlenden  Stücke  der  Einflußlinie  sind  nun  leicht 
zu  finden:  Steht  die  Last  in  dem  rechts  vom  Schnitte  liegenden 
BelastungRpunkte,  so  wird  0  gleich  Null.  Denn  in  diesem  Falle 
wird  auf  den  Fachwerkteil  Fig.  141k  gar  keine  Belastung  mehr 
übertragen.  Dasselbe  gilt,  wenn  die  Last  noch  mehr  nach  rechts 
rückt.   Folglich  hat  die  Einflußlinie  von  E'  ab  die  Ordinaten  Null. 

Bückt  aber  die  Belastung  nach  links,  auf  den  eingehängten 
Träger,  so  entsteht  an  dem  untersuchten  Fachwerkteil  ein  Gelenk- 

druck  1,0 -y-  (Fig.  141h)  und  folglich  im  Stabe  0  eine  Spann- 

kraft  gleich  Og*j-.    [Oq  war  die  Spannkraft  infolge  ff,  «=  einer  t.] 

Graphisch  finden  wir  diesen  Ausdruck,  indem  wir  ff'  mit  Jff'  ver- 
binden und  die  unter  der  Laststellung  liegende  Ordinate  97  abmessen. 
Insgesamt  gibt  also  die  Linie  H'O'E'J'  für  alle  Stellungen 
der  Last  P«1,0  t  die  Spannkraft  des  Stabes  0  an;  sie  ist  die 
EinflußUnie  für  0.  Wir  haben  sie  gefunden,  indem  wir  von  der 
Laststellung  P  «=  1,0  t  im  Gelenkpunkte  ff,  ausgingen  und  dann 
der  Beihe  nach  die  drei  Fälle:  Last  zwischen  Gelenk  und  Schnitt, 
Last  rechts  vom  Schnitt,  Last  links  vom  Gelenk,  untersuchten. 
Hierbei  zeigte  es  sich,  daß  alle  anderen  Spannkräfte  sich  durch 
die  eine  Spannkraft  Oq  ausdrücken  lassen. 

&  FüUnngsstäbe. 
a)  Diagonale  D.    (Bezugspunkt  außerhalb.) 

Für  die  Diagonale  D  legen  wir  den  Schnitt  oc^ — a^  und  leiten 
die  Einflußlinie  wieder  in  der  Weise  ab,  daß  wir  für  die  ver- 
schiedenen Stellungen  einer  Last  P  -=  1,0  t  die  Spannkraft  des 
Stabes  D  aufstellen  (Last  P  » 1,0  t  im  Gelenk;  dann  Last  zwischen 
Gelenk  und  Schnitt,  Last  rechts  vom  Schnitt,  Last  links  vom  Gelenk). 

Zunächst  nehmen  wir  die  wandernde  Last  P » 1,0  t  im 
Funkte  ff,  an,  bestimmen  die  Spannkraft  der  Diagonalen  und 
tragen  diesen  Wert  Dq  senkrecht  unter  ff,  ab  (Fig.  141  m).  Ana- 
lytisch ergibt  sich  für  Dq  [aus  der  Momentengleichung  für  Punkt  d, 
Fig.  141h  und  n]: 

l>ö  =  +l,0.^. 

Somit  ist  eine  Ordinate  der  Einflußlinie  bereits  gefunden  (und  alle 
übrigen  werden  jetzt  durch  Dg  ausgedrückt). 
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Nun  Stellen  wir  die  Last  P  =  1,0  t  iü  einen  anderen  Punkt, 
z.  B.  in  Punkt  1,  und  bestimmen  auch  hierfür  die  Spannkraft 
in  D.     Es  ergibt  sich  (Fig.  141h  und  n): 

Da  dieser  Wert  zu  dem  bereits  gefundenen  Wert  Dq  in  der  Be« 
Ziehung  steht: 

braucht  er  aber  nicht  besonders  ausgerechnet  und  aufgetragen  zu 
werden,  sondern  wird  einfacher  in  folgender  Weise  dargestellt 
(Fig.  141  m) :  Wir  bestimmen  Punkt  £' senkrecht  unter  Bezugspunkt  d , 
ziehen  die  Gerade  L'O'  und  verlängern  diese  bis  E\  Dann  stellt 
die  Ordinate  9/1  den  obigen  Wert  D  dar.  Denn  es  ist  nach  Fig.  141  m : 

also  Vi^  ^Q'  —  ==  i)  • 

Xa 

Durch  die  Linie  O^E^  haben  wir  somit  Üie  Diagonalkraft  für  alle 
LaststelluDgen  vom  Gelenk  O^  bis  zu  dem  Belastungspunkte,  der 
unmittelbar  links  vom  Schnitte  liegt  (Punkt  i). 

Steht  die  Last  in  dem  unmittelbar  rechts  vom  Schnitte 
liegenden  Belastungspunkte,  so  ist  D  gleich  Null.  Folglich  ergibt 
sich  für  das  Feld,  durch  das  der  Schnitt  selber  hindurchgeht,  die 
Abschrägung  E'F'  (Fig.  141  m).  Weiter  nach  rechts  hat  dann  die 
Einflußlinie  überall  die  Ordinate  Null. 

um  auch  die  Einflußlinie  für  die  Laststellungen  links  vom 
Gelenk  zu  vervollständigen,  ziehen  wir  die  Gerade  O^H^  (genau 
so  wie  vorhin  bei  der  Einflußliuie  für  0 ,  Fig.  141 1). 

Insgesamt  erhalten  wir  also  E'Q'E'F'J'  als  Einflußlinie  für 
die  Diagonale  D,  konstruiert  aus  Dq  und  Hil&punkt  L\ 

h)  Diagonale  D\     (Bezugspunkt  innerhalb.) 

Nach  demselben  Schema  bestimmen  wir  die  Einflußlinie  für 
die  Diagonale  D\  Der  zu  diesem  Stabe  gehörige  Schnitt  ergibt 
den  Punkt  d'  als  Bezugspunkt.  Nun  tragen  wir  die  Spannkraft  Da 
infolge  eines  Gelenkdruckes  von  ö^  =  1,0  t  auf  (Fig.  141 0),  be- 
stimmen den  Punkt  L'  senkrecht  unter  dem  Bezugspunkte  d' 
und  verbinden  0'  mit  L\  Dann  ist  die  Linie  &'L\  resp.  deren 
Verlängerung,  die  Einflußlinie  für  alle  Laststellungen  von  0^  ab 

bis  zu  dem  unmittelbar  links  vom  Schnitte  liegenden  Belastungs- 
Fischer,  statik.  n/i.  31 
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pankte.  Schließlich  ziehen  wir  noch  die  Geraden  E'F'  (für  Laat- 
stelluDgen  rechts  vom  Schnitt)  und  O'E'  (für  Lastst^llungen  links 
vom  Gelenk)  und  haben  H'O'E'F'J'  als  vollständige  Binflußlinie. 
Ans  dem  Vergleiche  von  Fig.  141  o  mit  Fig.  141m  erkennen 
wir:  Liegt  der  Bezugspunkt  eines  Füllungsstabes  innerhalb  der 
Strecke  zwischen  Gelenk  und  Schnitt,  so  wechselt  die  Einflußlinie 
ihr  Vorzeichen;  liegt  aber  der  Bezugspunkt  außerhalb  dieser  Strecke 
(links  oder  rechts  davon),  so  hat  die  Einflußlinie  nur  ein  Vor- 
zeichen. Die  Füllungsstäbe  des  überkragenden  Teiles  verhalten 
sich  also  gerade  umgekehrt  wie  diejenigen  des  Mittelteiles. 

e)  HilfsmiUel  hei  ungünstig  liegendem  BezugspunMe. 

Wenn  der  Bezugspunkt  weit  außerhalb  liegt,  ist  es  schwierig, 
den  Punkt  L^  zu  bestimmen.  In  diesem  Falle  gehen  wir  so  vor, 
daß  wir  außer  dem  Werte  Dg  noch  eine  andere  Ordinate  direkt 
bestimmen.  Am  zweckmäßigsten  ist  es  dann,  man  nimmt  die 
Last  P  =  1,0  t  in  dem  Belastungspunkte  unmittelbar  links  vom 
Schnitte  an  und  bestimmt  die  darunter  liegende  Ordinate. 

Diese  Werte  sind  dann  augenscheinlich  dieselben  wie  unsere 
bereits  vielfach  gebrauchten  Hilfswerte  Dp*  und  2>p//.  Für  die 
Diagonale  D  ist  dieses  in  Fig.  141p  durchgeführt.  Die  Spann- 
kraft infolge  der  im  Knoten  1  befindlichen  Last  von  1,0  t  ergibt 
sich  (Fig.  141p)  graphisch  mittels  eines  Ct^Zmann  sehen  Viereckes 
(das  in  ein  einfaches  Dreieck  übergeht).  Analytisch  finden  wir  D 
mittels  der  Formel  (Fig.  141  n,  vgl.  Fig.  112b) 

i>  =  +i,o.A. 

f 

Dieser  Wert  wird  dann  bei  der  Einflußlinie  der  Diagonalen 
(Fig.  141m)  senkrecht  unter  dem  Knoten  i  aufgetragen  (Ordinate  i;^). 
Somit  ist  der  Punkt  E^  bestimmt,  ohne  daß  L^  zur  Hilfe  ge- 
nommen werden  muß.  Wie  man  sieht,  sind  auch  in  diesem  Falle 
die  Hilfswerte  Dp*  das  beste  Mittel,  um  das  Aufzeichnen  der 
Einflußlinien  zu  vereinfachen. 


m.  Zusammenfassung. 

Aus  der  Betrachtung  von  Fig.  141  ergeben  sich  für  das  Auf- 
zeichnen der  Einflußlinien  folgende  Begeln: 

1.  Mittlerer  TeU. 


Bei  den  Stäben  der  Mittelöffnung  A — B  sehen  die  Einfluß- 
linien auf  der  Strecke  zwischen  den  Auflagern  (Strecke  A' — B') 
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genau  so  aus  wie  bei  einem  einfachen  Fachwerkträger  swischen 
zwei  Stützen.  Dieses  Besultat  ist  ja  anch  einlenchtend.  Denn, 
solange  sich  die  Last  innerhalb  der  Strecke  A — B  bewegt,  treten 
die  überkragenden  Arme  überhaupt  nicht  in  Wirksamkeit.  Beim 
Aufzeichnen  der  Einflußlinien  werden  wir  also  zunächst  nur  das 
Fachwerk  A — B  betrachten  und  für  dieses  nach  den  gewöhnlichen 
Methoden  die  EinfluQlinien  bestimmen.  Hierdurch  sind  die  Last- 
stellungen innerhalb  der  Spannweite  A—B  erledigt.  Dann  ver- 
längern wir  die  Einflußlinien  über  A'  und  £'  hinaus  geradlinig 
bis  zu  den  OelenkpunJUen  und  knicken  sie  von  hier  aus  nach  den 
Endauflagem  der  eingehängten  Träger  ab  (Fig.  141  d — g). 

2.  Kragarme. 


Für  die  Stäbe  der  überkragenden  Teile  0^—A  und  0^—B 
nehmen  wir  die  Last  P  -» 1,0  t  zunächst  in  einem  beliebigen 
Punkte  an,  bestimmen  hierfür  die  Spannkraft  und  tragen  diese 
Kraft  unter  dem  betreffenden  Punkte  als  Ordinate  der  Einfluß- 
linie auf.  Es  empfiehlt  sich,  als  diese  eine,  willkürliche,  Last- 
stellung die  Belastung  des  (Jelenkpunktes  mit  P»1,0  t  zu  wählen, 
weil  man  diese  Stellung  für  sämtliche  Stäbe  des  Kragarmes  ver- 
wenden kann.  Hiermit  sind  die  Punkte  O'  in  Fig.  141 1,  m  und  o 
bestimmt. 

Für  das  weitere  Aufzeichnen  benutzen  wir  dann  die  Eigen- 
schaft der  Einflußlinie,  daß  diese  auf  der  Strecke  vom  Oelenk- 
punkt  O'  bis  zu  dem  unmittelbar  vor  dem  Schnitte  liegenden 
Belastungspunkte  E^  eine  gerade  j  ohne  Knich  durchlaufende  Linie 
ist.  Der  Schnittpunkt  dieser  Linie  O^E^  (Fig.  141 1,  m,  o)  mit  der 
Nullachse,  Punkt  X^  liegt  senkrecht  unter  dem  Bezugspunkte  des 
betreffenden  Stabes.  Mit  Hilfe  dieses  Punktes  L^  auf  der  Null- 
achse und  der  vorhin  bestimmten  einen  Ordinate  läßt  sich  dann 
die  Linie  O'E'  aufzeichnen. 

Bei  den  Gurtstäben  ist  hierdurch  die  Einflußlinie  schon  voll- 
ständig  bestimmt,  da  bei  diesen  Stäben  der  Punkt  E'  auf  der 
Nullachse  liegt.  Bei  den  Füllungsstäben  kommt  für  daa  ge- 
schnittene Feld  noch  die  Abschrägung  E'F^  hinzu. 

Da  bei  den  Füllungsstäben  der  Punkt  L^  mitunter  ziemlich 
ungünstig  liegt,  empfiehlt  es  sich  häufig,  ihn  gar  nicht  zu  be- 
nutzen und  statt  dessen  die  Linie  O'E^  mit  Hilfe  einer  zweiten 
Ordinate  festzulegen  (Fig.  141p).  Und  zwar  benutzt  man  als 
diese  zweite  Ordinate  zweckmäßig  die  Ordinate  unmittelbar  seitlich 
vom  Schnitte  (Dp^  am  linken  Kragarm,  Dp^*  am  rechten  Kragarm). 

31* 
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IV.  Zosätge. 

Zusatz  1:  Es  sei  darauf  hingewiesen,  daß  eine  Kragträgerbrücke 
auch  dann  als  unsymmetrisch  zu  betrachten  ist,  wenn  die  Stäbe 
der  Mittelöffnung  zwar  symmetrisch  angeordnet,  die  Kragarme 
aber  verschieden  lang  sind.  Man  bekommt  dann  für  zwei 
symmetrisch  gelegene  Stäbe  der  Mittelöffnung  zwei  verschiedene 
Einflußlinien. 

Znsatz  2:  Sobald  man  weiß,  wie  die  Einflußlinien  der  ver- 
schiedenen Stäbe  aussehen,  kann  man  das  Verfahren  auch  unter 
Umständen  abändern.  Man  kann  z.  B.  für  sämtliche  Stäbe,  auch 
für  die  der  Mittelöffnung,  eine  Last  im  Gelenkpunkt  annehmen 
und  die  Spannkraft  bestimmen.  [Dann  muß  man  natürlich  zu- 
nächst die  infolge  dieser  Last  P  « 1,0  t  entstehenden  Auflager- 
kräfte berechnen.]  Dann  trägt  man  für  sämtliche  Stäbe  die  durch 
diese  Laststellung  hervorgerufene  Spannkraft  als  Ordinate  der 
Einflußlinie  unter  dem  Gelenkpunkte  auf,  d.  h.  man  bestimmt 
auch  in  Fig.  141  d — g  zunächst  die  Punkte  0[  und  vervollständigt 
schließlich  die  Einflußlinie  für  die  übrigen  Öffnungen. 

Zusatz  3:  Bei  den  bisherigen  Ableitungen  haben  wir  voraus- 
gesetzt, daß  sich  stets  ein  Schnitt  legen  läßt,  der  außer  dem  be- 
treffenden  Stabe  nur  noch  zwei  andere  Stäbe  trifft.  Deren  Treff- 
punkt wurde  dann  als  Bezugspunkt  für  den  zu  untersuchenden 
Stab  genommen,  worauf  sich  einfache,  leicht  graphisch  darstellbare 
Formeln  ergaben.  Fun  gibt  es  aber  auch  Stäbe,  bei  denen  sich 
nicht  derartige  Schnitte  legen  lassen.  Bei  Vq  ^-  ß-  C^^K*  1*^  ^) 
läßt  sich  kein  nur  durch  drei  Stäbe  gehender  Schnitt  angeben. 
Dann  helfen  wir  uns,  indem  wir  das  Gleichgewicht  einzelner 
Knotenpunkte  untersuchen: 

Würde  z.  B.  in  Fig.  141a  die  Belastung  am  Obergurt  angreifen, 
so  würde  sich,  da  der  Untergurt  horizontal  ist,  für  jede  beliebige 
Laststellung  aus  dem  Gleichgewicht  des  Auflagerpunktes  A  ergeben: 

Die  Einflußlinie  für   Vq   wäre   also   genau  dieselbe  wie  für  den 
Auflagerdruck  Ä ,  nur  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen. 

Wenn  aber,  wie  es  in  Fig.  141a  der  Fall  ist,  die  Belastung 
am  Untergurt  angreift,  so  müssen  wir  unterscheiden:  Ist  die  Last 
links  von  m  oder  rechts  von  n  (Fig.  141a),  so  ist  Fq-»— A; 
d.  h.  auf  diesen  Strecken  ist  die  A -Linie  auch  Einflußlinie  für  Fo> 
nur  sind  die  Vorzeichen  umzukehren.    Ist  die  Last  P  aber  gerade 
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im  Auhagerpunkt  Aj  so  ist  F  «  —A  +  P  =»  — P  +  P  =  0 ,  d.  h. 
unter  A  hat  die  Binflußlinie  für  V^  die  Ordinate  Null.  Für  die 
noch  übrig  bleibenden  Felder  m — A  und  JL— n  zeichnen  wir  dann 
gerade  Linien  ein,  da  jede  Einflußlinie  von  Belastungspunkt  zu 
Belastungspunkt  eine  gerade  Linie  ist.  Hierdurch  ist  die  Einfluß- 
linie für  Fq  bestimmt.  Weitere  Beispiele  für  derartige  Stäbe  finden 
sich  in  den  folgenden  Paragraphen  (Stab  V^  in  Fig.  145). 

Zusatz  4:  Zum  Schlüsse  sei  dar^n  erinnert,  daß  man  bei  einem 
Fachwerke  mit  Vertikalen  stets  einen  Ober-  und  Untergurtstab 
miteinander  in  Beziehung  bringen  kann.  Legt  man  einen  Schnitt 
ß — ß  durch  eine  Vertikale,  so  besteht  zwischen  dem  von  diesem 
Schnitte  getroffenen  Ober-  und  Untergurtstab  die  Gleichung: 

Ocos/8  =  — P. 

Es  genügt  also,  die  Einflußlinien  für  die  P-Stäbe  zu  zeichnen. 
Die  O-Stabe  ergeben  sich  dann  aus  diesen. 


§60. 
Beispiel:  Einflußlinien  für  eine  Gerbersche  Straßenbrücke. 

Aufgabe:  Die  FachwerJcbrücke  Fig.  142 — 145  mit  untenliegender 
Fahrbahn  ist  mittele  Einflußlinien  zu  berechnen! 

L  Allgeraeines  and  System. 

Für  ständige  Belastung  ist  die  Brücke  in  §  22,  8.  Aufgabe, 
berechnet.  Daselbst  sind  auch  die  nötigen  Systemangaben  gemacht. 

n.  Spannkräfte  infolge  JL  - 1,0  t  und  O  - 1,0  t  und  HiUswerte  D^,  Dj^*. 

Zum  Aufzeichnen  der  Einflußlinien  brauchen  wir  die  Spann- 
kräfte infolge  eines  Auflagerdruckes  ji  » 1,0  t  und  eines  Gelenk- 
druckes  O  » 1,0  t.  Diese  Hilfswerte  sind  nachstehend  berechnet 
(Seite  494,  495);  die  ersteren  für  die  Stäbe  zwischen  den  Auflagern 
A  und  £,  die  zweiten  für  die  Stäbe  des  Kragarmes.  Außerdem 
sind  die  Hilfswerte  D/v  (links  vom  Schnitte)  bzw.  Dp»'  (rechts  vom 
Schnitte)  bestimmt,  soweit  sie  erforderlich  sind.  (Für  den  par- 
allelen Teil  des  Systems  sind  sie  nicht  erforderlich,  da  hier  die 
Strecken  C'B'  und  D'A'  der  Einflußlinien  parallel  laufen.  Es  ist 
hierfür  also  Dp»  «>  Dj^ .) 
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Tabelle  n:  Spannkräfte  So  und  jDp». 


Momente 
M 

(mt) 


Träger- 
höhen 

k 

(m) 


aB^ 


Afio»  'IfiOhj^mbJSO 


Quo- 
tienten 

IL 

k 

(t) 


Af,  ..10,50|A,  »9,00|^-  -1,167 


Afjo 


^11»  -Bß^ha^i^ 


Mu^  -O,00fttt»4,00 


-1^7 


'^--0,796 


Au 


Obergart 
M 


hcOBß 

[Neignngs 

Winkel 
8.  Tabelle  I] 


Ou-+l,2A 


Ott-(M)0 


Untergurt 


hcoBy 

[Neigungs- 
winkel 
8.  Tabelle  I] 


U^m^l^a 


I7u  = -0^1 
l7u«-0,80 


Diagonalen  jD 


1     (M^ 


COBif\hi 


•   -  hu) 


[Neigungswinkel  8.  Tabelle  T\ 


*     0^409 


Dp^3  4 


(-1,207+1,187)» -040 
8,50 


9,00*0,400 


+0,06 


I>u  =  pjg(-l,»7+0,796)« -0,72 
8,60 


Dp^fm- 


6,80  -  0,678 


-1,06 


D^m 


0,640 


(0,000+0,706)- -1-1,24 


Vertikal  F-^(-tg/J«+tg^,»+i) 


bzw. 


'y(+tgy«»-tgy«+i) 


r««  -1,207(-0,671+0,229)-+0,41 


Fu«  -0,796(+0471-0,067)-  -0,09 


Fu-0,0 


III.  Anfzelehnen  der  EtnIluBlinien. 

Mit  Hilfe  der  obigen  Werte  sind  in  Fig.  142—145  die  Einflaß- 
linien  gezeichnet. 

1.  Äuflagerdrüche  und  Obergurt. 

In  Fig.  142  sind  äie  Einflnßlinien  für  die  Anflagerkrftfte  Ä 
und  Bf  für  den  Oelenkdmok  O  nnd  für  die  Obergurtstäbe  ge- 
seichnet.  Fnr  je  zwei  Stäbe,  die  den  Reichen  Bezugspunkt  haben, 
wird  natürlich  nur  eine  Einflußlinie  verwendet.  Haben  diese 
beiden  Stäbe  außerdem  auch  den  gleichen  Neigungswinkel,  so 
stimmen  die  Binflußlinien  und  also  auch  die  Spannkräfte  voll- 
ständig überein.  Haben  sie  aber  verschiedene  Neigungswinkel,  so 
muß  die  eine  Stabkraft  aus  der  anderen  durch  das  Verhältnis  der 
Spannkräfte  infolge  Ä  » 1,0  t,  oder  durch  das  umgekehrte  Yer- 
hältnis  der  Kosinus  der  Neigungswinkel  gefolgert  werden  (vgl.  §  24, 
8.  Aufgabe). 

Der  Stab  0|o  ist  durch  die  Spannkraft  infolge  (7  —  1,0  t  be- 
sttmmt.    Der  Stab  0^  folgt  dann  aus  der  Beziehung: 


o,,^o 


'n 


10* 


oder  auch 


0 


10- 


^(-O,,.0,8*90). 
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Der  Faktor  {cosßi^  :  co^ßn)  erscheint  also  als  „Mnltiplikator''  bei 
der  Eiuflußlinie  von  O^. 

2.   Untergurt. 

Die  Untergurtstäbe  sind  in  Fig.  143  erledigt.  Für  die  Ug -Linie 
wird  der  zwischen  Ä  und  B  liegende  Teil  zu  Null.  (Der  Bezugs- 
punkt fällt  in  die  Auflagervertikale  von  JB .)  Trotzdem  wird  aber 
die  Spannkraft  infolge  J.  ==  1,0  t  aufgetragen,  um  den  rechten 
Teil  der  Einflußlinie  zu  erhalten.  Dieser  Stab  erfährt  also  keine 
Spannkraft,  solange  die  Last  zwischen  A  und  B  ist.  Dagegen 
bekommt  er  Druck,  sobald  die  Last  auf  dem  Kragarm  oder  dem 
eingehängten  Träger  steht. 

Der  Stab  U^q  ist  durch  die  Spannkraft  infolge  G  =  1,0  t  be- 
stimmt. Man  sieht,  daß  die  Einflußlinien  von  U^q  und  U^  mit- 
einander übereinstimmen.  Beide  Stäbe  sind  ja  auch  gleich  dem 
Biegungsmoment  des  Punktes  9 ,  dividiert  durch  die  Höhe  h^  • 

3.  Diagonalen. 

Die  Diagonalen  sind  in  Fig.  144  dargestellt.  Das  Aufzeichnen 
der  Einflußlinien  für  B^ — D^  geschieht  mit  Hilfe  der  Werte  infolge 
i4  =  l,0t  und  der  Vertikalabstände  Dp*.  (Letztere  gehören 
bekanntlich  immer  zu  dem  Knotenpunkte,  der  unmittelbar  links 
vom  Schnitte  ist.)  Hat  Dp*  das  gleiche  Vorzeichen  wie  i>^,  so 
muß  der  Vertikalabstand  so  an  den  Endpunkt  der  von  2>^  her- 
rührenden Ordinate  angesetzt  werden,  daß  letztere  verlängert  wird. 
Andernfalls  muß  Dp^  so  angesetzt  werden,  daß  es  sich  von  der 
2>^-0rdinate  subtrahiert. 

Die  Diagonalen  D^^  und  D^  sind  dadurch  bestimmt,  daß  für 
zwei  Punkte  direkt  die  Ordinaten  aufgetragen  sind;  nämlich  für 
den  Gelenkpunkt  (I>ö)  und  für  den  unmittelbar  rechts  vom  Schnitte 
gelegenen  Punkt  {Dp^) .  Beide  Ordinaten  werden  natürlich  direkt 
von  der  Nullachse  und  mit  Berücksichtigung  der  Vorzeichen  auf- 
getragen.    Für  Djo  ist  nur  Bq  erforderlich. 

Zur  Sicherheit  sind  in  Fig.  144  auch  die  Bezugspunkte  der 
einzelnen  Diagonalen  hinuntergelotct,  soweit  sie  nicht  zu  ungünstig 
liegen,  und  hierdurch  die  Punkte  L'  bei  den  Einflußhnien  kon- 
trolliert. Hier  zeigt  sich  wieder  der  bereits  erwähnte  Unterschied: 
Bei  den  Stäben  des  Teiles  ^4 — B  bedeutet  ein  innenüegender  Bezugs- 
punkt, daß  die  Einflußlinie  auf  der  Strecke  A — JB  nur  ein  Vor- 
zeichen hat.  Bei  den  Füllungsstäben  des  Kragarmes  bedeutet  ein 
innenliegender  Bezugspunkt  (innerhalb  der  Länge  des  Kragarmes), 
daß  die  Einflußlinie  ihr  Vorzeichen  wechselt. 
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4,  Vertikalen, 

Die  Vertikalen  sind  in  Fig.  145  dargestellt.  Die  Zwischen- 
vertikalen Fo ,  Fj ,  y^  erhalten  keine  Spannung.  Die  Einflußlinie  für 
die  Zwischenvertikale  Fg  ist  durch  die  Spannkraft  infolge  ^»1,0  t 
bestimmt.  Der  Punkt  6 ,  aus  dessen  Oleichgewicht  die  Stabkraft  F^ 
gefolgert  wird,  gehört  der  unbelasteten  Gurtung  an.  Deshalb 
ist  Ff  bei  jeder  Laststellung  gegeben  durch  den  Ausdruck: 

F«-=(~0e-sin^;+0,sin/?,)«^(tg/?e-tg)9,).    " 

Die  Einflußlinie  für  Fg  entspricht  also  derjenigen  von  Jf g :  ein 
Dreieck  A'WB'  mit  der  Verlängerung  E'B'Q'H\  Bestimmt  ist 
dieses  Dreieck  für  F«  durch  die  Strecke  A'O'  =  F^ .  (Vgl.  die  Ab- 
leitung der  Zwischenvertikalen  in  §  26.) 

Die  Einflußlinie  für  V^  ist  entsprechend  zu  finden.  Nur  muß 
berücksichtigt  werden,  daß  der  Knotenpunkt,  aus  dessen  Gleich- 
gewicht die  Spannkralt  F^  des  Stabes  V^  abgeleitet  wurde,  dei 
belasteten  Gurtung  angehört.  Wenn  also  die  Last  direkt  im 
Punkte  7  steht,  so  muß  zu  dem  durch  F^  gegebenen  Werte  noch 
der  Betrag  von  (+1,0  t)  hinzugefügt  werden.  Auf  diese  Weise 
entsteht  unter  dem  Belastungspunkte  7  eine  Spitze. 

Fg  ist  wie  Fj  zu  behandeln^ 

Die  Vertikale  F9  erfordert  eine  etwas  eingehendere  Behandlung: 
Steht  die  Last  rechts  vom  Punkte  10  j  so  ist  F9  abhängig  von 
den  beiden  Ejräften  A  und  B .  [Ein  von  links  aus  gezeichneter 
Kräfteplan  würde  A  und  B  enthalten,  bevor  er  zum  Stabe  F9 
kommt.]  Der  Einfluß  von  A ,  für  sich  genommen,  ist  bestimmt 
durch  den  Betrag  F^,  den  eine  Kraft  J.  =  1,0  t  hervorbringt. 
Der  Einfluß  von  B  =  1,0  t,  für  sich  genommen,  auf  den  Stab  F9 
ist:  Fd  =  — 1,0  t.  Insgesamt  erhalten  wir  also  für  LaststeUung 
rechts  von  Punkt  10  (mit  F^  —  —2,40  t,  nach  Tabelle  I): 

V^^A^V^  +  B'Vb 

=  A  -  (-2,40) +  J?- (-1,0). 

Die  Einflußlinie  für  F9  für  diese  Laststellungen  ergibt  sich  dem- 
nach, indem  man  die  ^-Linie  im  (—2,40) fachen  und  die  S-Linie 
im  (—1)  fachen  Maßstabe  aufzeichnet  und  beide  Linien  (mit  Berück- 
sichtigung der  Vorzeichen)  zusammenlegt. 

Dies  ist  in  Pig.  145  geschehen.  Die  -A  Linie  ist  rechts  von 
Punkt  10  negativ.  Das  Produkt  A  •  F^  also  positiv.  Das  Pro- 
dukt F  •  Vb  dagegen  ist  rechts  von  Punkt  10  negativ.  Die  obige 
Summe  stellt  also  eine  Differenz  dar.    Durch  die  Art  der  Auf- 
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tragung  in  Fig.  145  ist  erreicht,  daß  diese  Differenz  direkt  ab- 
gegriffen werden  kann  (schraffierte  Fläche  in  Fig.  145).  Hiermit 
ist  die  Laststellung  reehts  von  10  erledigt. 

Steht  die  Belastung  links  von  Punkt  j,  so  ist 

V^ B. 

(Dann  wird  Ug  »  ZJ^q  ""  ^)'  ^'^^  steht  schließlich  die  Last  im 
Punkt  9,  so  wird 

(Die  Last  wird  dann  direkt  durch  das  Auflager  aufgenommen.) 
Insgesamt  haben  wir  also:  Von  0 — 8  die  negativ  zu  nehmende 
jB-Linie,  im  Punkte  9  die  Ordinate  Null,  und  von  10  ab  nach 
rechts  der  Ausdruck  .4.  •  F^  +  jB  •  F^ .  Hiernach  ist  die  gesamte 
Fg-Linie  in  Fig.  145  von  einer  Nullachse  A^H^  aus  aufgetragen. 
(Der  Teil  rechts  von  10  ist  von  der  darüberliegenden  schraffierten 
Fläche  übernommen.) 

Zusatz  1.  Statt  durch  F^  und  Vb  hätte  man  V^  auch  direkt 
durch  das  Gleichgewicht  d^  Punktes  9  ausdrücken  können :  Wenn 
sich  im  Punkte  9  keine  Last  befindet,  so  lautet  der  Ausdruck  für  F, : 

Fg  =  —B  —  Ug  •  sinyg  —  J7,o  •  sin^'io  • 

Wir  bekommen  also  die  Einflußlinie  für  Fg,  indem  wir  zunächst 
die  £-Linie  aufzeichnen  und  deren  Vorzeichen  überall  umkehren. 
Dann  die  Z7g-Linie  (Fig.  143)  mit  dem  Faktor  sinyg  multiplizieren 
und  von  der  vorhin  aufgezeichneten  (— jB)-Linie  subtrahieren.  Und 
schließlich  noch  die  mit  sinyiQ  multiplizierte  ZZ^o-Linie  abziehen. 
Da  die  Z7g-  und  Z7|o-Linien  einfache  Dreiecke  sind,  so  braucht  man 
bei  ihnen  nur  eine  Ordinate  zu  multiplizieren  und  hat  dadurch 
die  ganze  Einflußlinie  mit  dem  betreffenden  Faktor  multipliziert. 
Auf  diese  Weise  erhält  man  ebenfalls  die  Einflußlinie  für  alle 
Laststellungen  außer  im  Punkte  9 .  Für  letztere  Laststellung  aber 
igt  Fg  SB  0 .  Insgesamt  ergibt  sich  also  die  in  Fig.  145  gezeichnete 
Einflußlinie  [Fg] ,  natürlich  übereinstimmend  mit  der  Einflußlinie  Fg  • 
Zusatz  2.  Da  in  Wirklichkeit  die  Fahrbahn  nicht  direkt  in 
Höhe  des  Untergurtes,  •  sondern  etwas  darüber  liegt,  müssen  wir 
die  Vertikale  Fg  eigentlich  in  einen  oberen  und  einen  unteren 
Teil  zerlegen.  Ein  Unterschied  zwischen  den  beiden  Teilen  be- 
steht natürlich  nnr  dann,  wenn  der  Knotenpunkt  9  selber  be- 
lastet ist.     Und  zwar  ist  für  diese  Laststellung: 

für  den  oberen  Teil  von  V^:    B  =  0^ 
„      „    unteren  „      „     Fg  :    S  =  — S  =»  — P  =  — 1,0  t. 
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Für  den  unteren  Teil  (vom  Punkte  B  bis  zur  Fahrbahn)  ist  also 
die  Einflußlinie  F9  von  Fig.  145  insofern  abzuändern,  als  die 
Ordinate  bei  9  nicht  gleich  Null  sondern  gleich  —1,0  anzutragen  ist. 

Allgemein  lautet  für  solche  Fälle  unsere  Begel  (§  22,  8.  und 
9.  Aufgabe):  Greift  die  Belastung  nicht  an  den  Endpunkten, 
sondern  inmitten  einer  Vertikalen  an,  so  ist  der  obere  Teil  der- 
selben so  zu  berechnen,  als  ob  die  Last  im  unteren  Knoten- 
punkte wäre,  und  umgekehrt. 

Hiermit  ist  auch  die  Auflagervertikale  V^ ,  die  schon  oft  eine 
statische  Berechnung  aufgehalten  hat,  erledigt. 

Zum  Schlüsse  sind  die  Vertikalen  Viq  und  V^  gezeichnet: 
Unter  dem  Gelenk  ist  die  Spannkraft  infolge  0  =  1,0  t  aufgetragen; 
ferner  unter  der  Vertikalen  selber  die  Spannkraft,  die  infolge  einer 
an  der  Vertikalen  hängenden  Kraft  P  =  1,0  t  eatstehen  würde. 
Hierdurch  sind  zwei  Ordinaten  und  somit  die  ganze  Einflußlinie 
bestimmt. 

Somit  sind  sämtliche  Einflußlinien  aufgezeichnet  und  die 
Brücke  kann  für  jede  beliebige  Belastung  berechnet  werden. 

Übungsaufgabe.  Man  bestimme  die  gebrauchten  Hilfswerte 
mittels  Kräfteplans,  zeichne  die  Einflußlinien  auf  und  berechne 
die  Brücke  für  eine  bewegliche  Belastung  p  —  2,5  t/m. 

§51. 
Beispiel:  Einfliißliiilen  für  eine  Ausleger -Verladebrücke. 

Aufgabe:  Die  Verladeirücke  Fig.  146  mit  ohenliegender  Fahr- 
bahn ist  mittels  Einflußlinien  wu  berechnenl 

Gesamte  Länge  gleich  26,40  m ;  Weite  der  Mittelöffnung  gleich 
15,40  m;  Auskragungen  je  5,50  m.  Höhe  des  Trägers  A  —1,76  m; 
Feldweite  gleich  2,20  m.  Bewegliche  Belastung  pro  Hauptträger: 
Zwei  Baddrücke  von  je  5,00  t  bei  1,65  m  Badstand. 

A.  Allgemeines* 

Ist  das  System  statisch  bestimmt!  Das  in  Fig.  146a  gezeichnete 
System  ist  statisch  bestimmt;  denn  es  hat 

9  —  77  Stäbe  und  k  »  40  Knotenpunkte, 
80  daß  die  Bedingung  der  statischen  Bestimmtheit: 

«  =  2&-3 
erfüllt  ist. 

Einfacher  als  durch  Abzählen  der  Stäbe  können  wir  aber 
die  statische  Bestimmtheit  des  Systems  aus  der  Art  erkennen, 
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in  der  es  entstanden  ist:  Zunächst  sind  die  drei  Punkte  0,  1  nnd  2 
ZVL  einem  Dreieck  verbunden.  Dann  ist  an  1  und  2  der  Knoten- 
punkt 3  zweistäbig  angeschlossen;  dann  an  1  und  3  der  Knoten« 
punkt  4  usw.,  zunächst  bis  Punkt  9 .  Von  da  ab  aber  fängt  das 
obere  Dreieckfachwerk  mit  seinem  ebenfalls  zweistäbigen  An- 
schlüsse an.  Die  ganze  Konstruktion  ist  also  statisch  bestimmt 
aufgebaut. 

Allerdings  sind  die  Stäbe  nicht  so  angeordnet,  daß  aus- 
schließlich Dreiecke  entstehen.  Denn  wir  haben  in  Fig.  146  a  auch 
Polygone  mit  vier  Knotenpunkten.  Zwar  liegen  von  diesen  je 
drei  in  einer  Geraden,  so  daß  die  Polygone  wie  Dreiecke  aussehen; 
für  die  statische  Untersuchung  sind  es  aber  Vierecke.  Durch 
diesen  Umstand  werden  sich  im  folgenden  einige  Schwierigkeiten 
einstellen,  da  ja  unsere  Ableitung  der  EinHußlinien  von  einem 
einfachen  Dreieckfachwerke  ausgegangen  und  zunächst  also  auch 
nur  für  ein  solches  eingerichtet  ist.  Außerdem  wird  die  ganze 
Berechnung  durch  die  angesetzten  Stutzen  erschwert. 

Ein  Bedenken  besteht  weiterhin  hinsichtlich  der  Lagerung, 
da  wir  hier  meistens  nicht  ein  richtig  durchgebildetes  festes  oder 
bewegliches  Lager  haben.  Wir  wollen  aber  davon  absehen  und 
die  Berechnung  so  durchführen,  als  ob  das  eine  Lager  fest  und 
das  andere  beweglich  wäre.  Solange  es  sich  nar  um  vertikale 
Lasten  handelt,  treten  bei  beiden  Lagern  uur  vertikale  Auflager- 
drücke auf.  Dann  braucht  kein  Unterschied  zwischen  den  beiden 
Lagern  gemacht  zu  werden. 

B.  Untersuchung  der  Stütieiu 

Wenn  wir,  um  das  Fachwerk  zum  Beispiel  mittels  Kräfte- 
plan zu  untersuchen,  am  Auflager  A  anfangen,  so  zeigt  sich,  daß 
wir  schon  an  den  Punkten  1  oder  2  nicht  weiterkommen,  da 
hier  mehr  als  zwei  unbekannte  Stabkräfte  vorhanden  sind.  Dieses 
kommt  eben  daher,  weil  die  Stäbe  kein  einfaches  Dreieckfachwerk 
bilden. 

In  §  22,  Fig.  81 0,  haben  wir  dieses  Stützensystem  bereits 
vollständig  untersucht.  Damals  hatte  sich  folgendes  Besultat  er- 
geben, das  wir  jetzt  ohne  weiteres  auf  das  vorliegende  Bock- 
gerüst übertragen  können:  Solange  die  äußere  Kraft  nur  an 
der  Spitze  der  Stütze  angreift,  sind  sämtliche  Füllungs- 
stäbe spannungslos.  (Vgl.  §  22,  18.  Aufgabe).  In  Fig.  146a 
(rechte  Seite)  sind  also  bei  den  Füßen  die  Zwischenstäbe  a ,  a% 
b,  b%  e,  d  und  d'  sämtlich  spannungslos,  und  nur  die  Stäbe  8 


3     -  Zat 
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und  8^  erhalten  Spannung.  Diese  Stäbe  haben  demnach  auf  der 
ganzen  Länge  0 — 7  bzw.  0 — 8  die  gleiche  Spannkraft;  sie  können  auf 
diese  Länge  als  ohne  Knotenpunkt  durchlaufend  angesehen  werden. 
Ferner  ist  ersichtlich:  Da  die  Stäbe  d  und  d'  spannungslos 
sind,  haben  die  beiden  mit  U^  bezeichneten  üntergurtstäbe  des 
Parallelträgers  (Fig.  146  a,  linke  Hälfte)  stets  dieselbe  Spannkraft. 
Diese  beiden  Stäbe  können  also  im  folgenden  als  ein,  vom  Punkt  7 
bis  Punkt  8  ohne  Unterbrechung  durchlaufender^  Stab  behandelt 
werden. 

C.  EinfluOIlnien  für  den  oberen  TeiL 

Da  in  Fig.  146   eingehängte  Träger   nicht  vorhanden  sind, 

fallen  die  in  Fig.  141  mit  OiH'  resp.  O^J'  bezeichneten  Teile  der 

Einflußlinien  fort.    Im  übrigen  bleibt  die  Untersuchung  natärliöh 

dieselbe. 

L  Ermittlung  der  Hillswerte. 

Wir  nehmen  den  Auflagerdruck  A  in  der  Größe  von  1,0  t  an 
und  bestimmen  für  diesen  Zustand  die  Spannkräfte.  Hierzu  ist 
diesmal  ein  Kräfteplan  gezeichnet  (Fig.  146 d).  Die  Stäbe  0^  Og, 
Ulf  2>i,  Dj,  Fo,  Fj  und  F,  des  überkragenden  Teiles  werden  bei 

m 

diesem  Belastungszustand  gleich  Null,  wie  aus  dem  Gleichgewicht 
der  Knotenpunkte  ohne  weiteres  folgt.  Wir  fangen  also  bei  Punkt  o 
an,  ermitteln  die  Stäbe  8  und  8'  (die  Füllungsstäbe  der  Strebe 
sind  gleich  Null),  dann  D^  und  ZJ,,  F,  und  U^  usw.  Es  genügt, 
den  Plan  bis  zur  Trägermitte  zu  zeichnen. 

Dann  wird  im  äußersten  Punkte,  in  O^  eine  Last  von  1,0  t 
angenommen  und  für  diesen  Belastungszustand  ein  Kräfteplan 
für  die  Stäbe  des  Kragarmes  gezeichnet  (Fig.  146  e). 

Die  Hilfswerte  Dp*  brauchen  wir  für  den  mittleren  Teil  nicht, 
da  dieser  ein  Parallelträger  ist  (Djv  «  Dj) .  Beim  äußeren  Teile 
werden  wir  Dp*  nur  für  die  eine  Diagonale  D^  brauchen. 

n.  Aufzeichnen  der  Einflußlinien. 

1.  Gurtstftbe. 

Nachdem  somit  die  erforderlichen  Hilfswerte  bestimmt  sind, 
sind  in  Fig.  146  f  die  Einflußlinien  für  die  Ober-  und  Untergurt- 
stäbe dargestellt.  Bei  den  Stäben  des  mittleren  Teiles  (Stäbe  0$, 
O4,  IZj,  Ui)  werden  von  einer  Nullachse  A'B^  aus  die  Spann- 
kräfte infolge  J.  =  1,0  t  auf  der  Vertikalen  durch  A'  aufgetragen, 
dann  die  betreffenden  Bezugspunkte  hinuntergelotet,  hierdurch 
die  Spitzen  der  Dreiecke  bestimmt  und  dann  schließlich  deren 
Seiten  geradlinig  über  A^  und  B'  hinaus  verlängert.    Bei  den 
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Gnrtstäben  des  überkragenden  Teiles  (Stäbe  0^  0,,  Ui)  werden 
von  der  Nullachse  aus  auf  der  Vertikalen  durch  &[  die  Spann- 
kräfte infolge  öj  =  1,0  t  aufgetragen,  die  Bezugspunkte  der  Stäbe 
hinuntergelotet,  hierdurch  die  Nullpunkte  der  Einflußlinien  be- 
stimmt und  dann  die  betreffenden  Dreiecke  gezeichnet. 

pDa  es  sich  nur  um  wenige  Stäbe  handelt,  konnten  in  Fig.  146  f 
sämtliche  Einflußlinien  gemeinschaftlich  von  ein  und  derselben 
Nullachse  aus  aufgetragen  werden,  ohne  daß  die  Zeichnung  un- 
deutlich wurde.  Die  Bezeichnung  ist  so  geschehen,  daß  in  den 
Punkten,  in  denen  eine  Einflußlinie  anfängt,  abknickt  oder  auf- 
hört, der  betreffende  Stab  hinzugeschrieben  ist,  und  zwar  mit 
dem  Vorzeichen,  das  die  Einflußlinie  an  dieser  Stelle  hat.] 

Der  Stab  U^  nimmt  unter  den  Gurtstäben  eine  besondere 
Stellung  ein,  da  er  nicht  mehr  zu  dem  aus  einfachen  Dreiecken 
gebildeten  Teile  gehört.  Ein  Schnitt  durch  U^  trifft  außer  diesen 
Stab  noch  drei  andere  Stäbe,  so  daß  sich  für  ü^  kein  Bezugspunkt 
zum  Aufstellen  einer  BiUersohen  Momentengleichung  angeben  läßt. 

Um  die  Einflußlinie  für  U^  zu  finden,  betrachten  wir  zunächst 
die  Stellungen  rechts  vom  Punkte  9,  Für  diese  Laststellungen 
ist  der  linke  Teil  bis  einschließlich  Stab  0^  spannungslos.  Es  läßt 
sich  also  U^  direkt  durch  den  Auflagerdruck  A  ausdrücken  (z.  B. 
nach  Ritter  oder  mittels  eines  von  A  aus  gezeichneten  Eräfte- 
planes) ;  d.  h.  für  alle  Laststeliungen  rechts  von  9  ist  U^  direkt 
proportional  dem  Auflagerdruck  A  •  Wir  finden  also  diesen  Teil  der 
Einflußlinie,  indem  wir  die  ^ -Linie  im  ]72(^)  fachen  Maßstabe 
zeichnen  (Fig.  146  m). 

Steht  nun  die  Last  P  » 1,0  t  im  Knoten  i0,  so  ist  U,  ab- 
hängig von  dem  Auflagerdruck  A  und  der  Last  P .  In  Wirklich- 
keit sind  diese  beiden  Ursachen  gleichzeitig  vorhanden.  Wir  be- 
trachten aber  für  die  Eechnung  zunächst  A ,  dann  P  und  addieren 
nachträglich  beide  Wirkungen. 

Die  Wirkung  von  A ,  für  sich  betrachtet,  ist  in  Fig.  146  m 
dargestellt  durch  die  Ordinate  tj^  (Verlängerung  der  A  •  U^i-Linie). 
Da  Uji  positiv  ist,  ist  auch  i]^  positiv. 

Die  Wirkung  von  P,  für  sich  betrachtet,  läßt  sich  ebenfalls 
einfach  ermitteln.  Wenn  nämlich  A  ausgeschaltet  ist,  ist  der  ganze 
Fuß  spannungslos.  Wir  erhalten  also  aus  dem  Schnitte  ß — ß  für 
diesen  Teilzustand  die  Spannkraft  (Bezugspunkt  9  für  die  Momente) : 

r.— P.|--,,0.|f— 1,2., 

[X  =  Abstand  10—9,  h  =  Trägerhöhe]. 
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Nun  zählen  wir  die  Wirkung  von  A  und  die  von  P  wieder 
zusammen.  Die  erstere  (positiv)  ist  in  Fig.  146  m  bereits  durch 
die  Strecke  t]^  dargestellt.  Daran  setzen  wir,  und  zwar  so,  daß 
sie  sich  subtrahiert,  die  Strecke  17"=— 1,25.  Die  resultierende 
Strecke  rj  gibt  dann  die  endgültige  Spannkraft  des  Stabes  U^  bei 
LaststelluDg  im  Punkte  10  an. 

Durch  diese  Ordinate  17  ist  weiterhin  der  ganze  noch  fehlende 
linke  Teil  der  {7, -Linie  festgelegt.  Man  beachte,  daß  diese  Ein- 
fiußlinie  bei  A'  nicht  die  Ordinate  Null  hat.  Das  heißt,  eine  in 
der  Mitte  des  Feldes  10 — 9  stehende  Last  bringt  im  Stabe  U^ 
eine  Spannkraft  hervor. 

2.  Auflagerdruek  ond  StatzensUbe. 

Die  Einflußlinie  für  den  Auflagerdruck  Ä  ist  in  Fig.  146  i 
gezeichnet. 

Aus  der  A -Linie  ergeben  sich  weiterhin  die  Einflußlinien  für 
die  Stäbe  8  und  8\  Aus  dem  Oleichgewicht  des  Punktes  0  folgt 
nämUch  (Fig.  146  k): 


2    sina 

Nach  der  Systemfigur  ist  Binoc  »  0,98 .    Somit  wird 

Ä  =  Ä'=-0,51A. 

Die  Einflußlinie  für  A  kann  also  auch  als  Einflußlinie  für  S 
und  8'  benutzt  werden;  nur  müssen  die  Ordinaten  nicht  im  Maß- 
stabe 1  cm  ==  1,0  t,  sondern  1  cm  =  0,51  t  abgemessen  werden. 
Außerdem  sind  die  Vorzeichen  zu  vertauschen  (Fig.  146  i). 

8.  FttUangsstäbe  (des  oberen  Teiles). 

a)  Bei  den  Diagonalen  wurden  für  D4,  D5,  2>«  zunächst  die 
Spannkräfte  infolge  -4.  — 1,0  t  aufgetragen  (Fig.  146  g).  Diese  Werte 
sind,  abgesehen  vom  Vorzeichen,  einander  gleich,  da  es  sich  um 
einen  Parallelträger  handelt.  Der  Bezugspunkt  für  die  Diagonalen 
/>4,  I>5  und  2>fl  liegt  im  Unendlichen.  Deshalb  sind  in  Fig.  146  g 
die  Linien  C'B'  und  A'D'  einander  parallel.  Man  kommt  also 
mit  dem  Auftragen  des  einen  Wertes  D^  aus  und  hat  in  den  be- 
treffenden Feldern   nur   noch   die  Abschrägungen   einzuzeichnen. 

Bei  der  Diagonalen  D^  wurde  die  Spannkraft  infolge  öj  =  1,0  t 
aufgetragen  (Eräfteplan  Fig.  146  e)  und  die  Abschrägung  ein- 
gezeichnet. (Bei  diesem  Stabe  besteht  der  Teil  links  vom  Schnitt 
nur  aus  dem  einen  Belastungspunkte  Oi .) 

Bei  der  Diagonalen  2>s  wurde  zunächst  ebenfalls  die  Spann- 
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kraft  infolge  eines  Gelenkdruckes  von  1,0  t .  aufgetragen.  Dai;in 
wurde,  da  der  Bezugspunkt  von  D^  ziemlich  ungünstig  Liegt,  in 
dem  unmittelbar  links  vom  Schnitte  befindlichen  Knotenpunkte 
eine  Last  von  1,0  t  angenommen,  die  hierbei  im  Stabe  D^  ent- 
stehende Spannkraft  Dp*  ermittelt  und  diese  unter  der  Laststellung 
als  Ordinate  der  Einflußlinie  aufgetragen.  Auf  diese  Weise  läßt 
sich  auch  «D,  leicht  bestimmen.  (Die  Berechnung  von  Dp*  führe 
der  Leser  selber  aus.) 

Die  Diagonale  Dz  muß  besonders  behandelt  werden:  Wir  be- 
trachten das  Oleichgewicht  des  links  vom  Schnitte  ß — ß  liegenden 
Teiles,  und  zwar  benutzen  wir  die  Oleichgewichtsbedingung  B^  =  0. 
Steht  dann  die  bewegliche  Last  P  ==  1,0  t  rechts  vom  Schnitte, 
auf  der  Strecke  Q—O^j  so  ist: 

Ey  =  +  J>j  sin 9?  —  Äsina  =  0  , 


sin 9?  0,625  ' 

2>3« +5-1,57. 

Wir  tragen  also  die  Einflußlinie  für  8  (Fig.  146  i)  im  1,57  fachen 
Maßstabe  auf  (Linie  ahB'o  in  Fig.  146  n)  und  benutzen  von  dieser 
das  Stück  von  9'  bis  Oi .    Das  Vorzeichen  ist  dasselbe  wie  bei  8 . 

Tritt  nun  die  Last  P  =  1,0  t  links  vom  Schnitt  ß — jff,  so  wird 

By  =  +I>8  sin 97  —  Äsina  — 1,0  t  =  0  ; 

•  sm9?        sm^? 

2>,  =  +5-1,57+1,6. 

Wir  müssen  also  zu  dem  Beitrag  +iS-l,57  noch  den  Wert 
+  1,6  t  hinzufügen.  In  Fig.  146n  wurden  vorhin  die  negativen 
Ordinaten  nach  unten  und  die  positiven  nach  oben  aufgetragen. 
Wir  müssen  also  jetzt  von  dem  Werte  +Ä«1,57  (der  eine  negative 
Zahl  darstellt,  da  8  für  diese  Laststellungeu  negativ  ist)  den 
positiven  Beitrag  +lfi  nach  oben  hin  abtragen.  Dann  zeichnen 
wir  für  das  durchschnittene  Feld  selber  noch  die  gerade  Ver- 
bindungslinie der  Ordinaten-Endpunkte  ein  und  haben  die  gesamte 
Einflußlinie  für  Dj. 

b)  Bei  den  Vertikalen  ergibt  sich  aus  dem  Gleichgewicht  der 
betreffenden  Knotenpunkte,  daß  F^  und  V^  stets  spannungslos 
sind.  Für  7^,  F^  und  Fe  ist  die  Binflußlinie  in  Fig.  146  h  dar- 
gestellt: Die  Spannkraft  der  Vertikalen  ist  gleich  —1,0  t,  wenn 
die  Last  P  « 1,0  t  direkt  in  dem  betreffenden  Knotenpunkte  steht, 
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und  sie  wird  gleich  Nall,  wenn  die  Last  P  über  den  linken  oder 
rechten  Knotenpankt  hinansrückt.  Für  die  erste  Vertikale,  Fqi 
gut  die  Hälfte  der  Fig.  146  h. 

Die  Vertikale  F,  wird  ans  dem  Gleichgewicht  des  Knoten- 
punktes 8  bestimmt.  Ans  diesem  ergibt  sich  (wenn  wir  zunächst 
sämtliche  Stäbe  als  positiv  einführen): 

JBy  =  +F3  —  iS'sina  =  0 ; 
hieraus 

7j  =  -f  Ä'sina  . 

F,  ist  also  stets  gleich  der  mit  sind»  multiplizierten  Spann- 
kraft 8^  und  hat  auch  stets  dasselbe  Vorzeichen  wie  S\  Nun  hatten 
wir  vorhin  gefunden: 

Wir  erhalten  also: 

F,  =  +(-0,51 -A)  sin  a  =  +(~  0,51  il).  0,98 

«=-0,5^. 

Dieses  Eesultat  konnte  man  auch  direkt  hinschreiben.  Denn 
V^  muß  gleich  der  vertikalen  Seitenkraft  von  fi'  sein,  und  diese 
ist  gleich  der  Hälfte  des  Auflagerdruckes  A,  Wir  können  also 
für  F3  die  Einflußlinie  für  A  benutzen;  nur  müssen  wir  die  Vor- 
zeichen umändern  und  als  Maßstab  nicht  1,0  cm  =  1,0  t^  sondern 
1,0  cm  »  0,5  t  nehmen. 

HL  AuBwerten  der  ElnfloBlinfen« 

Kachdem  nun  sämtliche  Einflußlinien  gefunden  sind,  wurde 
zu  jeder  derselben  die  aus  zwei  Raddrücken  von  je  5,0  t  bestehende 
Belastung  eingezeichnet.  Das  eine  Bad  muß  stets  da  stehen,  wo 
die  größte  Ordinate  ist.  Hiernach  ist  dann  für  jeden  Stab  die 
maßgebende  Stellung  leicht  zu  finden.  Bei  Belastung  der  Krag- 
arme ist  zu  beachten,  daß  das  äußere  Ead  aus  Eonstruktions- 
gründen  nur  bis  zu  einer  gewissen  Strecke  vor  das  Ende  dos 
Trägers  gelangen  kann.  Zu  den  Laststellungen  wurden  in  Fig.  146 
die  Stäbe  hinzugeschrieben,  für  die  die  betreffende  Stellung  maß- 
gebend ist;  dann  wurden  die  Ordinaten  abgemessen,  mit  5,0  multi- 
pliziert und  die  hierdurch  erhaltenen  Spannkräfte  zusammengestellt. 
Somit  ist  jeder  Stab  für  die  vorgeschriebene  bewegliche  Belastung 
berechnet« 


§  52.    Analytische  Berechnung  Ton  Gerhenchen  FachwerkbrQcken.      507 

lY.  BemeriLimg  hinsiehtlleh  nieht-etnfaeher  Systeme* 

Anch  bei  diesem  Beispiele  hat  sich  gezeigt,  daß  unsere  ein* 
fachen  Begeln  für  die  Stabberecbnnng  natürlich  ohne  weiteres  nur 
für  den  Fall  pa.sseny  für  den  sie  abgeleitet  sind,  nämlich  für  das 
einfache  Dreieckfachwerk.  Ist  das  Fachwerk  ein  nicht-einfaches, 
wie  im  Torliegenden  Falle  in  dem  Teile  über  den  Auflagern,  so 
erfordert  die  Berechnung  besondere  Überlegung.  Dann  kann  man 
für  die  Stabkräfte  nicht  mehr  einfache  Formeln  aufstellen,  die 
sich  leicht  graphisch  darstellen  lassen,  sondern  man  muß  häufig 
einen  Stab  durch  andere  Stäbe  ausdrücken  und  dann  deren  Einfluß- 
linien kombinieren. 

In  Abschnitt  V  werden  wir  uns  besonders  mit  nicht-einfachen 
Systemen  bei  beweglicher  Belastung  beschäftigen  und  einige  all- 
gemeine Begeln  ableiten,  durch  die  auch  bei  diesen  Systemen  das 
Aufzeichnen  d^  Einflußlinien  wesentlich  erleichtert  wird.  Der- 
artige Umwege,  wie  wir  sie  zur  Bestimmung  der  Stäbe  U^jDgf  Fg 
^  machen  mußten,  werden  dann  nicht  mehr  nötig  sein. 

§62. 
Analytische  Berechnmig  Ton  6  erb  ersehen  Fachwerkbrücken. 

Wenn  man  erst  aus  den  Einflußlinien  weiß,  in  welcher  Weise 
die  einzelnen  Stäbe  bei  wechselnder  Belastung  beansprucht  werden, 
kann  man  die  eigentliche  Berechnung  der  Stabkräfte  auch  in 
analytischer  Weise  durchführen.  Namentlich  wird  dies  bei  gleich- 
mäßig verteilter  Belastung  zweckmäßig  sein. 

L  Btibe  des  Teiles  iwisehen  den  Lagern  AS  (ygl.  Fig.  141  d—g). 

1)  Zunächst  beredmen  wir  diese  Stäbe  so,  als  ob  die  Krag- 
arme überhaupt  nicht  vorhanden  wären.  Hierbei  erhalten  wir  im 
Obergurt  Druck,  im  Untergurt  Zug,  in  einem  Füllungsstabe  im 
allgemeinen  einen  größten  Zug  und  einen  größten  Druck. 

8)  Dann  belasten  wir  den  linken  Exagarm  nebst  eingehängtem 
Träger  und  erhalten  für  einen  Obergurtstab  (des  Teiles  Ä — B)  Zug, 
für  einen  Untergurtstab  Druck,  und  für  einen  Füllungsstab  ent- 
weder Zug  oder  Druck. 

3)  Schließlich  belasten  wir  die  rechte  Kragseite  und  erhalten 
für  einen  Obergurtstab  Zug,  für  einen  Untergurtstab  Druck,  für 
einen  Füllungsstab  Druck  oder  Zug. 

Nun  kombinieren  wir  diese  drei  Fälle  und  erhalten  für  jeden 
Stab  den  größten  Zug  und  den  größten  Druck,  entsprechend 
folgendem  Schema  (vgl.  Fig.  141  d — g): 
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Stab 


GrOftter  Zug 


GrOftter  I>nKk 


I.     Oberguri 


Linke  und  rechte  Kragseite  toU 


MitUerer  Tefl  roll 


2.     Untergaii 


mtaerer  TeO  toU 


Linke  and  rechte  KrsgaeÜe  toU 


8a. 


FQllimgastab, 
Bezagspunkt  innen 


H ittlerer  Teü  toU  Linke  imd  rechte 

oder  umgekehrt 


ToU 


3b. 


PQllangsstab, 
Bexugspunkt  anften 


Rechtsseitige  TeilbeUstnng 
and  Unke  Kragseite  toU 


Linksseitige  Teilbelastung 
and  rechte  Kragseite  toU 


oder  amgekehrt 


Indem  man  alßo  der  Reihe  nach  den  mittleren  Teil  und  dann 
die  Kragteile  belastet,  ergibt  sich  für  jeden  Stab  die  größte 
Spannkraft.  Der  Fall,  dafi  z.  B.  der  linke  Exagteil  belastet  ist, 
ist  sehr  einfach  zu  erledigen,  weil  dann  samtliche  Momente  des 
mittleren  Teiles  durch  den  Auflagerdruck  B  gegeben  sind.  Auf 
diese  Weise  geht  die  Berechnung  derartiger  Konstruktionen  schnell 
▼onstatten. 

IL  Stäbe  der  Kragarme. 

Wir  nehmen  YoUbelastung  des  Kragarmes  und  des  an« 
schließenden  eingehängten  Tragers.  Diese  Belastung  ist  maßgebend 
für  Obergart,  Untergurt  und  für  diejenigen  Füllungsstabe,  deren 
Bezugspunkt  außerhalb  des  Gelenkes  liegt.  Für  die  übrigen 
Füllungsstabe  wird  der  Bezugspunkt  hinuntergelotet,  hierdurch 
die  Lastscheide  bestimmt  und  nun  die  Belastung  einmal  links 
und  einmal  rechts  von  der  Lastscheide  aufgestellt.  Für  Füllungs- 
stabe mit  Bezugspunkt  innen  muß  also  zweimal  gerechnet  werden, 
entsprechend  den  beiden  verschiedenen  Spannkräften  (Zug  und 
Druck),  die  ein  solcher  Stab  erfährt. 


Auch  bei  Einzellasten  läßt  sich  die  analytische  Berechnung 
durchführen.  Namentlich  beachte  man,  daß  für  die  Stäbe  zwischen 
Ä  und  B  der  links  Ton  Ä  und  rechts  Yon  B  liegende  Teil  der 
Einflußlinie  stets  ein  Dreieck  A'R'Q[  bzw.  B'J'G'^  mit  der  Spitze 
unter  dem  Gelenke  bildet.  Aus  dieser  Übereinstimmung  der  Form 
der  Einflußlinien  folgt,  daß  alle  Stäbe  der  Öffnung  A—B  hin- 
sichtlich der  Belastung  der  Eragöffnungen  ein  und  dieselbe  un- 
günstigste Laststellung  haben.  Und  zwar  ist  der  Einfluß  dieser 
Lasten  proportional  der  Höhe  des  Dreieckes. 


Abschnitt  IV. 

Besondere  Methoden  flir  den 

Drei^elenkbogen. 

7.  Vortrag: 

Allgememe  Untersuehmig  und  Bereehniuig  für  ständige 

Belastung« 

§63. 
Angemeines. 

Unsere  bisherigen  Untersuchungen  haben  sich  in  der  Haupt- 
sache auf  solche  Systeme  erstreckt,  die  ein  festes  und  ein  beweg- 
liches Lager  haben  (statisch  bestimmte  Lagerung).  Auch  wenn 
mehrere  Träger  zu  einem  System  verbunden  wurden  {Oerbersche 
Trager),  war  die  Anordnung  so  getroffen,  daß  jeder  der  einzelnen 
Träger  an  einem  Ende  fest  und  am  anderen  Ycrschieblich  gestützt  war. 

Diese  Bauart  hat  bekanntlich  den  großen  Vorteil,  daß  die 
Auflagerdräcke  sich  in  einfacher  Weise  durch  bloße  Anwendung 
der  drei  Oleichgewichtsbedingungen  der  Statik  bestimmen  lassen. 
Da  in  diesen  Gleichungen  nur  die  äußeren  Kräfte  (nach  Größe, 
Bichtung  und  Lage)  und  die  Abmessungen  des  Trägers  vorkommen, 
so  hängen  die  Auflagerkräfte  auch  nur  von  diesen  Werten  ab. 
Andere  Einflüsse,  z.  B.  Temperaturänderungen  oder  Nachgeben 
der  Widerlager,  erzeugen  bei  dieser  Stützungsart  keine  Auflager- 
kräfte. Dieses  lehrt  der  Augenschein,  da  ja  der  Träger  infolge 
der  beweglichen  Lagerung  allen  Einflössen  frei  folgen  kann.  Es 
kommt  auch  mathematisch  zum  Ausdruck,  da  in  den  zur  Er- 
mittlung der  Auflagerdrncke  aufgestellten  Gleichungen  die  obigen 
Einflüsse  (Temperatur,  Senkung  der  Stützpunkte)  gar  nicht  vor- 
kommen* 
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Betrachten  wir  nun  im  Gegensats  bierza  eine  Konstrdktion 
mit  swei  festen  Lagern,  „Zwcigelenkbogen'^  Jetzt  haben  wir 
an  jedem  Anfiager  swei  Unbekannte  (Größe  nnd  Bichtnng  der 
Anfiagerkraft).  Im  gansen  sind  also  vier  Anflageronbekannte, 
nnd  zvL  deren  Ausrechnung  reichen  die  drei  Gleichungen  der  Statik 
nicht  ans.  Das  System  ist  (äufierlich)  statisch  unbestimmt. 
(Vgl.  auch  §  20,  Absatz  m,  Fig.  63  b.) 

Es  soll  an  dieser  Stelle  nicht  darauf  eingegangen  werden,  wie 
sich  die  Auflagerkräfte  trotzdem  ermitteln  lassen;  aHerdings  nur 
dadurch,  daß  man  das  elastische  Verhalten  der  Konstruktion 
untersucht.  Es  sei  nur  darauf  hingewiesen,  daß  in  dem  Ausdrucke 
ffir  eine  Auflagerkraft  jetzt  nicht  nur  die  Lasten  und  die  Ab- 
messungen des  Bauwerkes,  sondern  außerdem  die  Temperatur  und 
die  eventuelle  Vereehiebung  der  Auflager  gegenüber  der  ureprung' 
liehen  Lage  vorkommeo.  Bei  einer  derartigen,  beiderseitig  festen 
Lagerung  werden  also  auch  ohne  äußere  Lasten,  allein  durch 
Temperaturänderungen  oder  durch  Yerrucken  der  Widerlager 
Auflagerkräfte  und  somit  auch  Spannungen  im  Innern  der  Kon- 
struktion hervorgerufen.  Dieses  ist  ein  großer  Nachteil  der  Trägers 
mit  zwei  festen  Lagern.  Demgegenüber  steht  allerdings  der  Vorteil, 
daß  durch  die  beiderseitig  feste  Lagerung  eine  Herabminderung 
des  Materialbedarfes  erzielt  wird. 

Die  Gegenüberstellung  der  Nachteile  (schwierige  Berechnung, 
Empfindbchkeit  gegenüber  Temperatur-  und  Widerlagsänderungen) 
und  der  Vorteile  (geringes  Gewicht)  legt  nun  den  Gedanken  nahe, 
ein  System  aufzusuchen,  das  die  VorztLge,  nicht  aber  die  Nach- 
teile hat.  Dieses  System  ist  der  DreigelenkboguL  Er  hat  den 
Vorteil,  daß  seine  Auflagerpunkte  ebenfalls  fest  zusammengehalten 
sind,  wodurch,  wie  später  noch  im  einzelnen  nachgewiesen  werden 
wird,  eine  bedeutende  Materialersparnis  gegenüber  den  fest-beweglich 
gelagerten  Systemen  erzielt  wird.  Andererseits  ist  er  aber  auch 
statisch  bestimmt,  wie  wir  ja  bereits  bei  der  allgemeinen  Unter- 
suchung der  Tragwerke  erkannt  haben  (§  12,  Fig.  34). 

Natürlich  bedarf  es  besonderer  Überlegungen,  wie  die  vor- 
handenen Hilfsmittel  der  Berechnung  (Gleichgewichtsbedingungen) 
auf  den  vorliegenden  Fall  (Tragwerk  mit  zwei  festen  Lagern  und 
Mittelgelenk)  anzuwenden  sind.  Immerhin  müssen  wir  zum  Ziele 
kommen,  da  die  Anzahl  der  Unbekannten  nicht  großer  ist  als  die 
Anzahl  der  zur  Verfügung  stehenden  Gleichungen. 

Namentlich  lassen  sich  auch  seine  Auflagerkräfte  einfach  be- 
rechnen und  sind  unabhängig  von  der  Temperatur  und  einem 
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eventnellen  Nachgeben  der  Auflager.  Daß  dieses  der  Fall  ist» 
lehrt  der  Augenschein,  da  das  System  allen  Dehnungen  und  Ver- 
schiebungen frei  folgen  kann.  Es  wird  sich  auch  mathematisch 
darin  zeigen,  daß  beim  Au&tellen  der  Gleichungen  sur  Berechnung 
der  Auflagerkrafte  die  obigen  Einflüsse  (Temperatur  und  Widerlags- 
▼erschiebung)  gar  nicht  Yorkommen  werden. 

Allerdings  ist  durch  das  Einschalten  des  Gelenkes  eine  un- 
angenehme Eigenschaft  henrorgerufen:  große  Erschütterungen  bei 
beweglicher  Belastung.  Aus  diesem  Grunde  verbietet  sich  das 
System  z.  B.  bei  größeren  Eisenbahnbrücken.  Außerdem  ist  es 
natürlich,  wie  jede  Bogenbrücke,  nur  dort  am  Platze,  wo  sich  die 
festen,  zur  Aufnahme  schräger  Kräfte  geeigneten  Auflagerpunkte 
ohne  große  umstände  schaffen  lassen. 

Nach  diesen  allgemeinen  Betrachtungen  wollen  wir  zur  Be- 
rechnung des  Systems  übergehen,  und  zwar  werden  wir  zunächst 
einige  allgemein  gültige  Methoden  für  den  Dreigelenkbogen  und 
dann  noch  einige  besondere  Methoden  für  bewegliche  Belastung 
ableiten. 

§54. 
Graphische  Bestimmung  der  Auflagerkrafte. 

!•  Belastung  durch  etne  Kraft. 

a)  Die  Auflagerkräfte  A  und  B.  Auf  den  Dreigelenkbogen 
Fig.  147  a  wirke  eine  Kraft  P.  Die  Auflagerkräfte  bei  A  und  JB 
sollen  bestimmt  werden  I 


Fig.  147. 


Da  wir  bei  A  und  bei  B  feste  Kipplager  haben,  läfit  sich 
zunächst  weder  über  die  Größe  noch  über  dieBichtung  der  Auflager- 
krafte etwas  aussagen.    Die  Größe  ist  natürlich  unbekannt.    Aber 
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auch  die  Richtung  ist  zunächst  vollständig  unbestimmt,  da  ja 
ein  festes  Lager  jede  beliebig  gerichtete  Auflagerkraft  erzeugen  kann. 

Aus  dem  Vorhandensein  des  Mittelgelenkes  C  ergibt  sich  aber 
folgendes:  Der  Körper  JBC  ist  im  Punkte  0  gegen  den  anderen 
Körper  AG  gestützt  und  bei  B  durch  die  äußere  Kraft  B 
beansprucht.  Sonstige  Kräfte  greifen  nicht  an.  Im  allgemeinen 
würde  eine  Kraft  B  eine  Bewegung  um  den  Punkt  0  herbeiführen. 
Nor  in  einem  Falle  würde  diese  Bewegung  nicht  eintreten,  nämlich 
wenn  die  Bichtung  der  Ejraft  B  durch  den  Stützpunkt  0  hindurch* 
geht.  Dann  findet  keine  Drehung  statt,  und  der  Körper  B  C  bleibt 
in  Buhe.  Dieser  Fall  liegt  aber  gerade  bei  uns  vor,  denn  jeder 
Teil  des  Dreigelenkbogens  bleibt  ja  unter  der  einwirkenden  Be- 
lastung  in  Buhe.  Somit  können  wir  folgern ,  daß  die  Auflager- 
kraft B  diese  eine,  das  Gleichgewicht  ermöglichende  Bichtung 
durch  den  Punkt  0  haben  muß.  Hierdurch  ist  die  Richtung 
von  B  bestimmt. 

"Sxm  betrachten  wir  den  Körper  AO,  An  diesem  greifen  an 
1.  die  bekannte  Kraft  P,  2.  die  nach  Größe  und  Bichtung  un- 
bekannte Kraft  A  und  3.  diejenige  Kraft,  die  im  Punkte  0  durch 
Vermittlung  des  Mittelgelenkes  von  dem  Körper  BC  auf  den 
Körper  AO  ausgeübt  wird.  Diese  Kraft  in  C  ist  ebenso  groß 
und  ebenso  gerichtet  wie  die  Auf lagerkraft  B ;  denn  letztere  wird, 

«  

da  am  Körper  BO  keine  weiteren  Kräfte  wirken,  unverändert 
nach  Punkt  0  übertragen.  Die  Kraft  B  haben  wir  soeben  der 
Bichtung  nach  bestimmt.  Somit  ist  auch  die  Bichtung  des 
Gelenkdruckes  C  gegeben.  Wir  haben  also  am  Körper  AO  zwei 
Kräfte  (0  und  P),  die  der  Bichtung  nach  bekannt  sind,  und  eine 
Kraft  {A)j  die  der  Bichtung  nach  unbekannt  ist.  Nun  wissen  wir 
aus  den  Lehren  der  Mechanik,  daß  drei  Kräfte  einen  Körper  nur 
dann  im  Gleichgewicht  halten,  wenn  sie  sich  in  einem  Punkte 
schneiden  (vgl.  Band  I,  §  13,  Fig.  34).  Wenn  wir  also  die  beiden, 
der  Bichtung  nach  bekannten  Kräfte  0  und  P  zum  Schnitte 
bringen,  so  muß  die  dritte  Kraft  ebenfalls  durch  diesen  Schnitt- 
punkt D  hindurchgehen.  Hierdurch  ist  die  Richtung  von  A 
bestimmt. 

Es  bleiben  noch  übrig  zu  bestimmen  die  Orößen  der  Kräfte 
A  und  0.  Diese  ergeben  sich  nun  aus  der  Bedingung,  daß 
P,  A  und  0  ein  Kräftedreieck  bilden  müssen  (Fig.  147  b).  Da  der 
Auflagerdruck  B  gleich  dem  Gelenkdruck  0  ist,  ist  hiermit  auch  B 
bestimmt.  Somit  haben  wir  die  gesuchten  Aufiagerkräfte  A  und  B 
nach  Bichtung  und  Größe  gefunden. 
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Die  Beihenfolge  der  Überlegungen  war  die,  daß  wir  zunächst 
die  Richtung  von  B  aus  dem  Oleichgewicht  des  Teiles  BO  be- 
stimmten und  dann  die  Richtung  von  A  und  die  Größen  von  A  und  B 
(«0)  aus  dem  Gleichgewicht  des  Teiles  AG  fanden.  Wir  können 
die  ganze  Untersuchung  in  Fig.  147  a  und  b  auch  so  auffassen, 
daß  wir  die  Auflagerkräfte  eines  Trägers  AG  ermitteln,  der  durch  P 
belastet  ist,  bei  A  ein  festes  Lager  hat  und  bei  G  durch  den 
schrägen  Auflagerstab  BG  gestützt  ist. 

Die  bei  A  und  B  wirkenden  Auflagerdrücke  nennt  mau  die 
fyKämpferdrücJce^^  des  Bogens. 

b)  Die  Beanspruchung  der  Gelenkbolzen.  Nach  Bestimmung 
der  Auflagerkräfte  wollen  wir  noch  etwas  auf  die  Beanspruchung 
der  Oelenkbolzen  eingehen.  In  iHg.  147  c  sind  die  Gelenke  etwas 
deutlicher  dargestellt.  Die  Auflagerkraft  B  ist  in  Fig.  147  o  so 
eingezeichnet,  wie  sie  auf  den  Teil  BO  einwirken  muß,  um  diesen 
im  Gleichgewicht  zu  halten.  Im  einzelnen  kommt  diese  Ein- 
wirkung dadurch  zustande,  daß  die  Kraft  B  zunächst  von  der 
Lagerplatte  auf  den  Bolzen  ausgeübt  wird  und  dann  von  diesem 
auf  den  Trägerteil  BG  weiter  übertragen  wird.  Umgekehrt  übt, 
nach  dem  Grundsatz  von  Wirkung  und  Gegenwirkung,  der  Teil  BC 
auf  den  Bolzen  eine  Kraft  aus,  die  ebenso  groß  wie  die  Kraft  B , 
aber  entgegengesetzt  gerichtet  ist.  Im  ganzen  wirken  also  auf 
den  Bolzen  die  beiden  Kräfte  B  und  B'  ein  (Fig.  147  d),  und  zwar 
rührt  die  erste  von  der  Auflagerplatte  und  die  andere  vom  Teile  CB 
her.  Für  diese  Belastung  ist  dann  der  Bolzen  auf  Leibungsdruck 
zu  berechnen,  so  wie  der  Zapfen  eines  gewöhnlichen  Kipplagers.- 

In  Fig.  147  sind  auch  die  auf  die  Bolzen  A  und  G  ein- 
wirkenden Kräfte  gezeichnet.  Man  mache  sich,  klar,  daß  auf 
jeden  Bolzen. stets  zwei  gleichgroße  Lasten  wirken,  die  von  den 
beiden  den  Bolzen  berührenden  Konstruktionsteilen  herrühren. 
Dann  kann  über  die  Beanspruchung  eines  solchen  Bolzens  kein 
Zweifel  sein. 

2*  Belastung  dareh  zwei  Krätte. 

a)  Die  Auflagerkräfte  A  und  B.  Nun  wollen  wir  den  Fall 
betrachten,  daß  ein  Dreigelenkbogon  durch  zwei  äußere  Kräfte, 
Pi  und  Pg ,  beansprucht  ist  (Fig.  148).  Um  diese  Aufgabe  auf 
die  vorige  zurückzuführen,  werden  wir  jede  der  beiden  Lasten 
für  sich  allein  untersuchen. 

Die  Auflagerdrücke  und  der  Gelenkdruck,  die  von  Pj  her- 
rühren, mögen  mit  Aj ,  P|  und  0|  bezeichnet  werden.  Um  diese 
Kräfte  zu  finden,  ziehen  wir  (entsprechend  Fig.  147a)  die  Linie  BG^ 


^^' 


S+"«. 


■'^. . 


K^^ 
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bestimmen  den  Punkt  D^  auf  der  gegebenen  Last  und  verbinden 
A  mit  Dl .  Nun  zeichnen  wir  (Fig.  148b)  Pi  =  abj  ziehen  durch 
Anfangs-  und  Bndpunkt  von  P^  Parallele  zu  BD^  und  AD^  und 
erhalten: 

&  c  =  Gelenkdruck  0^ «  Auflagerdruck  B^  ^ 

cä  =  Auflagerdruck  J.,  . 

Somit  ist  der  Einfluß  der  Last  P^  ermittelt. 

Dasselbe  geschieht  nun   mit  der  Last  P^ .     Wir  bestimmen 
zunächst  den  Punkt  D, ,  tragen  dann  P,  »  5  d  auf,  ziehen  die 


Fig.  148. 

Parallelen  zu  AD^  und  BD^   und  finden  die  durch  P^  hervor- 
gerufenen Auflagerdrücke  resp.  Gelenkdrücke  Ag,  B^  und  O^: 

eh  =  Gelenkdruck  C,  =  Auflagerkraft  A^  f 

de  '^  Auflagerkraft  B^ . 

Somit  ist  der  Einfluß  der  Last  P^  ermittelt. 

Nun  setzen  wir  die  V7irkungen  der  beiden  Kräfte  P|  und  P^ 
susammen.  Am  Punkte  A  haben  wir  die  Auflagerkräfte  A^  und  A^  • 
Die  Resultierende  aus  diesen  beiden  Kräften  ist  die  endgültige 
Auflagerkraft  infolge  P^  und  P, .  Sie  werde  A  genannt.  Um  sie 
zu  finden  I  tragen  wir  in  Fig.  148  b  die  Kraft  A^  an  A^  an  (iu 
Fig.  148  b  punktiert  gezeichnet)  und  zeichnen  die  Linie  A .  Letztere 
ist  dann  die  Besültierende  aus  A^  und  A^^  d.  h.  der  Gesamt- 
ftuflagerdruck  am  Punkte  A  • 


§  54.    Graphische  Bestimmung  der  Auflagerkrftfbe. 


615 


In  derselben  Weise  finden  wir  den  Oesamtauflagerdruok  B 
am  Auflager  B . 

b)  Der  GMenkdruck  C.  Beim  Mittelgelenk  haben  wir  die  vier 
in  Fig.  148  c  und  d  eingezeichneten  Kräfte.  Betrachten  wir  z.  B. 
den  Teil  ACy  so  werden  von  diesem  die  beiden  Kräfte  C^  und  Oi 
ausgeübt  (letztere  als  Gegenkraft  der  zunächst  bestimmten  Kraft  (7|). 
Nun  ist  in  Fig.  148b  die  Kraft  C,  dargestellt  durch  die  Strecke  eb ; 
a  durch  die  Strecke  fe  (mit  punktiert  gezeichneter  Pfeilrichtung). 
Die  Besultierende  C  aus  diesen  beiden  Brücken  ergibt  sich  also 
gleich  der  Verbindungslinie  fb.  Entsprechend  ergibt  sich  die 
gleichgroße  Besultierende  0'  der  von  dem  Teile  BO  auf  den 
Bolzen  ausgeübten  Drücke  dargestellt  durch  die  Strecke  bf. 
Hiermit  sind  die  für  die  Berechnung  der  Bolzen  erforderlichen 
Belastungen  ermittelt. 

e)  B^el  beim  Aufzeichnen.  Beim  Aufzeichnen  von  Fig.  148  b 
merke  man  sich :  Wir  haben  die  Lasten  in  der  Beihenf olge  P| . .  P,  ^ 
also  rechtsherum  am  Umfange  des  Bogens,  aufgetragen.  Dann 
müssen  wir  auch  die  Kräftedreiecke  abo  und  bde  &o  aufzeichnen, 
daß  die  Lasten  rechtsherum  aufeinander  folgen;  also  P^ — Bi — Ai 
imd  P, — B^ — Ag. 


t.  Betastung  doreh  beliebig  Tiela  Kräfte, 
Zum  Schlüsse  untersuchen  wir  den  Fall,  daß  der  Bogen  durch 
beliebig  viele  Kräfte  belastet  ist  (Fig.  149).    Diese  Aufgabe  führen 


Fig.  149. 


Ä, 
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wir  auf  die  vorige  zarnck,  indem  wli  die  aof  den  Teil  AC  wirkenden 
Kräfte  zu  einer  Besultieienden  £,,  und  die  auf  den  Teil  BO 
wirkenden  Kräfte  en  einer  Besultieienden  £,  rosammensetzen. 
In  Fig.  149  ist  diese  Zusammensetzung  mittels  Seilpolygone  ge< 
scbehen.  Das  Seilpolygon  mit  dem  Pole  0,  dient  zur  Bestimmung 
von  J£j ,  und  das  Polygon  mit  dem  Pole  Q^  zur  Bestimmung  von  S^ . 
Jetzt  haben  wir  ee  nur  mit  zwei  Kräften,  nämlich  £,  und  R,, 
zu  tun.  Zu  diesen  Kräften  ermitteln  wir  dann  die  Auflagerkräfte 
und  den  Mittelgelenkdruck  in  der  vorhin  besprochenen  Weise. 

§65. 
Analylisehe  Bestiojmung  der  Antlagerkrätte. 
I.  Meeluiilgohe  OrnndlogeD. 
1.  Oegeniib«rBt«llung  d«r  Anuhl  der  Unbekaniil«ii  und  der  Oleicban^n. 
In  Fig.  150  sind  zwei  Körper  I  nnd  II  gezeichnet,   die  bei 
A  and  B  gelenkig  gelagert  nnd  bei  C  durch  ein  Mittelgelenk  mit- 
einander veibunden  seien.    Also  ein  Dreigclenkhogen,    Wir  wollen 


Fig.  isa 

nun  nntersuchen,  wieviel  unbekannte  Kräfte  hier  auftreten  und 
wieviel  Gleichgewichtsbedingnngen  zur  Verfügung  stehen. 

An  Unbekannten  haben  wir  die  beiden  Kämpferdriicke  A  und  B 
nnd  den  Mittelgelenkdrack  0 .  Bei  jedem  dieser  Drncke  sind  un- 
bekannt Größe  nnd  Biohtung.    Also  3-2  =  6  Unbekannte. 

An  Oleiehangen  stehen  zur  Verfügung:  Die  Scheibe  I  stellt 
einen  starren  Körper  dar,  der  durch  die  angreifenden  Kräfte  A , 
P, ,  P,  und  Gelenkdmck  C  im  Buhezuatand  gehalten  wird.  Folglich 
können  wir  die  bekannten  drei  Oleichgewichtsbedingungen  zwischen 
den  Kräften  aufstellen.    Desgleichen  können  wir  am  Körper  II 
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drei  Gleichnngen  aufstdlen.  Insgesamt  haben  wir  somit  zwischen 
alltfi  Kräften  2  •  3  ^^  6  Gleichungen  anfsnstell^i. 

Also  ebensoviel  Gleichnngen  wie  Unbekannte.  Anch  ans 
dieser  Scheibenbetrachtnng  hat  sich  die  statische  Bestimmthdt 
dw  Konstruktion  ergeben. 

2.  GeseUekto  AnfstoDmig  4er  CHelehvngen. 

Hun  kommt  es  darauf  an^  diese  sechs  Gleichnngen  so  zu  ver- 
wenden, dafi  die  Unbekannten  sich  möglichst  bequem  berechnen 
lassen.  Hierbri  zeigt  sich  folgendes:  Die  Gleichungen  können 
zum  Teil  so  angestellt  werden,  daB  die  Mittdgelenkkraft  überhaupt 
nicht  vorkommt.  Und  zwar  wird  diese  Yereinfachnng  dadurch 
»reicht,  dafi  die  bdden  Körper  I  und  II  wie  ein  gemeinsamer, 
im  Buhezustand  befindlicher  Köri>er  behandelt  w^den. 

Kehm^i  wir  beisindsweise  die  Gleichgewichtsbedingung: 
Summe  der  Horizontalprojektionen  ^dch  NulL  Diese  lautet  bei 
Körper  I  (mit  den  Kräften  A^  P^^  P^  und  Gd^ikdruck  0): 

(1)  +A  •  cosa  +  P,  •  coso,  —  P,  •  eoaa^  —  C  •  cosy  =  0 . 

Bei  Körper  II  würde  diese  Bedingung  lauten: 

(2)  — Ä  •  cos/?  —  P4  •  eosa^  +  P,  •  coso,  +  ö'-  cosy  ==  0  • 

Nun  ist  aber  in  diesen  beiden  Gleichungen  die  Straft  C  ebenso 
grofi  wie  die  Kraft  C,  da  es  sich  ja  um  doi  Druck  ein  und  des- 
sdben  Bolzens,  dargesteUt  in  seiner  Wirkung  auf*  die  beiden  an- 
schüefienden  Körper,  handdt.  Wenn  wir  also  die  beidoi  (Hei- 
chungen  addieren,  so  heben  sich  die  Glieder  mit  (7,  C  fort  und 
wir  erhalten  eine  neue  Gleichung: 

(3)  +A-oos«  +  P,-oos«^  —  i^-co8a,  +  l^oeosa,  —  P^-cosar^ — P-eos/^sO. 

Denken  wir  uns  nun,  Fig.  150  wäre  ein  starrer,  in  sich  un- 
beweglicher Körper,  an  dem  die  Kräfte  A ,  Pj ,  Pj ,  P, ,  P4  und  B 
angreifen.  Dann  würde  die  Glachgewichtsbedingung:  Summe  der 
Horizontalprojektionen,  genau  so  lauten  wie  die  vorhin  erhaltene 
Gleichung  (3).  Eine  entsprechende  Übereinstimmung  würde  sidi 
ei^ben,  wenn  wir  ^ne  andere  Gldchgewichtsbedingung,  s.  B. 
2"  Jf  «  0 ,  für  die  beiden  Körper  zunächst  einzeln  angeschrieben 
und  dann  addiot  hatten.  Insgesamt  hab^i  wir  somit  das  Besnltat: 
Snd  swd  Körper  I  und  II  nicht  starr,  sondern  durch  ein  Gdenk 
miteinander  verbunden,  so  können  wir  entweder  getrennt  für  jeden 
der  beiden  Körper  die  Gleidigewichtsbedingungoi  anschreiben, 
oder  aber  wir  könnoi  auch  die  beiden  Körper  wie  dnen  starren 
Körper  behandeln  und  für  diesen  die  Gleichgewiehtsbedingnngen 
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anschreiben.  Im  letzteren  Falle  darf  dann  die  im  Mittel- 
gelenk wirkende  Kraft  Oberhaupt  nicht  mit  aufgeführt 
werden.  (Sie  erscheint  gewissermaßen  als  innere  Kraft  dieses 
starren  Körpers  I ,  II .) 

Wir  haben  also  verschiedene  Wege,  wie  wir  die. zur  Verfügung 
stehenden  sechs  Gleichungen  zur  Berechnung  der  Unbekannten 
verwenden  können« 


U*  Berechnung  der  Aufiagerkräfte  bei  gleich  hohen  Klmptern. 

Der  Einfachheit  wegen  wollen  wir  zunächst  den  Fall  be- 
trachten,  daß  die  beiden  Lagerpunkte  des  Dreigelenkbogens  in 
gldcüer  Höhe  liegen. 

1.  Entwicklang  Ton  Af  B  und  C* 

a)  Aullagerdruck  A  (Fig.  151a  und  c).  Wir  zerlegen  die  Kraft  A 
in  die  vertikale  Seitenkraft  V^  nnd  die  horizontale  Seitenkraft  Hj^ . 
Diese  Seitenkräfte  stellen  dann  die  beiden  in  der  Kraft  A  ent- 
haltenen Unbekannten  (Größe  und  Bichtung)  dar.  Die  Kraft  E 
führt  die  besondere  Bezeichnung  j^Harizontalschub^*  des  Bogens. 

Um  nun  Va  auszurechnen,  betrachten  wir  die  Körper  I,  II 
gemeinsam  und  stellen  in  bezug  auf  den  Auflagerpunkt  B  die 
Gleichgewichtsbedingung  2M  =  0  auf.  Hierdurch  wird  die  Glei- 
chung nämlich  ganz  besonders  einfach.  Denn,  wie  vorhin  be- 
wiesen, tritt  bei  der  gemeinsamen  Betrachtung  ber  beiden 
Körper  der  Mittelgelenkdruck  überhaupt  nicht  in  Erscheinung, 
so  daß  die  Unbekannte  C  von  vornherein  ausscheidet.  Außerdem 
ist  durch  die  Wahl  des  Bezugspunktes  erreicht,  daß  die  Kräfte 
B  und  Hji  das  Moment  Null  ergeben.  Die  Gleichung  UM  «  0 
lautet  also  (Fig.  151a): 

(I)        Fa.I  +  H^-0-Pi-ai^P8.a2-P3.a,  +  B-0  =  0. 
Hieraus  folgt  nach  Fortlassung  der  den  Wert  Null  ergebenden  Glieder: 

(la)  Vjt^j{Pt'a^  +  P^^(h+Pt*(h). 

Somit  ist  die  Seitenkraft  F^  durch  die  Lasten  P  und  deren  Hebel- 
arme a  ausgedrückt. 

Die  Seitenkraft  JSa  ergibt  sich  am  einfachsten,  indem  wir 
den  Körper  I  getrennt  betrachten.  Dann  müssen  also  die  Kräfte 
-A ,  Pj ,  Pj  und  0  berücksichtigt  werden.  Um  nun  auch  in  diesem 
Falle  von  der  Unbekannten  0  frei  zu  werden,  stellen  wir  für  den 
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Körper  I  eine  Momentengleichung  -2'il/  =  0  in  bezug  auf  das 
Mittelgelenk  auf  (Fig.  151c): 

(II)  +7^.a-ff^./^-Pi.0i-P2.C2  + 0-0  =  0. 

In  dieser  Gleichung  ist  H^  die  einzige  Unbekannte.  Denn  Va  ist 
ja  soeben  durch  den  Ausdruck  (la)  berechnet  und  das  Glied  mit  0 
wird  zu  Null.     Somit  ergibt  sich  Hj^i 

(II  a)  ^^  =  -^  ( F^  •  a  -  P, .  c,  ~  P,  .  ci) . 

Hiermit  ist  auch  J?^  bestimmte 


Pig.  151- 

Aus  den  beiden  Seitenkräften  V^  und  H^  ergibt  sich  dann 
der  gesamte  Kämpferdruck  A  nach  Größe  und  Eichtung. 

b)  Anflagerdruek  B .  In  derselben  Weise  ist  in  Fig.  151  b  und  d 
der  Kämpferdruck  P  berechnet:  Die  Vertikalkomponente  Vß  durch 
Betrachtung  der  Scheibenverbindung  1 ,  12  als  gemeinsamen  st arren 
Körper  und  Aufstellen  der  Gleichgewichtsbedingung  2!M  =  0  in 
bezug  auf  den  Punkt  A;   die  Horizontalkomponente  IIb  durch 

33* 
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Betrachtung  des  Körpers  II  allein  und  Aufstellung  der  Gleich- 
gewichtsbedingung 2M  =  0  in  bezug  auf  den  Punkt  C .  Die  hier- 
durch erhaltenen  Gleichungen  lauten  (nach  Fortlassung  der  Glieder^ 
die  Null  ergeben): 

(III)  FB-Z--Pi-&i-P2-&,  +  P8-fc8  =  0;    hieraus 


(Illa) 

7a  =  j(P,.?,  +  P,.&,-P,.6,). 

(IV) 

VB'h  —  HB'f  —  Pt'C,  —  0  ;    bieraiifl 

(IVa) 

HB=-j{VB-i-Pt'C,). 

Durch  (Illa)  und  (IVa)  ist  somit  die  Auflagerkraft  B  bestimmt. 
c)  Mittelgelenkdruck  C,  C\  Die  Mittelgelenkkraft  0,  0'  ergibt 
sich  nach  Größe  und  Bichtung,  indem  man  Körper  I  oder  Körper  II 
betrachtet.  Vier  Gleichgewichtsbedingungen  haben  wir  bereits 
benutzt.  Zwei  sind  also  noch  übrig.  Beispielsweise  kann  man 
für  den  Körper  I  die  Bedingungen  anschreiben:  Summe  der 
Horizontalprojektionen  gleich  NuU,  Summe  der  Vertikalprojektionen 
gleich  Null.  Dann  haben  wir  zwei  Gleichungen,  aus  denen  sich 
die  beiden  in  0  enthaltenen  Unbekannten  sofort  ergeben.  (Zur 
einfachen  Berechnung  wird  man  die  Kraft  0  ebenfalls  vorher 
horizontal  und  vertikal  zerlegt  haben.) 

&  Zusammenfassung. 
Zur  Berechnung  der  Kämpferdrücke  A  und  B  zerlegen  wir 
jeden  derselben  in  eine  vertikale  und  eine  horizontale  Seitenkralt. 
Die  vertikalen  Seitenkräfte  ergeben  sich  dann,  indem  man  die 
Scheibenverbindung  wie  einen  starren  Körper  behandelt  und  von 
den  äußeren  Kräften  die  statischen  Momente  in  bezug  auf  die 
Auflagerpunkte  B  und  A  aufstellt.  Die  horizontalen  Seitenkräfte 
ergeben  sich,  indem  man  die  Scheiben  I  und  II  getrennt  be- 
trachtet und  die  Momente  in  bezug  auf  den  Punkt  0  aufstellt. 
In  Formeln: 


(V) 


V   -^ 


TT    -  ^''° 


^A  .  TT  -^77.0 

B  =  -y-  >  ^B  =  — 7 —  • 


8.  Spezialfall:  Vertikale  Lasten« 
Für  den  Fall,  daß  die  Belastung  vertikal  wirkt,  ist  die  Aus- 
rechnung der  für  Vj,  usw.  aufgestellten  Ausdrücke  besonders  einfach, 
da  dann  die  Abstände  Oi ,  ft^ ,  (^  usw.  der  einzelnen  Lasten  horizontal 
zu  messen  sind.    Für  den  Dreigelenkbogen  Fig.  152a  ergibt  sich: 
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1^^  =  y  (-Pi  •  «1  +  ^»  •  «j  +  -Ps  •  «s)  > 
E^~j{V^-a-PrOi-Pi'C,), 


Yrb^^ 


^/ 


Fig.  152. 

Außerdem  kann  man  zur  Kontrolle  die  Beziehungen  verwenden 
(aus  den  Bedingungen  1^  »=  0 ,  iS«  »  0) : 

Fa  +  FB  =  Pi  +  P,  +  P,, 


(vn) 


{ 
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Zam  Vergleiche  wollen  wir  nun  einen  einfacbeni  horizontalen 
Balken  betrachten,  der  dorch  die  obigen  drei  Kräfte  P| ,  P^  und  P, 
belastet  wäre  (Fig.  152b).    Dessen  Anflagerkr&fte  wären: 

-Ao  =  y  (^1  •  «1  +  A  •  fl»  +  ^8  •  «b)  f 

b>rner  wäre  sein  Biegungsmoment  an  der  Stelle  C  (vertikal  unter 
dem  Mittelgelenk): 

If c  «  (^0  • «  —  A  •  ^1  —  ^2  •  Cf) 
bzw.  =  (Po  •  ft  —  Ps  •  Cj) . 

Vergleichen  wir  nun  diese  Werte  mit  den  obigen  Formeln  (VI), 
so  ergibt  sich  folgende  Übereinstimmung:  Bei  einem  durch 
vertikale  Lasten  beanspruchten  Dreigelenkbogen  sind  die 
Vertikalkomponenten  F^,  Fb  der  Kämpferdrücke  gleich 
den  Auflagerdrücken  j0,JBo  eines  entsprechend  belasteten 
wagerechten  Balkens,  und  die  Horizontalkomponenten 
sind  gleich  dem  Biegungsmoment  an  der  Stelle  0  dieses 
(gedachten)  Balkens,  dividiert  durch  die  Pfeilhöbe  f  des 
Bogens. 

Dieser  Vergleich  gibt  eine  einfache  Gredächtnisstütze  zur  Be- 
rechnung derartiger  Dreigelenkbogen.  Außerdem  läßt  sich  hier- 
durch gelegentlich  auch  eine  Bechenvereinfachung  erzielen  (ver- 
gleiche zweite  Aufgabe  des  folgenden  Paragraphen). 


IIL  Berechnung  der  Auflagerkräfte  bei  ungleich  hohen  Kämpfern, 

1.  Entwicklung  der  Formeln. 

Dadurch,  daß  die  beiden  Kämpferpunkte  des  Dreigelenkbogcns 
in  ungleicher  Höhe  liegen,  wird  das  Grundsätzliche  der  vorhin 
abgeleiteten  Rechenmethode  natürlich  keineswegs  berührt. 

Wir  zerlegen  die  Kräfte  A  und  B  wieder  in  eine  vertikale 
Seitenkraft  und  in  eine  andere  Seitenkraft,  die  dtrrch  die  Ver- 
bindungslinie der  Kämpferpunkte  A  und  B  hindurchgeht.  Der 
unterschied  gegen  früher  ist  nur  der,  daß  jetzt  diese  beiden 
Seitenkräfte  nicht  mehr  rechtwinklig  zueinander  stehen  (Fig.  153  a 
und  Fig.  153b).  Deshalb  wollen  wir  sie  jetzt  auch  nicht  mit 
Vj^  und  H^  bzw.  Vß  und  Hß  bezeichnen,  sondern  mit  Y^  und  Z^ 
bzw.  Yß  und  Zß  (Fig.  153).  Z^  führe  die  besondere  Bezeichnung 
„Bogenkraft".  [Wir  müssen  diese  schräge  Zerlegung  vornehmen, 
damit  die  Gleichungen  ebenso  einfach  werden  wie  früher.] 


§  55.    Analytische  Beetimmung  der  Auflagerkräfte. 


523 


Die  Ausrechnung  dieser  Seitenkräfte  erfolgt  nun  wie  früher: 
Um  Ya  zu  finden,  stellen  wir  vom  ganzen  System  die  Bedingung 
2M  =  0  in  bezug  auf  Punkt  B  auf  (Fig.  153  a): 

(vm)  r^ .  i  —  Pi .  ai  -  p,  •  o,  —  p,  •  o,  =  0  • 

Hieraus  folgt: 

(Vnia)  r^  =  y(Pi-ai  +  P,.fl,  +  P3-  a,). 


Fig.  153. 


Za   bestimmen    wir    aus    der   Betrachtung    der    linken    Scheibe 
(Bezugspunkt  0,  Fig.  153  c) 

(rX)  +r^.a-Z^-n-Pi.Ci-P,  .c,  =0. 

Hieraus: 


(IX  a) 


ZA«-(+r^-«-Pi-<?i-P2<^2)- 


(Y^  ist  bereits  als  bekannte  Kraft  anzusehen.) 
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Aus  Ya  und  Z^  ergibt  sich  dann  durch  Zusammensetzung 
der  gesamte  Auflagerdrack  A . 

Entsprechend  finden  wir  die  Seitenkräfte  von  B  (Fig.  153  b 
und  Fig.  153  d): 

(Xa)  r^=-|(+A.5i  +  P,-fc,-P3.ft3), 

(XIa)  ZB«-(+rii-6-P8-Ca). 

Durch  diese  Seitenkräfte  ist  dann  B  bestimmt. 

Somit  haben  wir  sowohl  A  als  auch  B  analytisch  ermittelt 
Man  muß  beachten,  daß  die  Werte  Y^  und  Yb  nicht  die 
gesamten  Yertikaldrücke  der  Auflager  A  und  B  darstellen.  Denn 
auch  die  Kräfte  Z^  und  Zß  geben  vertikale  Seitenkräfte  ab.  Will 
man  die  gesamte  vertikale  Kraft  an  einem  Lager  wissen,  so  muß 
man  noch  Z^  und  Zb  vertikal  und  horizontal  zerlegen.  Bezeichnet 
X  den  Neigungswinkel  der  Verbindungslinie  AB ^  so  entstehen 
bei  dieser  Zerlegung: 

vertikale  Seitenkräfte:  Z^  •  sintx      bzw.  Zß  •  sintx  , 

horizontale        „         :    Jff^«Zj^-cosa         „         Hj5  =  Zb-cosä. 

Diese  Seit^ikräfte  müssen  nun  (mit  Berücksichtigung  der  Pfeil- 
richtungen) zu  den  bereits  vorhandenen  Kräften  Yj^  und  Yb  hinzu- 
gefügt werden,  so  daß  sich  schließlich  ergibt  (Fig.  153  g): 

I gesamte  vertikale  Kraft  eines  Lagers:  F^  =  Y^  +  Z^  •  sin<x  , 

I      „       horizontale  „        ,»         ,,      :  -ET^  —  Z^  •  cosa  . 

Dieses  ist  also  das  Besultat,  wenn  man  die  Zerlegung  des  Kämpfer- 
druckes A  so  weit  durchführt,  daß  sich  schließlich  eine  vertikale 
und  eine  horizontale  Seitenkraft  ergibt. 
Entsprechend  ist  es  bei  B. 

&  Vereintaohang. 

Statt  auf  dem  Wege  über  Z^  und  Zb  kann  man  die  Horizontal- 
projektionen 

Hj^  =  Zj^'  cosa 

und  Hb==  Zb'COSx 

auch  direkt  bestimmen  (Fig.  153  o  und  d).  Nach  der  Figur  ist 
nämlich  das  auf  die  Verbindungslinie  AB  gefällte  Lot  n  gleich 
der  (absolut  vertikal  gezogenen)  Pfcilböhe  /*,  multipliziert  mit  cos«: 

fi  »  /*  •  cosa  • 
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Wenn  wir  diesen  Wert  in  die  Gleichungen  (IXa)  und  (XIa)  ein- 
setzen  und  beide  Seiten  mit  dem  Nenner  cos<x  multiplizieren,  so 
ergibt  sich: 

(IXb)       Z^.co8«(-ff^)=~(r^-a-P,-Ci-P8.c,), 

(Xlb)       i^B-  cosa(=  Hb)  -  4(^5 •  fc  -  P,  •  c»)  . 

Somit  sind  die  Horizontalprojektionen  ff^  und  H^  der  Kräfte 
Zj^  und  Zß  direkt  bestimmt,  ohne  Zuhilfenahme  von  Z^  und  Zb 
selber.  Diese  Gleichungen  sind  bequem  auszurechnen,  weil  der 
Stich  f  meistens  vorgeschrieben  ist. 

Nachdem  wir  jetzt  Hj^  und  Hb  haben,  drücken  wir  auch  die 
Vertikalprojektionen  von  Z^  und  Zb  durch  diese  soeben  bestimmten 
Horizontalprojektionen  aus,  indem  wir  umformen: 

_  f  Z^-siUÄ  «*  Z^*cosöc-tgöc —  ff^'tgÄ  , 

(XIII)  l  „  ^  ^     e    f 

(  Zb  *  sinoc  »  Hb  -  tg^  • 

Setzen  wir  diese  Wert«  in  die  Gleichungen  (XII)  ein,  so  erhalten 
wir  den  gesamten  Vertikaldruck  und  den  gesamten  Horizontal- 
druck eines  Lagers: 

{gesamte  vertikale  Kraft:    T^^  =  T^  +  -ffii  •  tg«  , 
„        horizontale  „    ;    ^  IT^  • 

Entsprechend  bei  B. 

Diese  Berechnung  der  Auflagerkräfte  durch  J^  und  IT^  ist 
etwas  bequemer  als  die  ursprünglich  sich  ergebende  Berechnung 
mit  Yji  und  Zj^.  (Letztere  wurde  nur  eingeführt,  um  zunächst 
einfache  Gleichungen  2M  «  0  zu  erhalten.) 

8.  Zusammenfassung. 

Zunächst  berechnen  wir  die  vertikalen  Hilfskräfte  (Fig.  153  a 
und  Fig.  153  b): 

/  "RA 

B 

(XIII) 


und  die  horizontalen  Kräfte  (Fig.  153 o  und  d); 


f    * 

(XIV)  {  ' 


B 
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Letztere  sind  dann  bereits  die  endgültigen  Horizontalkräfte  der 
Lager  (Fig.  153  g  und  h).  Die  endgültigen  Yertikalkrftfte  der  Lager 
ergeben  sich  durch  Znsammenzählnng,  natürlich  mit  Berück- 
Bichtigang  der  Pfeilriohtnngen  (Fig.  153  c,  e,  g  und  d,  f,  h): 


(XV) 


\   VB^^JB-BB'tgOC. 


Durch  die  Oleichangen  (XIY)  und  (XY)  sind  die  Lagerkr&fte  end- 
gültig bestimmt  (Fig.  153  g  und  h). 

Man  beachte,  daß  in  die  Momentensnmmen  Mj^o  ^^^  ^n,o 
die  Kräfte  J^  und  Yb  mit  einzuführen  sind.  Letztere  müssen  also 
zuerst  bestimmt  werden. 


4.  Spezialfall:  VerUktOe  Lasten  (Flg.  154). 


Fig.  154. 
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Hier  zeigt  sichTIBeim  Zerlegen  der  Auflagerkräfte  in  T  und  Z 
(Fig.  154  a)  wird  Ya  gleich  dem  Auflagerdruck  Aq  und  Tb  gleich 
dem  Auflagerdruck  Bq  eines  einfachen,  horizontalen  Balkens,  der 
bei  Aq  und  Bq  gestützt  und  durch  P^ — P,  belastet  ist  (Fig.  154  c). 
Bei  dem  dann  falgenden  weiteren  Zerlegen  der  schrägen  Kräfte  Z 
(Fig.  154b)  ergibt  sich,  daß  die  beiden  Horizontalkomponenten 
Hji  und  Hg  einander  gleich  werden,  und  zwar  ist  jede  gleich  dem 
für  die  Stelle  0  berechneten  Biegungsmoment  des  gedachten  Balkens 
Fig.  154  c,  dividiert  durch  die  Pfeilhöhe  f  des  Bogens.  In  Formeln  also : 

Ya  =  Auflagerdruck  Aq  eines  einfachen  Balkens, 
Moment  Mq  eines  einfachen  Balkens 


(XVI) 


[za  =  Zn=' 


Stich  f  ' 

Moment  Mc  eines  einfachen  Balkens  1 

Lot  n  j ' 


[Der  Beweis  hierfür  ergibt  sieb,  indem  man  nach  den  Formeln  (XIII), 
(XIV)  die  Werte  7^ ,  Yg  und  Hj^ ,  Hb  ausrechnet  und  diese  Ausdrücke  mi6 
den  Werten  A^^,  B^  und  Mo  des  Balkens  Fig.  154c  vergleicht.  (S.  den  ent- 
sprechenden Beweis  in  Absatz  11,  3  dieses  Paragraphen.)] 

Wir  können  also  bei  vertikaler  Belastung  so  vorgehen,  daß 
wir  uns  die  Lasten  nicht  auf  den  Dreigelenkbogen,  sondern  auf 
den  einfachen  Balken  wirkend  denken  und  nun  bei  diesem  die 
Auflagerdrncke  und  das  Moment  an  der  Stelle  0  berechnen. 
Letzteres  dividieren  wir  noch  durch  die  Pfeilhöhe  f  des  Bogens. 
Dann  haben  wir  die  Hilfswerte  Y^,  Y^,  H^  und  Hßj  aus  denen 
sich  schließlich  die  Endwerte 

FA  =  Y^±J?^.tgÄ, 

VB=YBTEB'tgOC 

ergeben.     Die  Bechenarbeit  ist  ja  schließlich  dieselbe;  man  hat 
aber  ein  einfaches  Eezept. 

Wenn  der  Bogen  durch  schräge  Lasten  beansprucht  ist,  wird 
man  übrigens  vielfach  diese  zunächst  vertikal  und  horizontal  zer- 
legen und  dann  die  Berechnung  für  jede  dieser  beiden  Komponentcn- 
grnppen  getrennt  durchführen. 


{ 


IT.  Zusätze. 


Zusatz  1.  Bisher  haben  wir  die  Gleichungen  i2,  *-*  0  und  i2y  »  0 
noch  gar  nicht  gebraucht,  sondern  statt  dessen  die  Momenten- 
gleichung für  mehrere  Bezugspunkte  angeschrieben.  Im  allgemeinen 
ist  dieses  auch  vorzuziehen.     Die  Gleichungen  £«  =»  0  und  22^  =  0 
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benatzt  man  dann  zur  Kontrolle,  und  zwaf^sagt  die  erste  aus, 
daß  Hj^  —  Hb  gleich  der  Summe  der  Horizontalprojektionen  aller 
Lasten  ist,  während  die  zweite  aussagt,  daß  7^  +  V^  gleich  der 
Summe  der  Vertikalprojektionen  aller  Lasten  ist.  Man  kann  diese 
Beziehungen  natürlich  auch  benutzen,  um  Hj^  aus  Hß ,  usw.  direkt 
abzuleiten. 

Zusatz  2.  Hinsichtlich  des  ganzen  Bechnungsganges  ist  noch 
folgendes  zu  bemerken.  Wir  haben  uns  bei  der  Entwicklung  des 
Verfahrens  zunächst  klargemacht,  daß  den  sechs  Unbekannten 
auch  sechs  Gleichungen  gegenüberstehen.  Hierdurch  war  die 
Aufgabe  im  Prinzip  gelöst.  In  welcher  Form  wir  die  Gleichungen 
schließlich  verwenden,  ist  eine  reine  Zweckmäßigkeitsfrage.  Wir 
brauchten  durchaus  nicht  die  Punkte  B^  A  und  0  als  Bezugs- 
punkte der  Momentengleichungen  zu  nehmen,  sondern  könnten 
die  Gleichgewichtsbedingungen  in  irgendwelcher  Form  anschreiben 
und  würden  schließlich  doch  zum  Ziele  kommen.  Nur  die  Bechen* 
arbeit  wäre  umständlicher. 

Dies  muß  gesagt  werden,  da  man  häufig  die  falsche  An- 
schauung antrifft:  „Der  Körper  I  (oder  11)  kann  sich  um  den 
Punkt  0  drehen.  Folglich  muß  für  diesen  Punkt  das  Biegungs- 
moment gleich  Null  sein,  und  folglich  müssen  wir  auch  für  diesen 
Punkt  die  Gleichung  2M  ==  0  ansetzen." 

Es  dürfte  jetzt  klar  sein,  daß  diese  Ableitung  das  Anwendungs- 
gebiet der  Gleichgewichtsbedingungen  in  ganz  unberechtigter  und 
willkürlicher  Weise  einschränkt.  Das  „Drehen''  hat  mit  den 
Gleichgewichtsbedingungen  gar  nichts  zu  tun.  Letztere  folgen 
vielmehr  einzig  und  allein  aus  der  Tatsache  des  Gleichgewichtes, 
und  ihre  Anwendung  (Wahl  der  Bezugspunkte)  ist  vollständig 
unabhängig  von  dem,  was  die  Körper  unter  anderen  Bedingungen 
tun  oder  nicht  tun  werden.  (Denn  zunächst  können  sich  die 
Körper  doch  überhaupt  nicht  drehen.) 

Wenn  wir  die  sechs  Gleichungen  nicht  wahllos  hinschreiben, 
sondern  uns  mit  Vorliebe  gerade  die  Momentengleichungen  mit 
geschickt  gewählten  Bezugspunkten  heraussuchen,  so  geschieht  dies 
ausschließlich  im  Interesse  der  Bequemlichkeit.  Nämlich,  um  die 
Anzahl  der  in  einer  Gleichung  enthaltenen  Unbekannten  so  weit 
wie  möglich  zu  verringern  (am  liebsten  nur  eine  Unbekannte). 
Von  irgendeinem  „Muß'',  etwa  gefolgert  aus  den  möglichen  Be- 
wegungen der  Körper,  ist  keine  Eede. 

Wohl  aber  „muß"  man  sich  über  diese  Sachen  Klarheit  ver- 
schaffen, damit  endlich  dieses  in  der  Praxis  immer  wieder  an- 
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zutreffende  Herum  tappen  in  den  wichtigsten  oder  vielmehr  alleinigen 
Grundlagen  der  technischen  Statik  aufhört. 

Zusatz  8.  Wir  haben  gesehen,  daß  eine  gelenkige  Scheiben- 
verbindupg  dieselben  Oleichgewichtsbedingungen  erfüllt  wie  ein 
starrer  Körper.  Es  gilt  aber  nicht  die  Umkehrung;  d.  h.  ein 
Kraftesystem,  das  einen  starren  Körper  im  Euhezustande  halten 
wurde,  tnt  dieses  im  allgemeinen  nicht  bei  einer  gelenkigen 
Scheibenverbindnng  (z.  B.  Fig.  150  b).  Bei  letzterer  Konstruktion 
müssen  vielmehr  6  Bedingungen  (an  jeder  Scheibe  3)  erfüllt  sein, 
um  den  Buhezustand  eines  jeden  einzelnen  Teiles  zu  gewährleisten. 

§  56. 
Wiederholung  und  Beispiele  zu  §66« 

L  Wiederholung, 

Da  die  Berechnung  der  Kämpferdrucke  das  wichtigste  bei 
der  Theorie  des  Dreigelenkbogens  ist,  mögen  zunächst  die  Methoden 
des  vorigen  Paragraphen  wiederholt  werden.  Wir  haben  die  beiden 
folgenden  Fälle  1.  und  2.  unterschieden. 

1«  Kämpfer  A  und  B  In  gleleher  Höhe« 
Hierzu  folgender  Eechnungsgang:  Wir  zerlegen  die  Kämpfer- 
drücke vertikal  und  horizontal.  Dann  ergebed  sich  die  vertikalen 
Komponenten,  indem  man  das  System  wie  einen  starren  Körper 
behandelt  und  für  die  Auflagerpunkte  die  Momente  au&tellt.  Die 
horizontalen  Komponenten  ergeben  sich,  indem  man  die  linke 
und  die  rechte  Scheibe  des  Bogens  für  sich  betrachtet  und  die 
Momente  für  das  Mittelgelenk  aufstellt.    In  Formeln: 

(I)  Vä  =  -y-  ,  rs p  ♦ 

{U)  I  ü^  =  — ^ —  ;         Mb  ==  — y —  . 

Für  den  Spezialfall:  vertikale  Belastung,  ist 

Ferner  ergeben  sich  einfache  Vergleiche  mit  einem  horizontalen 
Balken  auf  einem  festen  und  einem  beweglichen  Lager.    Nämlich: 

rr  \  l  Va"^  Auflagerdruck  Aq       dieses  einfachen  Balkens, 

da)  \  „  „ 


(IIa)     Hj^^Hb^ 


M  •*'0  >f  9J  V 

Moment  an  der  Stelle  0  dieses  einfachen  Balkens 


Bogenstich  f 
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2,  (Allgemeiner  FaU.)  Kämpter  In  nngleleher  Höhe« 

Die  Zerlegung  haben  wir  auf  verschiedene  Weise  durchgeführt. 

a)  Wir  stellen  die  Kämpferdrüoke  durch  eine  vertikale  Seiten- 
kraft Y  und  eine  schräge  Seitenkraft  Z  in  Richtung  der  Kämpfer- 
Verbindungslinie  dar.     Diese  ergeben  sich: 

(in)  Tx-^;         r,  =  i[^. 

(IV)  ^.-^;      ^--%^- 

SpezialtaU  (vertikale  Belastung):  Es  ist 

Z±  =  Z^  . 

Ferner  bestehen  die  Vergleiche: 

f  7^  —  Auflagerdruck  jIa  eines  einfachen  Balkens, 
(Illa)     I     ^  ^  «  ♦ 


Biegungsmoment  if o  eines  einfachen  Balkens 


(Iva)        Z.=.Z.=  ^^^ 

b)  Wir    stellen    die    Kämpferdrücke    schließlich    durch    eine, 
vertikale  Seitenkraft  F  und  eine  horizontale  Seitenkraft  B.  dar. 
(Das  heißt,  wir  zerlegen  die  schräge  Kraft  Z  noch  weiter.)     Die 
Berechnung  mu8  jedoch  über  dem  Umwege  von  Y  erfolgen: 

(HD         r.«^;  Y,^^, 

(V)         k  =  ^;  H.  =  ^^ 

(VI)  lF^  =  rii±ff4-tg«;     Fi,«yÄ  +  ffB-tg«. 

Spezialfall  (vertikale  Belastung):  Es  ist 

_^            Moment  ifp  eines  einfachen  Balkens 
K^^^B Bogenstich  f  ' 

Im  übrigen  T^,  Y^  nach  den  Formeln  (III  a)  und  F^,  Fj  nach 
den  Formeln  (VI). 


Erste  Autgabe« 


Bti  dem  in  Fig.  165  a  gezeichneten  DreigelenTcbogen  mit  der 
daselbst  angegebenen  Belastung  sind  die  EdmpferdrUcke  zu  berechnen  l 

Wir  haben  „Kämpfer  in  gleicher  Höhe''  und  außerdem  den 
Spezialfall:  vertikale  Belastung.  Wie  hierfür  in  §  Ö5|  II  bewiesen 
wurde,    sind    dann    die  Yertikaldrücke  F^   und  Vß   gleich   den 
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Auflagerdrücken  jIq  und  Bq  eines  wagerechten  Balkens  mit  derselben 
Belastung  (Fig.  155).  Und  die  Horizontalsehabe  ff^  und  Hß 
sind  gleich  dem  Biegongsmomente  an  der  Stelle  0  dieses  (zum 
Vergleiche  herangezogenen)  einfachen  Balkens,  dividiert  durch  die 
Pfeilhöhe  f  des  Bogens.  Somit  erhalten  wir  fär  den  Dreigelenk- 
bogen  (Fig.  155  a): 

Vj^^^P=^^  7450  =  5590  kg, 

4  4 


Vb  "  j  P  ~  1860  kg, 

„       „        1860-16,50      onKo,- 
^^-^' ÜfiO ^2050  kg. 


Fig.  155. 
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Zweite  Anfgabe# 

Der  Dreigetenkbogen  Fig,  ISSa  sei  durch  eine  gleichmäßig  ver- 
teilte  Last  P^'TäSOJcghelaateL  Die  Kämpf  erdrücke  sindssu  berechnen! 
Es  ergibt  sich: 

7^-FB-iP-3725kg, 

iPl       PI 


Ha^Hb^ 


f         8/ 

7450  >  33,00 

8 .  15,00 

Dritte  Aatgabe« 


=  2050  kg. 


Für  den  in  Fig.  156  gezeichneten  Dreigelenkbogen  mit  der  da^ 
selbst  angegebenen  Belastung  sind  die  Äuflagerhräfte  zu  berechnen! 

Die  Kämpfer  liegen  in  gleicher  Höhe.  Die  Kräfte  7^  usw. 
werden  zunächst  in  die  Figur  eingezeichnet  (Fig.  156  a).  Ob  die 
angenommenen  Pfeilrichtungen  richtig  sind,  wird  sich  ja  nachher 
durch  die  sich  ergebenden  Vorzeichen  der  Resultate  erweisen. 

Somit  ergibt  sich: 

"--  — 

-  (+P, .  24,75  -  P, .  13,50  -  P, .  6,00) 


33,00 

[Hinsichtlich  der  Vorzeichen  der  Kräfte  P^,  P.  und  P,:  Eine  links  um  B 
drehende  Kraft  ruft  augenscheinlich  eine  Auflagerkraft  V^  hervor,  die  so 
wirkt,  wie  von  yomherein  in  der  Zeichnung  angenommen.  Deshalb  wird 
eine  solche  Kraft  mit  positivem  Vorzeichen  eingeführt.  Dagegen  würde  eine 
um  den  Punkt  B  rechtsherum  zeigende  Kraft  ein  Abheben  des  Lagers  ver- 
ursachen, also  einen  negativen  Auflagerdruck  V^  hervorrufen.  Deshalb 
erh&It  eine  solche  Kraft  ein  negatives  Vorzeichen.  Entsprechend  ist  bei 
Vb  usw.  von  vornherein  ersichtlich,  welches  Vorzeichen  den  einzelnen 
Kr&ften  beizulegen  ist.] 

Insgesamt  ergeben  sich  folgende  Werte: 
F^  -  (2210 .  24,75  -  400  •  13,50  -  9000  •  6,00) 

■=— 140  kg,  o6,W 

H^  =  {Vs  •  16,50  -  Pi .  8,25  -  P,  •  1,50  -  Pj  •  9,00)  j 

=  (-140 .  16,50  -  2210  •  8,25  -  400  •  1,50  -  9000  •  9,00)  ^^t^ 
= -6810  kg, 
Vb  =  (2210  •  8,25  +  400  •  13,50  +  9000  •  6,00)  ög-QQ- 
=  +2350  kg,  ' 

Yb  '  16,50        +2350  •  16,50 
^~  f         "  15,00      • 

=  +2590  kg. 
[KontroUen  (Fig.  156  a) :    F^  +  Fb  -  — 140  +  2350  =  P^ , 

Hb-B^"  2590  -  (-6810)  -'P,  +  Pt .] 
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ZZ/Of^ 


Z  =  39,007rV' 


9OOOK0 


eSfOKg 


H 


^OfSsf  , 


2Z10?£ff 


-r^Kff 


(b) 


Fig.  166. 


Fiicher,  Statik.    II/I. 
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Hiermit  sind  die  Größen  der  Kräfte  bestimmt.  Hinsichtlich  der 
Pfeilrichtangen  ist  noch  ro  beachten :  Für  F^  und  JET^  haben  sich 
negative  Werte  ergeben«  Dieses  bedeutet:  F^  wirkt  nicht,  wie 
bei  der  Ableitung  angenommen,  nach  oben,  sondern  es  wirkt 
nach  unten.  J?^  wirkt  nicht  nach  rechts  (als  Druck  auf  den 
Bogen)  sondern  nach  links.  In  Fig.  156  b  ist  der  Bogen  mit  den 
Auflagerkraften,  wie  sie  in  Wirklichkeit  Ton  den  Lagern  aus- 
geübt werden  müssen,  dargestellt. 

§57. 
Die  Mittelkraftlime. 

L  Zweck  der  Kriftemsammensetiimg. 

Nachdem  jetzt  die  Auflagerkrafte  untersucht  sind,  können 
wir  zur  Ermittelung  der  inneren  Kräfte  übergehen.  Um  z.  B.  bei 
dem  in  Fig.  157  dargestellten  Dreigelenkbogen  die  im  Schnitte 
a — a  auftretenden  inn^^n  Kräfte  zu  finden,  betrachten  wir  das 
Oleichgewicht  des  links  vom  Schnitte  liegenden  Teües.  Hier 
greifen  die  äußeren  Kräfte  A^  P^  und  P,  an.  Da  diese  Kräfte 
verschiedene  Eichtungen  haben,  wird  es  zweckmäßig  sein,  sie  für 
die  Berechnung  zu  ersetzen  durch  eine  Kraft,  die  Resultierende. 

Die  Kraft  A  sei  bereits  nach  einer  der  in  den  Torigen  Para- 
graphen erläuterten  Methoden  bestimmt.  Nun  kommt  es  darauf 
an,  die  Eesultierende  aus  A^  Pj  und  P^  am  einfachsten  dar- 
zustellen. 

Hierzu  benutzen  wir  das  mit  dem  Namen  „Kräftezug"  be- 
zeichnete Verfahren  (s.  Band  I,  §  9,  I.  Methode):  Wir  bringen 
die  beiden  Kräfte  A  und  P|  zum  Schnitt  und  ersetzen  sie'  im 
Schnittpunkte  durch  ihre  Ersatzkraft.  Letztere  finden  wir  aus 
Fig.  157  b,  und  zwar  ist  sie  dargestellt  durch  die  Strecke  JR^.i. 
Somit  sind  in  Fig.  157a  die  beiden  Kräfte  A  und  P^  durch  eine 
Kraft  jB^-1  ersetzt. 

Diese  Kraft  setzen  wir  nun  mit  der  nächsten  Kraft,  P, ,  zu- 
sammen. Die  Größe  und  Eichtung  der  Ersatzkraft  Ba-9  ergeben 
sich  aus  dem  Kräftepolygon  Fig.  157b.  Die  Lage  von  JB^.,  in 
Fig.  157a  ist  dadurch  bestimmt,  daß  sie  durch  den  Schnittpunkt 
von  P^_i  und  P,  geht.  Auf  diese  Weise  sind  A^  P^  und  P, 
durch  eine  Ersatzkraft  ersetzt. 

Der  Sinn  dieser  Arbeit  ist  also  der,  daß  wir  uns  um  die 
Ejräfte  A ,  P^  und  P,  nicht  mehr  einzeln  zu  kümmern  brauchen, 
sondern  daß  wir  vielmehr  die  Spannungen  im  Schnitte  a — a  jetzt 
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so  berechnen  können,  als  ob  an  dem  betrachteten  Teile  nur  die 
eine  Kraft  jB^.2  wirksam  wäre.  Die  Größe  und  Pfeikichtung  von 
Rji^2  sind  ans  dem  Ejäftepolygon  Fig.  157b  zu  entnehmen;  die 
Lage  ist  durch  Fig.  157a  gegeben. 

EL  Weiterer  Verlauf  der  Mlttelkrattiinie. 
Wie  wir  nun  mit  Hilfe  dieser  Kraft  J2^.s  die  inneren  Kräfte 
an  der  Stelle  oc — oc  finden,  werden  wir  später  sehen.   Jetzt  wollen 
wir  zunächst  mit  der  Zusammensetzung  der  Kräfte  fortfahren« 


Fig.  157. 

Wir  bringen  also  S^.t  i^it  der  folgenden  Kraft,  P,,  zum 
Schnitt  und  setzen  die  neue  Besultierende,  Ba-^  aus  ^S-  157  b,  in 
Fig.  157a  an  den  Schnittpunkt  an.  Dann  sind  die  Kräfte  J. ..  P, 
durch  eine  Eesultierende  ersetzt. 

Hierbei  zeigt  sich  nun,  daß  B^^^  durch  den  Gelenk- 
punkt  O  hindnrdigeht.  In  der  Tat  ist  ja  12^.s  nichts  anderes  als 
die  Kraft,  mit  der  die  Scheibe  ÄC  (d.  h.  deren  vier  Kräfte  A  . .  P,) 
gegen  den  Stützpunkt  0  wirkt.  Die  Kraft  JB^.s  aus  Fig.  157  b  und  a 
stellt  also  den  Mittelgelenkdruck  0  dar.  Würde  B^^^  in  Fig.  157  a 
nicht  durch  den  Punkt  0  hindurchgehen,  so  wäre  dies  ein  Zeichen, 
daB  entweder  bei  der  Ermittlung  von  A  oder  beim  Zusammen- 
setzen der  Ejräfte  ein  Fehler  unterlaufen  ist. 

In  Fig.  157  wurden  die  Kräfte  noch  weiter  zusammengesetzt. 
Schließlich  kommt  man  dann  zum  Auflagerdruck  B  zurück. 

Die  Linie  A — B^^i — B^^^  . . .  nennen  wir  die  „MiUeUaratt^ 
Uni€^,  weil  sie  für  jeden  Schnitt  die  Besultierende  (Mittelkraft) 

34* 
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der  links  (oder  rechts)  von  dem  Schnitte  angreifenden  äußeren 
Kräfte  angibt.  [Für  den  Schnitt  ß — ß  z.  B.  ist  B^-a  die  Mittel- 
kraft ans  allen  seitlich  vom  Schnitte  befindlichen  äußeren  Kräften ; 
usw.]  Sie  führt  auch  den  ISTamen  „Stützlinie**,  weil  sie  bei  Ge- 
wölben den  Verlauf  der  einzelnen  Fugendrücke  angibt. 

in.  Andere  Auffassung  der  Mittelkraftlinie. 

Man  kann  Fig.  157  auch  als  ein  zu  den  Kräften  P^ — P^  ge- 
zeichnetes Seilpolygon  auffassen.  Der  Pol  desselben  ist  der 
Punkt  0 .  Der  erste  Strahl  ist  die  Strecke  Ä ,  der  letzte  Strahl 
ist  B,  Dann  stellt  sich  die  Aufgabe ,  die  Mittelkraftlinie  zu 
zeichnen,  also  in  der  Form  dar:  Zu  den  Kräften  Pj — Pg  ist  ein 
SeUpolygon  zu  zeichnen,  das  durch  die  drei  Punkte  A ,  B  und  0 
hindurchgeht.  * 

Diese  Aufgabe  kann  man  auch  ganz  für  sich,  ohne  Bezug- 
nahme auf  den  Dreigelenkbogen ,  stellen,  indem  man  also  die 
Lasten  P^ — P^  und  die  Punkte  A ,  B  und  0  angibt  und  nun  zu 
den  Lasten  ein  Seilpolygon  verlangt,  das  durch  die  drei  Punkte  A  , 
B  und  0  hindurchgeht.  Natürlich  ist  sie  dann  aber  eine  rein 
mathematische  Aufgabe  geworden. 

Es  gibt  verschiedene  Methoden,  um  diese  Aufgabe  zu  lösen.  Die 
eine  (und  praktischste)  Lösung  ist  durch  die  vorhergehenden  Unter- 
suchungen gegeben:  V7ir  fassen  die  vorgeschriebenen  Punkte  A ,  B 
und  C  als  Oelenkpunkte  eines  Dreigelenkbogens,  und  die  gegebenen 
Kräfte  als  Lasten  dieses  Bogens  auf,  ermitteln  dessen  Kämpfer- 
drücke und  zeichnen  die  Mittelkraftlinie  ein.  Letztere  stellt 
dann  —  geometrisch  gesprochen  —  das  Seilpolygon  dar,  das  zu 
den  gegebenen  Kräften  gehört  und  durch  die  drei  vorgeschriebenen 
Punkte  geht. 

§58. 

Berechnung  von  voll  wandigen  Dreigelenkbogen. 

Da  der  Dreigelenkbogen  im  I.  Bande  überhaupt  nicht  be- 
handelt wurde,  möge  jetzt  die  Berechnung  des  vollwandigen 
Bogens  nachgeholt  werden. 

L  Berechnung  mittels  der  Mittelkraftlinie. 

1.  Die  angreifende  Kraft  und  Art  der  Beanspruchung. 

In  Fig.  158  a  ist  der  Teil  an  der  Stelle  « — oc  des  in  Fig.  157  a 
behandelten  Dreigelenkbogens  in  größerem  Maßstabe  in  Ansicht 
und  Schnitt  gezeichnet.  Di6  Spannungen  im  Schnitte  cc — ä  sollen 
ermittelt  werden. 
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Fig.  1E8. 

Der  Querschnitt  eel  z.  B.  ein  genietetes  Profil,  bestehend  atis 
Stehblech,  Winkeleisen  usw.  Die  Mittelkraftlioie  ist  bereits  be- 
stimmt, und  zwar  gehört  die  Resultierende  R^^t  zu  dem  zu  unter' 
suchenden  Querschnitt«  a — «.     (Ra-*  ^^   ^l^o   ^^   Ersatzkraft 
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aller  Kräfte,  die  zwischen  Auflager  und  Schnitt  a — a  vor- 
handen sind.) 

Betrachten  wir  nun  den  Teil  links  (oder  rechts)  vom  Schnitte. 
Dieser  stellt  einen  Körper  dar,  der  durch  eine  exzentrisch  liegende 
Kraft  R  beansprucht  ist  und  durch  die  in  der  Schnittstelle  a — a 
auftretenden  inneren  Kräfte  gestützt  ist.  Die  Berechnung  dieser 
Spannungen  hat  also  zu  erfolgen  nach  den  Eegeln  über  ,,Biegung 
durch  exzentrischen  Zug  oder  Druck"  (Band  I,  16.  Vortrag). 

Daß  die  Kraft  Ra-%  scheinbar  in  gar  keinem  körperlichen  Zusammen* 
hange  mit  dem  Bogen  steht,  ist  ohne  Bedeutung  für  die  Berechnung.  Denn 
die  Ersatzkraft  ist  ja  nur  eine  gedachte,  zur  Vereinfachung  eingeführte^ 
Kraft  an  Stelle  der  wirklich  Torhan'denen  Kräfte  A  usw. 

Zunächst  zerlegen  wir  die  schräge  Kraft  i^^.g  in  eine  Seiten- 
kraft S  parallel  der  Stabachse  und  in  eine  Seitenkraft  Q  rechte 
winklig  dazu.  Als  Ort  der  Zerlegung  nehmen  wir  die  Schnitt- 
stelle CK — (X.  Bezeichnen  wir  dann  den  Eichtungsunterschied 
zwischen  der  angreifenden  Kraft  R  und  der  Stabachse  mit  97,  so 
sind  die  obigen  zwei  Seitenkräfte  von  22: 

j  ,,Norma1kratt^'  (,,Lang8kraf  t^^)     JT  «  Ä  •  cos  9? , 

\  „Querkraft"  („Transversalkraft«)  Q^R^^mq). 

Für  diese  beiden  Kräfte  müssen  wir  jetzt  die  im  Schnitte  x — (x 
auftretenden  Spannungen  bestimmen. 

2.  Die  zu  „N^^  gehörigen  Spannungen« 
Die  Kraft  N  wirkt  auf  den  betrachteten  Bogenteil  genau 
80  wie  eine  der  Stabachse  parallele  exzentrische  Druckkraft. 
fVgl.  die  Kraft  P  in  Band  I,  Fig.  166.  Der  Unterschied  besteht  nur  darin, 
dai  P  den  Teil  I  vom  Teile  II  abzureißen  sucht  —  Zugkraft  — ;  während  N 
den  Bogenteil  1  gegen  den  Teil  JT  gegenpreßt  —  Druckkraft.]  In  diesem 
Falle  müssen  wir  bekanntlich  bei  der  Berechnung  unterscheiden, 
ob  das  betreffende  Material  sowohl  Zug  als  auch  Druck  aushalten 
kann,  oder  ob  es  nur  Druck  aushalten  kann. 

a)  Das  Material  kann  soiooJd  Zug  ab  auch  Druck  aufnehmen  (Eisen). 

In  Bandl,  §  90,  I  und  11  sind  hierfür  zwei  Berechnungs- 
methoden  erläutert: 

ex)  Wir  bilden  das  Moment  M  der  Kraft  N  in  bezug  auf  den 
Schwerpunkt  8  des  Querschnittes: 

M^Nn. 

Dann  ist  die  Spannung  an   irgendeiner  Stelle  des  Querschnittes 

gleich  der  Spannung  a  =»-=-,  die  an  der  Stelle  auftreten  würde, 
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wenn  die  Kraft  N  als  zentrische  Normalkraft  wirken  wurde,  ver- 
mehrt (bzw.  vermindert)  um  die  Spannung ,  die  das  Biegungs- 
moment  If  =  JV'  •  n  an  der  betreffenden  Stelle  hervorbringen  würde. 
(Vgl.  Band  I,  §  90, 1.)  Somit  ergeben  sich  für  den  in  Fig.  158  an- 
genommenen (unsymmetrischen)  Querschnitt  die  Spannungen  in 
den  äußersten  Fasern: 

N       M  (N   .    N^n\ 


(H) 


a,  «=■  — 


_      N        M  (N       N^n\ 


[^gleich  Flftcheninhalt  des  Querschnittes.  TF^  und  TT,  dessen  Widerstands- 
momente für  die  oberste  und  die  xmterste  Faser;  also: 

TTi  «=  — ,  TT,  «  — .         (J  «=  Tr&gheitsmoment.) 

*i  ^ 

Die  Normalkraft  erzeugt  im  Querschnitte  Druck.     Das  Biegungsmoment 

erzeugt  in  den  oberen  Schichten  Druck,  in  den  unteren  Schichten  Zug. 

Dementsprechend  die  Vorzeichen.] 

Hiermit  ist  der  Querschnitt  untersucht. 

ß)  Eine  andere  BerechnungswAtse  ist  die  mit  Hilfe  der  Kern- 
punkte  (Band  I,  §  90,  II):  Aus  W  und  F  bilden  wir  zunächst  die 
HiUswerte  („Kernradien"): 

Diese  werden  vom  Schwerpunkte  8  aus  entgegengesetzt  den 
Fasern  1  und  2  abgetragen  und  hierdurch  die  „Kernpunkte"  K^ 
undf  2  bestimmt  (Fig.  158  b).  Dann  ergeben  sich  die  Spannungen  der 
äußersten  Fasern,  indem  man  von  der  Kraft  N  oder  auch  direkt 
von  der  Kraft  B  die  Momente  in  bezug  auf  diese  Kern- 
punkte bildet  und  dnrch  die  Widerstandsmomente  dividiert: 

Betreffe  der  Vorzeichen  von  o«  und  a«  sei  erinnert:  Qeht  die  Kraft 
tnoisohen  die  Kernpunkte  hindurch,  so  haben  o^  und  a^  das  gleiche 
Yorzdohen.  Liegt  die  Kraft  aber  außerhalb  der  Kernpunkte  (wie 
in  Fig.  158),  so  haben  o^  und  a^  verschiedene  Vorzeichen.  Und 
zwar  hat  dann  die  Faser,  die  der  Kraft  zunächst  liegt,  Zug  oder 
Druck,  je  nachdem  die  angreifende  Kraft  Zug  oder  Druck  ist. 
Hiermit  sind  ebenfalls  die  größten  Spannungen  des  Qu^- 
schnittes  ermittelt. 


(HI) 
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h)  Doi  M(Uerial  kann  nur  Druck  aufnehmen  (Mauerwerk,  Beton). 

Die  obigen  Formeln  (II)  bzw.  (III)  gelten  bekanntlich  nur 
dann,  wenn  das  betreffende  Material  sowohl  Zug  als  auch  Druck 
aufnehmen  kann  (Eisen).  Bei  nur  druckfestem  Material  (Mauer- 
werk, Beton)  ist  die  Berechnung  nach  Band  I,  §  91  durch- 
zuführen: Zunächst  wird  festgestellt,  ob  die  Kraft  innerhalb  oder 
außerhalb  der  Kernpunkte  durch  den  Querschnitt  hindurchgeht. 
Im  ersteren  FaUe  ist  sowohl-  a^  wie  a^  Druck.  Folglich  tritt  der 
ganze  Querschnitt  in  Tätigkeit,  und  die  Spannungen  a^  und  a, 
werden  wie  vorhin  berechnet.  Im  zweiten  Falle  würde  eine  der 
Spannungen  Druck,  die  andere  Zug  sein.  Da  das  Material  aber 
keinen  Zug  aufnehmen  kann,  so  darf  die  bisherige  Berechnung 
überhaupt  nicht  beibehalten  werden.  Es  muß  vielmehr  eine 
andere  nach  neuen  Gesichtspunkten  aufgestellt  werden,  die  von 
vornherein  berücksichtigt,  daß  nur  ein  Teil  des  Querschnittes  als 
tragend  wirkt  (Band  I,  §   91). 

Da  es  sich  aber  meistens  um  rechteckigen  Querschnitt  handelt, 
ist  auch  diese  Berechnung  sehr  einfach:  Die  Kernpunkte  schließen 
das  mittlere  Drittel  des  Querschnittes  ein.  Liegt  nun  die  Kraft 
außerhalb  des  mittleren  Drittels,  im  Abstände  a  vom  Bande,  und 
ist  die  Breite  des  Querschnittes  gleich  6,  so  ist  die  größte 
Spannung  im  Querschnitte  (Fig.  158  c): 

Hierdurch  ist  auch  bei  nur  druckfestem  Material  die  Spannung 
bei  Belastung  außerhalb  des  Kerns  bestimmt. 

8.  Die  Ton  „Q^^  herrührenden  Spannungen. 

Die  Kraft  Q  gibt  kein  Moment  in  bezug  auf  den  Querschnitt 
und  erzeugt  also  auch  keine  Normalspannungen  a.  [um  diese 
Vereinfachung  zu  erreichen,  haben  wir  eben  als  Zerlegungspunkt 
der  Kraft  R  den  Punkt  genommen,  in  dem  der  Schnitt  ä — oc 
durch  die  Kraft  R  hindurchgeht.] 

Wohl  aber  gehören  zu  Q  in  dem  Querschnitte  Schubspannungen  r« 
die  sich  in  irgendeiner  Weise  über  die  Querschnittsfläche  ver- 
teilen werden.  Bei  Eisenkonstruktionen  werden  jedoch  diese  Schub- 
Spannungen  vernachlässigt. 

Bei  Eisenbetonkonstruktionen  geschieht  die  Berechnung  der 
Schubspannungen  Tq  und  der  Haftspannungen  t^  genau  so  wie  in 
jedem    anderen    Falle.     In   die  betreffenden  Formeln   wird  der 
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Wert  Q  eingesetzt  und  hiermit  Tq  und  t^  bestimmt  (Band  I, 
§  102,  III,  IV). 

Bei  genieteten  Trägem  wird  ferner  die  Querkraft  Q  zur  Be- 
rechnung der  Nietteilungen  gebraucht  (Band  I,  §  78,  V). 

Somit  haben  wir  für  den  betrachteten  Querschnitt  (x — ^  so- 
wohl die  von  der  Normalkraft  N  als  auch  die  von  der  Quer- 
kraft Q  herrührenden  Spannungen  erledigt. 


n«  Berechnung  aut  analytteehem  Wege, 

Wir  haben  gesehen,  daß,  sobald  Nj  M  und  Q  berechnet  sind, 
die  Spannungen  sich  sofort  ergeben.  Statt  nun  diese  Werte  durch 
Aufzeichnen  der  Mitt^lkraftlinie  zu  bestimmen,  können  wir  sie 
auch  rein  rechnerisch  ermitteln.  Im  folgenden  soll  dies  sowohl 
für  beliebige  schräge  Belastung,  wie  für  den  Spezialfall:  vertikale 
Belastung,  durchgeführt  werden. 

!•  Berechnung  von  y  und  Q  • 

In  Fig.  169  sei  der  Querschnitt  oc — a  zu  untersuchen.  Die 
Auflagerkräfte  seien  bereits  berechnet,  und  zwar  in  der  Form, 
daß  Vji  und  ff^,  und  Vß  und  Hß  angegeben  sind.  Ferner  sind 
natürlich  bekannt  die  Lasten.  Die  Last  P^  (die  zu  dem  Teile  vom 
Auflager  bis  zu  dem  Querschnitte  gehört)  habe  gegen  die  Horizontale 
den  Neigungswinkel  y  (Fig.  159  a). 

Statt  nun  die  Kräfte  F^,  Hj^  und  P^  zunächst  zu  einer 
Besultierenden  B  zusammenzusetzen  und  diese  dann  in  N  und  Q 
zu  zerlegen,  wollen  wir  jetzt  jede  der  drei  Kräfte  einzeln  in 
Bichtung  der  Stabachse  und  rechtwinklig  dazu  zerlegen.  Hier- 
durch erhalten  wir  insgesamt  drei  Seitenkräfte  in  Bichtung  der 
Stabachse  und  drei  rechtwinklig  dazu.  Die  Summe  der  ersteren 
ergibt  dann  augenscheinlich  die  gesamte  Normalkraft  N^  die 
Summe  der  zweiten  ergibt  die  Querkraft  Q  des  Querschnittes. 

In  Fig.  159a  ist  diese  Zerlegung  durchgeführt:  Zunächst  ist 
die  Stabachse  « — 8  an  der  Schnittstelle  a — a  eingezeichnet.  Der 
Winkel  zwischen  s — 8  und  der  Horizontalen  sei  ß  •  Nun  wird  jede 
Kraft  zerlegt  in  Bichtung  von  s — 8  und  rechtwinklig  dazu.  Dann 
tritt  bei  den  Kräften  F^  und  Hj^  ebenfalls  der  Winkel  ß  auf 
(Fig.  159a).  Der  Neigungswinkel  von  P^  gegen  die  Bichtung  8—8 
ergibt  sich  zu  (jS  +  y)  bzw.  180  —  08  -f  y)*  Für  die  folgende  Zer- 
legung sei  darauf  aufmerksam  gemacht,  daß  sin  [180  ^  (ß  +  y)] 
=  sin(^  +  y)  und  cos[180  —  (/8  +  y)]  ==  cos(ß  +  y)  ist  (von  den  Vor- 
zeichen abgesehen). 
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Auf  Orand  dieser  eingezeichneten  Winkel  ergeben  sich  nun 

folgende  Seitenkräfte: 

von  "F^i:   7^ «sin/?  (parallel zu«—«);   Vji»coaß  (rechtwinklig zu» — s), 

„  Ejiz  H^-wmß  (      „        „     „);-H;^-8in^  (  „  ,     „  ), 

„    P,:    Pj.oo8(/J  +  y)(      „        ,.     „  );    P^-sin^J  +  yX  „  „     „  ), 

Nun  addieren  wir  die  gleichgerichteten  Komponenten  und  erhalten: 

(V)  f  N  ^Va*  &inß  +  Hj^'C08ß  —  Fl' coQ{ß  +  y) ^ 

(VI)  [  Ö=F^.cosj8  — -Br^.8ini8-Pi-sin(/?  +  y). 

Hierbei  sind  folgende  Vorzeichenfestsetzungen  gemacht:  Bei  N  ist 
die  Bichtung  gegen  den  Querschnitt  zu  als  positiv  angenommen, 
bei  Q  ist  (am  Teile  links  vom  Schnitte)  die  Bichtung  von  innen 
nach  außerhalb  des  Bogens  als  positiv  eingeführt  (Fig.  159  b). 
Somit  sind  N  und  Q  rechnerisch  ermittelt. 

2.  Berechnung  von  M, 

Außer  der  Größe  der  Normalkraft  JT  brauchen  wir  noch 
deren  Abstände  vom  Schwerpunkte  oder  den  Kernpunkten  bzw. 
das  Moment  M  in  bezug  auf  den  Schwerpunkt  oder  in  bezug  auf 
die  Kernpunkte.  Wenn  wir  N  und  Q  analytisch  berechnet  haben, 
werden  wir  auch  M  analytisch  bestimmen,  und  zwar  direkt  aus 
den  gegebenen  Kräften  F^,  Hj^  und  P.  Denn  das  Moment  aus 
diesen  Kräften  ist  gleich  dem  Moment  aus  ihrer  Besuitierenden  B 
bzw.  deren  Seitenkräften  N  und  Q. 

Für  Fig.  159  a  wird  z.  B.  das  Moment  in  bezug  auf  den 
Schwerpunkt  8: 

(Vn)  If  =  +F^.»-F^.y-Pi-Pi. 

[pj  «  Lot  von  8  auf  die  Kraft  Pj .] 

Entsprechend  ist  das  Moment  für  einen  Kernpunkt  E^  K^ 
auszurechnen. 

Vorzeichenfestsetzung:  Ein  Moment,  das  in  den  äußeren  Fasern 
Druck  erzeugt,  bekommt  das  positive  Vorzeichen« 

Somit  ist  auch  M  rechnerisch  bestimmt.  [Aus  M  und  N 
kann  man  auch  die  Lage  der  Normalkraft  finden  (Fig.  159  b): 
M'^^N'Cj  also  e^MiN.] 

8.  Die  Spannungen  o  und  i« 

Aus  M  und  den  vorhin  berechneten  Werten  N  und  Q  ergeben 
sich  nun  die  größten  Spannungen  a^ ,  a,  und  die  Schubspannungen  r, 
bzw.  die  Nietteilungen  e: 

a)  Will  man  die  Formeln  (II)  verwenden,  so  berechnen  wir 
die  Normalkraft  JT  (Formel  V)  und  das  Moment  M  in  bezug  auf 
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it\\  fb) 


1^ 


(C) 


OL 


^ 


3e 


(Mo) 


P, 


1 


l    ^ 

Fiff.  1R9. 

den  Schwerpunkt  (Formel  VIT)  und  erbalten  die  gröDton  Bpannuntfon 
in  den  äußersten  Schichten  1  und  2: 


(IIa) 


[^,-±(j--|^;). 


[TT,   bzw.  W|    sind    die   zu    Schicht  2  bzw.  2  gehörigen  Wider* 
Standsmomente;] 
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ß)  Will  man  die  Formeln  (HI)  verwenden,  so  stellt  man  (direkt 
▼on  den  Kräften  F^,  Hj^  und  P^)  die  Momente  in  bezug  auf  die 
Kernpunkte  K^  und  K^  auf,  dividiert  diese  Momente  durch  die 
zu  den  Schichten  1  und  2  gehörigen  Widerstandsmomente  und 
erhält  die  Spannungen: 


(nia) 


<^l 


09  =+. 


Bei  dieser  Berechnungsmethode  mit  Hilfe  der  Kern- 
punkte wird  die  Normalkraft  N  also  überhaupt  nicht 
gebraucht.  

Spesiallall:  Vertikale  Belastung« 
Für  den  Fall,  daß  die  Lasten  P  vertikal  abwärts  wirken, 
läßt  sich  die  Berechnung  von  M  und  Q  bedeutend  vereinfachen. 
In  §  60  werden  wir  diesen  Fall  im  Zusammenhange  mit  den 
Einflußlinien  eingehend  behandeln.  Die  daselbst  gefundenen 
Eesultate  mögen  aber  bereits  hier  mitgeteilt  werden,  da  sie 
natürlich  auch  bei  Berechnung  ständiger  Belastung  zu  verwenden 
sind.    Es  gelten  nämlich  folgende  Beziehungen  (Fig.  159  a  und  c): 

1.  Bei  vertikaler  Belastung  P^,  P,  usw.  ist  das  Moment  if 
an  der  Stelle  a — a  des  Dreigelenkbogens  genau  so  groß  wie  das 
Moment  Mq  an  der  entsprechenden  Stelle  a — a  eines  einfachen 
horizontalen  Balkens  mit  derselben  Belastung  P^ ,  P,  usw.,  aber 
vermindert  um  das  Produkt  -ff  •  y»,  • 

2.  Bei  vertikaler  Belastung  Pj,  P^  usw.  ist  die  Querkraft  Q 
an  der  Stelle  oc — a  des  Dreigelenkbogens  genau  so  groß  wie  die 
Querkraft  Qq  an  der  entsprechenden  Stelle  oc — a  eines  einfachen 
horizontalen  Balkens  mit  derselben  Belaßtung  P^,  P,  usw., 
aber    noch    multipliziert    mit    cosjS,    und    vermindert    um    das 

Produkt  H ^ .    [ß  =  Neigungswinkel  der  Stabachse  an  der 

COSä  ^ 

Schnittstelle  oc—oc  gegen  die  Horizontale;  oc  «  Neigungswinkel  der 
Kämpferverbindungslinie  AB  gegen  die  Horizontale,] 
In  Formeln: 

(1) 


(2) 


coaoc 

Der  Beweis  dieser  Formeln  wird  in  §  60,  Absatz  11  und  IE) 
erfolgen.      Es    sei    hier   jedoch    bereits    auf   die  Vorteile    dieses 
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Eechnungsganges  aufmerksam  gemacht:  Wir  berechnen  beim  Drei- 
gelenkbogen  nar  die  Horizontalkräfte  J7^,  Hb  der  Auflager.  [Bei 
vertikaler  Belastung  sind  beide  einander  gleich.]  Dann  kämmem 
wir  uns  um  den  Dreigelenkbogen  überhaupt  nicht  mehr,  sondern 
versetzen  die  betreffende  Belastung  auf  einen  einfachen  Balken 
(Fig.  159  c),  berechnen  für  diesen  das  Moment  M^  und  die  Quer- 
kraft Qo  ^^^  Stelle  (x—ix  und  haben  nach  den  obigen  Formeln 
auch  sofort  das  Moment  M  und  die  Querkraft  Q  des  Dreigelenk- 
bogens. 

Beispiel:  Es  sei  in  Fig.  159  a 

I  =  ll,Om;    /'  =  2,5m;     a»6,0m;    (»==3,0m;     y«  =  2,8m. 

Die  Belastung  sei  gleichmäßig  über  die  ganze  Spannweite  verteilt 
im  Betrage  von  g  ^Ofit  pro  lfd.  m.  Grundlinie. 
Dann  ergibt  sich  der  Eeihe  nach: 

„       Me       ^ga{l  —  a)       0,6 -6,0 -6,0 


2-2,5 


3,6  t, 


Mo  -  ^x{l  -  x)  =  ^3,0(11,0  -  3,0)  «  7,2  mt, 

Jlf  =  Jlfo  —  -Bf  •  y  =  '^>2  —  3,6  •  2,8  =  -2,8  mt . 

Hiermit  ist  das  Moment  für  den  betreffenden  Punkt  bestimmt. 
Aufgabe:  Man  berechne  Q  («-=10^,  ß  =  iO%  Für  Qq  ist 
naturlich  die  für  den  einfachen  Balken  abgeleitete  Formel  Q^g*x" 
zu  verwenden.  pJQ  der  Verwendung  dieser  einfachen  Formeln 
beruht  eben  der  Vorteil  der  Zurückführung  eines  komplizierten 
Systems  auf  den  einfachen  Balken.] 

§69. 
Berechnung  von  Fachwerk-Dreigelenkbogen* 

Auch  beim  Fach  werk- Dreigelenkbogen  beginnt  man  natürlich 
mit  der  Ermittlung  der  Auflagerkräfte.  Sobald  erst  diese  bekannt 
sind,  geschieht  die  weitere  Untersuchung  in  derselben  Weise  wie 
bei  jedem  anderen  Fachwerke.  Die  verschiedenen  in  Betracht 
kommenden  Methoden  für  ständige  Belastung  mögen  an  dem  in 
Fig.  160  gezeichneten  Hallenbinder  erläutert  werden. 

L  Bestlmmang  der  Stabkrälte  nach  Ritter« 

Der  Hallenbinder  in  Fig.  160  a  hat  33,00  m  Spannweite  und 

15,00  m  Pfeilhöhe.    Die  Belastung  bestehe  aus  den  Enotenpunkts- 

lasten  von 

P==U90kg    bzw.    11490  =  745  kg 
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der  oberen  linksseitigen  Gortung.  (Belastung  durch  Schnee  auf  der 
linken  Dachseite.) 

Für  die  Berechnung  der  Auflagerkräfte  fassen  wir  diese 
Enotenpunktslaaten  zu  einer  Besultierenden  22  =>  74Ö0  kg  zu- 
sammen.    Dann  ergeben  sich  die  Kämpferdrücke  (vgl.  1.  Beispiel 

von  §56): 

7^  =  5590  kg,     H^  «  2050  kg ; 

Vb  =  1860  kg,     Hb  «  2050  kg . 

Um  nun  zum  Beispiel  die  Stabkraft  O7  zu  bestimmen,  legen 
wir  den  Schnitt  <x — a  und  betrachten  das  Oleichgewicht  des  links 
oder  rechts  vom  Schnitte  liegenden  Teiles.  Am  Teile  links  greifen 
an :  F^ ,  ff^ ,  Pj ,  P,  und  Pj ,  ferner  die  Stabkräfte  O7 ,  D^  und  U^  • 
Um  O7  zu  bestimmen,  nehmen  wir  den  Schnittpunkte  von  D^  und  U^ 
als  Bezugspunkt  für  die  Momentengleichung  und  erhalten: 

f  0,  =  i  (—5690  .  9,90  +  2050  •  11,80  -f  745  •  9,90  +  1490  •  6,60  -f  1490  •  3,30) 

[      =-4900  kg. 
Auf  diese  Weise  lassen  sich  die  einzelnen  Stäbe  bestimmen.  Etwas 
Neues  gegenüber  dem  früheren  Ei^terschen  Verfahren  ist  überhaupt 
nicht  in  Anwendung  gekommen. 

Einfacher  ist  es  jedoch,  wir  bilden  die  statischen  Momente  nicht 
von  den  einzelnen  Kräften  F^,  IT^,  P^  usw.,  sondern  wir  vereinen 
zunächst  alle  seitlich  vom  Schnitte  liegenden  Kräfte  zu  ihrer 
Besultierenden.  Zu  deren  Darstellung  haben  wir  ja  in  §  57  die 
Mittelkraftlinie  kennen  gelernt.  Diese  ist  in  Fig.  160a  mit  Hilfe 
von  Fig.  160b  eingezeichnet.  Nun  finden  wir  die  Summe  der 
Momente  aller  seitlich  vom  Schnitte  ä — «  liegenden  Kräfte,  indem 
wir  einfach  die  Eesultierende  Ä^.j  mit  ihrem  Abstände  q  vom 
Bezugspunkte  multiplizieren.     Es  wird  also 


0 


(2)  0  =  - 


Mo 
IT' 


r 

Die  Größe  von  JB^-a  entnehmen  wir  der  Fig.  160b;  die  Ab- 
stände Q  und  r  greifen  wir  aus  Fig.  160  a  ab.  Somit  ist  der 
Stab  0  durch  eine  Multiplikation  bestimmt. 

Hinsichtlich  des  Vorzeichens  ergibt  sich:  Nach  Fig.  160b  hat 
die  Resultierende  von  -A ,  Pj ,  P,  und  P,  die  Pfeilrichtung  nach 
rechts;  folglich  wirkt  sie  in  Fig.  160a  auf  den  betrachteten  Teil 
rechtsherum  drehend  um  Bezugspunkt  o,  folglich  muß  0  links- 
herum um  Punkt  0  wirken  (Druck). 
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Man  muß  bei  dieBer  Metbode  nnr  aafpassea,  dafl  man  zu 
jedem  Schnitte  die  richtige  Beeoltierende  nimmt.  So  gehören  z.  B. 
zur  Diagonalen  D,  mit  dem  Schnitte  ß — ß  die  Besultierende  Ba~a 
und  der  Bezogspunkt  0.    Also  wird 

D,-+B^.,   -§^. 


Hftofig  li^^n  die  Bezngspankte  för  die  FüUuDgestäbe  nn- 
In  solchem  Falle  empfiehlt  es  sich,  die&e  Methode  nur 


Ltnl^seiÜ^e,    Schneelast. 
Hg.  160. 


ZOT  Berechnung  der  Qortstäbe  zn  verwenden.  Die  Fnllungastäbe 
ermittelt  man  dann  ans  dem  Qlelchgewioht  der  Knotenpunkte, 
und  zwar  am  einfochsteo  graphisch,  indem  man  für  die  einzelnen 
Knotenpunkte  kldne  Kräftepolygone  zeichnet.  Auf  diese  Weise 
werden  auch  die  Stäbe  gefunden,  für  die  sich  kein  Bezugspunkt 
angeben  läSt.  In  Fig.  I60a  ist  i>,  ein  solcher  Stab.  Seine  Er< 
mittelung  zeigt  Fig.  160c. 

Übungsaufgabe:  Man  führe  nach  dieser  Methode  die  Berechnung 
Tollstfindig  durch  1 
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n.  Beatlmmiing  der  Stobfcrätte  nach  Cnlmann. 

Diese  Sifetbode  Lst  in  Fig.  160  zur  Bostimmung  der  Stäbe  Ui, 
Di  und  Ob  benutzt.  Der  hierzu  gehörige  Schnitt  ist  y — y .  Die 
Bcsaltierende  der  seitlich  vom  Schnitte  Torhandenen  äuQeren  Kräfte 
iSt  Ra-1-  ^un  bringen  wir,  vie  immer  bei  der  Culntonnschen 
Methode,  die  eine  toq  den  drei  Stablcräften  mit  der  äußeren 
Kraft  (i^A.i)  tind  die  beiden  anderen  miteinander  zum  Schnitt. 
Dann  verbinden  wir  die  beiden  Schnittpunkte  durch  die  Gerade  L 
und  zerl^en  (Fig.  160d)  mnächst  Ba-i  Q&ch  17^  und  L,  und 
Bchließlich  L  nach  0«  und  i)^ .  Hiermit  sind  die  drei  Stäbe 
U^,  i>4  und  Of  gefunden. 

Dann  geht  man  zu  den  nächsten  drei  Stäben,  die  zn  einem 
Schnitte  gehßren,  nsw. 


m.  Begümmnng  der  SUbkritto  mlttclg  KrilteplaiL 


LmUsseHujer  Pfinddntdt. 
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Etwas  Neues  gegenüber  <?en  sonstigen  Kräfteplänen  ist  nicht 
zu  sagen.  Als  Beispiel  möge  der  vornin  nntersnchte  Dreigelenk- 
bogen,  aber  mit  anderer  Belastung,  vorgeführt  werden.  Und  zwar 
möge  jetzt  Belastung  rechtwinklig  zu  der  linken  Außenhaut  der 
Halle  angenommen  werden.    (Linksseitiger  Wind.) 

Zur  einfacheren  Berechnung  der  Kämpferdrücke  sind  die 
Knotenpunktslasten  zu  vertikalen  und  horizontalen  Besultierenden 
zusammengefaßt:  2210  kg,  400  kg  und  9000  kg.  Aus  diesen  er- 
geben sich  folgende  Auflagerkräfte  (vgl.  3.  Aufgabe  in  §  56): 

7^«    140kgi,    flr^  =  6810kg^; 
.  Vb  «  2350 kgt ,    Sb  =  2590 kg^  . 

Zu  diesen  Auflagerkräften  und  Lasten  ist  dann  in  Fig.  161b 
der  Kräfteplan  gezeichnet.  (Die  Seitenkräfte  7^  und  H^,  Vß  und  Es 
sind  zu  Ä  und  B  zusammengesetzt.)  Da  die  äußeren  Kräfte  rechts- 
herum aufgetragen  sind,  ist  auch  an  jedem  Knotenpunkte  rechts- 
herum gegangen.  Es  zeigt  sich,  daß  auf  der  rechten  Seite  al}e 
Füllungsstäbe  außer  Di  spannungslos  werden. 

Beim  Aufzeichnen  des  Kräfteplanes  empfiehlt  es  sich,  ungefähr 
die  eine  Hälfte  von  A  aus  und  die  andere  von  B  aus  zu  zeichnen. 
In  der  Mitte  muß  man  dann  richtig  zusammenkommen. 

8.  Vortrag: 
Der  Dreigelenkbogen  mit  beweglicher  Belastung. 

Die  Wirkung  einer  beweglichen  Belastung  untersuchen  wir 
mittels  Einflußlinien.  Wie  immer  bei  beweglichen  Lasten,  be- 
schränken  wir  uns  auf  vertikal  abwärts  wirkende  Kräfte. 

§60. 

Einflußlinien  für  Auflagerkrätte,  Momente»  Querkrätte, 

Normalkrälte. 

L  EInflnßltnten  für  die  Auflagerkrafte. 

1«  Aufstellen  der  Kräfte  und  Vergleich  mit  einfachem  Balken. 

Bei  dem  Dreigelenkbogen  Fig.  162  a  mögen  die  Kämpferdräcke 
wieder  in  die  Seitenkräfte  Y^  und  Z^,  und  Yß  und  Zß  zerlegt 
sein.     Und  zwar  sind  von  diesen  bekanntlich: 

r^  und  Yjj  vertikal, 

Zj^  und  Zß  in  Bichtung  der  Kämpferverbindungslinie. 
Diese  Zerlegung  wird  sich  als  zweckmäßig  erweisen,  da  wir  hier- 
durch den  Dreigelenkbogen  mit  dem  einfachen  Balken  vergleichen 

Fisehar,  Statik.    n/L  35 
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können.  Wie  sich  in  §  55  ergeben  hatte ,  bestehen  nämlich  für 
den  vorliegenden  Spezialfall:  vertikale  Belastung,  folgende 
Ähnlichkeiten  zwischen  Dreigelenkbogen  und  einfachem  Balken 
(vgl.  §  56,  „Wiederholung"): 

1)  Die  Seitenkraft  7^  des  Kämpferdruckes  ist  bei  senkrechter 
Belastung  für  jede  Laststellung  ebenso  groß,  wie  der  Auflager- 
druck Äo  eines  einfachen  Balkens  mit  derselben  Belastung  P 
(Fig.  162b). 

2)  Die  Seitenkraft  Zj^  des  Kämpferdruckes  ist  gleich  dem 
Biegungsmoment  für  die  Stelle  0  dieses  gedachten  Balkens,  dividiert 
dufch  das  Lot  n  von  0  auf  die  Kämpferverbindungslinie. 

3)  Die  Horizontalprojektion  Hj^  der  Seitenkraft  Z^  ist  gleich 
dem  Biegungsmoment  Mq  f  aber  dividiert  durch  den  Stich  f  des 
Bogens, 

[In  einigen  Fällen  wird  es  bequemer  sein,  mit  Hj^  statt  direkt 
mit  Z^  zu  arbeiten.  Deshalb  ist  Hj^  besonders  aufgeführt.  Ist 
die  Kämpferverbindungslinie  horizontal,  so  geht  J7^  in  Zj^  über.] 

Wegen  dieser  Übereinstimmungen  1),  2)  und  3)  folgt  sofort: 

1)  Die  Einflußlinie  für  den  Auflagerdruck  Ä^  des  Balkens 
Fig.  162  b  ist  gleichzeitig  Einflußlinie  für  die  Seitenkraft  Ya  des 
Dreigelenkbogens ; 

2)  die  Einflußlinie  für  das  Moment  Mo  des  Balkens,  aber 
noch  dividiert  durch  die  Strecke  n  ist  Einflußlinie  für  die  Seiten- 
kraft Za  des  Dreigelenkbogens; 

3)  die  Einflußlinie  für  das  Moment  Mq  des  Balkens,  dividiert 
durch  den  Stich  f  des  Bogens,  ist  Einflußlinie  für  die  Horizontal- 
projektion Ha  der  Kraft  Z^  • 

2«  Aufzeichnen  der  Einflußlinien. 

In  Fig.  162c— e  sind  hiernach  die  Einflußlinien  für  J^,  Z^ 
und  Ha  gezeichnet: 

a)  Die  Einflußlinie  für  Ä^  =»  Y^  entsteht  in  bekannter  Weise 
durch  Auftragen  von  il'0'=  1,0  t  (Fig.  162  c). 

b)  Die  Einflußlinie  für  das  Moment  an  der  Stelle  0  des 
Balkens  Fig.  162b  würde  entstehen,  indem  man  von  einer  Null- 
achse Ä'B'  aus  den  Abstand  a  des  Punktes  0  als  Ordinate  Ä'C 
aufträgt  (vgl.  Band  I,  §  65,  Fig.  llOe).  Da  wir  jetzt  aber  nicht 
das  Moment  Jfc,  sondern  den  Wert  Main  haben  wollen,  tragen 
wir  A'O'  nicht  gleich  a,  sondern  gleich  a:n  auf  (Fig.  162 e).  Hier- 
durch ist  die  Einflußlinie  für  Za  bestimmt. 

c)  Tragen  wir  sohUeßlioh  A'0'-=^aif  auf  (Fig.  162 d),  so  er- 
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scheint  die  Einflußlinie  fär  das  Moment  Mg  im  (1 : /)-faclien  Maß- 
stäbe. t)as  faeJBt,  wir  erbalten  bierdorcb  die  EinfluQlinie  für  die 
Horizontalkomponente  ff ^ . 

Da  ff^»  ^^- cosix  ist,  BO  verhalten  sieb  natärlich  die  Or- 
dinaten  tod  Fig.  162d  su  denjenigen  von  Fig.  162e  wie  cos«  :  1 . 
Liegen  die  Kämpfer  in  gleicher  Höhe,  so  sind  Zj,  nnd  S^  dasselbe. 

Schließlich  sei  daran  erinnert,  daß,  da  die  Belastung  vertikal 
ist,  S^  =  Hb  und  folglich  anch  Z^  =  Zß  ist,  wie  aas  der  Gleich- 
gewiobtsbedingnng  ^  =  0  folgt. 


tP.  tot 


C'^ 


Pig.  162. 


Im  folgenden  werden  wir  zur  Bereohnung  der  Momente  die  Tertikai- 
komponente  Y^  und  die  Horizontalprojektion  ^4  der  Komponente  Z^  ver- 
wenden; dagegen  zur  Berechnung  der  Querkr&fte  und  Stabkräfte  die  Vertikal- 
komponeate  7^  und  die  sohrilge  Komponente  Z^  selber. 


n.  ElnfluBllnle  tttr  dag  Moment  3f . 

1.  Formel  lür  J)f„  und  Vergleich  mit  elnlxchem  Balken. 
Das  Moment  fflr  einen  Punkt  m  eines  voUwaadigen  Bogena 
Ichwerpankt  bzw.  Eeroponkt)  oder  eines  Fachwerkbogens  (Knoten- 

35* 
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punkt)   ergibt   sich   auf  folgende  Weise:    Für   den   Punkt  m  in 
Fig.  162 f  lautet  der  analytische  Ausdruck  für  das  Moment: 

(I)  M^^+Yj,*x^-Z,,*r. 

[r  ==  Lot  von  Punkt  m  auf  die  Kraft  Z^,  d.  h,  auf  die  Verbindungs- 
linie AB,] 

Nun  ist  na^h  Fig.  162f : 

*^=  ym*  cos«. 


[x  =  Steigungswinkel  der  Linie  AB,  y^  absolut  vertikal  gezogen.] 
Setzen  wir  öiesen  Wert  in  Formel  (I)  ein,  so  wird: 

Jf „  =  +  r^  •  a?«  —  Z^  •  y« .  cosa 

=  +  Y^ .  0?«  —  (Z^  cosa)y^, 

(IT)  Jf«  =  +Y^.a?^-F^.y„. 

Hiermit  haben  wir  jSf,,  durch  Y^  und  durch  die  Horizontal* 
komponente  Hj^  von  Z^  ausgedrückt.  Der  Vorteil  von  Formel  (II) 
ist  der,  daß  der  Abstand  y„^  einfacher  zu  messen  ist  als  r . 

Um  nun  dieses  Moment  mit  dem  eines  einfachen  Balkens  für 
dieselbe  Stelle  m  und  für  dieselbe  Belastung  zu  vergleichen 
(Fig.  162  g),  beachten  wir,  daß  Y^  gleich  dem  Auflagerdruck  Af, 
dieses  einfachen  Balkens  ist.  Wir  können  den  Ausdruck  M^  also 
auch  schreiben: 

(IIa)  M^^Ao'W^  —  H^-y^. 

Das  Produkt  Ao'X^  ist  aber  nichts  anderes  als  das  Biegungs- 
moment an  der  Stelle  m  dieses  (zum  Vergleiche  herangezogenen) 
einfachen  Balkens.     Es  werde  M^  genannt,  so  daß  sich  für  M^ 

die  Form  ergibt: 

Mn^^Mo-Hj-y^. 

In  Worten :  Das  Moment  an  der  Stelle  m  des  DreigelenTcbogens  ist 
ebenso  groß  wie  das  Moment  Mo  an  der  Stelle  m  eines  entsprechend 
belasteten  einfachen  Bogens  vermindert  um  das  Produkt  Hj^  •  y„ 
(Fig.  162  f  und  g). 

Diese  Aussage  gilt  für  jede  Laststellung,  auch  dann,  wenn 
die  Last  links  vom  Punkte  m  rückt.  Denn  es  treten  am  Drei- 
gelenkbogen  immer  dieselben  Kräfte  Yj^{=Ao)  und  P  wie  beim 
einfachen  Balken  auf;  nur  daß  außerdem  noch  die  Bogenkraft  Z^ 
bzw.  deren  Komponente  H^  hinzukommt. 

2«  Zeichnerische  Darstellung. 

Um  also  für  alle  Laststcllungen  das  Moment  M^  graphisch 
darzustellen,  werden  wir  so  vorgehen:  Wir  zeichuen  zunächst  die 
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EiDflaßlinie  für  das  Moment  i/»  des  einfachen  Balkens  (Linie Ä'E'B' 
in  Fig.  162  h).  Hiervon  subtrahieren  wir  dann  die  im  y^  fachen 
Maßstabe  gezeichnete  ff^-Linie  (Linie  Ä'E'B'  in  Fig.  162d).  Auf 
diese  Weise  entsteht  die  in  Fig.  192i  schraffierte  Fläche.  Sie  ist  die 

Einflußfläche  für  das  Moment  ifm  des  Dreigelenkbogens. 

Für  das  Au&eichnen  beachte  man,  daß  die  Einflußlinie  für  das 
Moment  IC  eines  einfachen  Balkens  ihre  Spitze  unter  m  hat  (Fig.  162  h). 
Die  Einflußlinie  für  die  Kraft  Hj,  (and  also  auch  diejenige  für  das 
Produkt  Ha  *  Vwd  hat  ihre  Spitze  unter  dem  Gelenkpunkt  C  (Fig.  162d).  Die 
Einflußlinie  für  das  Moment  M^  des  Dreigelenkbogens  erscheint  also  als 
die  Differenz  zweier  Dreiecke  mit  gegeneinander  verschobenen  Spitzen  und 
yerschiedenen  H6hen. 

Man  kann  die  Ordinaten  der  durch  Fig.  162i  gefundenen 
Flächen  noch  von  einer  besonderen  Nullachse  auftragen  und 
erhält  dann  ein  anschaulicheres  Bild  (Fig.  162  k). 

Vereinfachung:  Ziehen  wir  in  Fig.  162f  eine  Linie  durch  das 
Auflager  A  und  den  Punkt  m ,  dessen  Moment  berechnet  werden 
soll 9  und  eine  zweite  Linie  durch  die  Punkte  B  und  (7,  so  hat 
der  Schnittpunkt  If  dieser  beiden  Linien  Am  und  BO  folgende 
Eigenschaft:  Eine  in  N  stehende  Last  erzeugt  für  den  Punkt  m 
des  Dreigelenkbogens  das  Moment  if«  »-  o . 
—  Beweis :  Konstruiert  man  zu  dieser  Laststellung  den  Kämpfer- 
druck A  y  so  hat  dieser  die  Sichtung  A  N  (vgl.  Fig.  147a).  Er  geht  also 
durch  den  Punkt  m  hindurch,  so  daß  dessen  Moment  M=^A*o=^o  ist. 

Der  Punkt  N  in  Fig.  162f  bedeutet  also  die  Lastacheide  für 
das  Moment  M^,  Eine  Last  links  von  N  erzeugt  ein  positives 
Moment  M^\  eine  Last  rechts  von  N  erzeugt  ein  negatives  M^. 

Mit  Hilfe  der  Lastscheide  N  läßt  sich  das  Aufzeichnen  der 
Binflußlinie  für  Jf|»  vereinfachen:  Wir  zeichnen  das  Dreieck  A'E'B' 
(Fig.  162  i),  loten  N  hinunter,  beistimmen  hierdurch  den  Punkt  N* 
und  zeichnen  A'N'F^Bf.  Hierdurch  ist  die  ganze  Einflußlinie 
bestimmt. 

Zusatz:  Zwm  Schlüsse  sei  darauf  hingewiesen,  wie  sehr  durch 
den  Horizontalschub  H  das  Biegungsmoment  verringert  wird. 
Wenn  Fig.  162f  als  ein  einfacher  Balken  mit  einem  festen  und 
einem  beweglichen  Lager  ausgebildet  wäre,  so  w&re  A'E'B'  in 
Fig.  162  h  die  Einflußlinie  für  das  Moment  an  der  Stelle  m .  Jetzt, 
beim  Dreigelenkbogen,  kommt  aber  das  Produkt  B  •y^  in  Abzug. 
Man  sieht  aus  dem  Vergleiche  von  Fig.  162h  mit  162i,  wie  günstig 
der  Horizontalschub  einwirkt.  Daher  kommt  es,  daß  der  Drei- 
gelenkbogen hinsichtlich  des  Materialaufwandes  ein  sehr  gutes 
System  ist. 


^ig.  183. 


§  60.    Einflußlinien  für  dio  Querkrtfte.  555 

nL  EiDnufiUiütt  für  4i6  Qnerkratt  Q. 


L  Fonnei  für  Q^  und  Yergleieli  mit  eintaehem  Balkea» 

Die  Auflagerkraft  bei  J.  sei  wieder  zerlegt  in  die  beiden 
Kräfte  Y^  und  Z^ .  Mit  Hilfe  dieser  Kräfte  werde  die  Einfloß- 
linie  fär  die  Qnerkraft  an  der  Stelle  m  bestimmt  (Fig.  163). 

Der  N^gongswinkel  der  Stabachse  $ — s  an  dem  zu  unter- 
gnchenden  Querschnitte  m  sei  /} .  Ziehen  wir  nnn  durch  den  Kämpf  er- 
punkt A  die  Parallele  zu  « — s ,  so  erscheint  bei  Y^  ebenfalls  der 
Winkel  ß  und  bei  Zj^  erscheinen  die  Winkel  a  (Steigungswinkel 
der  Kämpferverbindungslinie),  ß  und  ß — a.  Zerlegen  wir  nun 
die  Kräfte  7^,  Zj^  und  die  Last  P,  die  für  den  Schnitt  m  zu 
berücksichtigen  sind,  rechtwinklig  zur  Stabachse  t — «  und  in 
Sichtung  derselben,  so  ergibt  sich  die  Querkraft  Q^: 

(DI)  Qm^^Ä'  cos^  —  ZjiSmiß  —  a)  —  P  •  cos/?  • 

[VgL  die  Aufstellung  von  Q^  ^^  §  &8,  n.  Damals  —  bei  schräger 
Belastung  —  wurden  aber  7^  und  JT^  verwendet.] 

Für  das  Folgende  formen  wir  die  Formel  (III)  um  in: 

(nia)  0»  «  (Y^  -  P)-  cos^S  -  ZA'Biuiß  -  a). 

Hiermit  wollen  wir  wieder  einen  einfachen  Balken  vergleichen 
(Fig.  163  b),  der  in  derselben  Weise  belastet  ist  wie  der  Drei- 
gelenkbogen.  Zunächst  stimmt  der  Auflagerdruok  A^,  dieses 
Balkens  überdn  mit  der  Yertäalprojektion  Y^t  des  Kämpfer« 
druckes  vom  Dreigelenkbogen.  Bilden  wir  ferner  die  Querkraft 
für  die  Stelle  m  dieses  einfachen  Balkens,  so  erhalten  wir: 

öo-A--P(-r^-P). 

Der  Vergleich  mit  der  Formel  (III a)  liefert  den  Satz: 

Die  Querkraft  Q«,  an  der  Stelle  m  de»  Dreigdenhhogene  ist  gleidh 
der  QuerJcraß  Q«  an  der  Stelle  m  eines  entsprechend  belasteten  ein- 
jachen  Balkens^  multipliziert  mit  dem  Cosinus  des  Neigungswinkels 
des  Bogens  an  der  Stelle  m  und  vermindert  um  das  Produkt 
JZr^«sin(/J  — ä). 

Statt  mit  Zj^  zu  arbeiten,  kann  man  auch  dessen  Horizontal- 
projektion Hj^  einführen: 

B 
Hji-^Zj,^ cosa  ;        Zji  —  — ~ 9 

cos«  ' 

so  daß  die  obige  Formel  (ma)  geschrieben  werden  kanns 

Om  =  Q»  •  cos  ^  -  Z^ .  sin  (/?  —  a) , 

(IHb)  {  Biniß  -  (X) 

ö«  =  ö«  •  cosÄ  —  ff^ . ^  • 
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2.  Zelehnerlsehe  Dantellung* 

Aus  der  obigen  Gegenüberstellung  folgt  sofort  die  graphische 
Festlegung  des  Ausdruckes  für  Q„:  Wir  zeichnen  zunächst  die 
Einflußlinie  für  die  Querkraft  Qo  der  Stelle  m  eines  einfachen 
Balkens  ÄoB^,  und  zwar  im  (cos /3)  fachen  Maßstabe.  Hieryon 
subtrahieren  wir  dann  die  mit  Bin(ß  ^  a)  multiplizierte  Z-Flftche. 

Dieses  ist  in  Fig.  163c  geschehen:  Die  Einflußlinie  für  die 
Querkraft  an  der  Stelle  m  des  einfachen  Balkens  Fig.  163  b  w&re 
dargestellt  durch  eine  Fläche  A'E'F'B\  die  gewonnen  wird  durch 
Auftragen  der  Werte  A'O'^B'D'^lfi  t  (vgl.  Band  I,  §  65,  Fig.  109). 
Jetzt  werden  wir  nicht  1,0  t,  sondern  1,0  •  cos/}  «  cos/?  auftragen 
und  erhalten  die  Q^-Fläche  im  (cos/T)  fachen  Maßstabe.  Der  rechte 
Teil  derselben  ist  positiv,  der  linke  negativ. 

Hiervon  subtrahieren  wir  nun  das  Dreieck  A'E'B'  aus  Fig.  1620, 
aber  multipliziert  mit  siuOJ— a) .  Das  heißt,  wir  ziehen  in  Fig.  163o 
ein  Dreieck  A'E"B'  ab,  das  gewonnen  wird  durch  Auftragen  von 

—  wiiß  —  a).  [Da  das  Lot  n  aus  der  Systemfigur  unbequem  ab« 
n 

zugreifen  ist,  kann  man  es  auch  ersetzen  durch  /"«cos^x.]  Dann 
entsteht  die  gesamte  Einflußfläche  für  die  Querkraft  Q^  an  der 
Stelle  m  des  Dreigelenkbogens. 

Die  Vorzeichen  sind:  Bei  der  Q^- Fläche  rechts  t>ositiv,  links 
negativ;  bei  Zj^  überall  positiv,  also  bei  —Zj^  überall  negativ. 
Daraus  resultieren  die  in  Fig.  163  o  eingeschriebenen  endgültigen 
Vorzeichen. 

Vereinfachung:  Ziehen  wir  in  Fig.  163  a  durch  das  Auflager  A 
die  Parallele  zur  Stabachse« — s  und  ferner  die  Verbindungslinie  BO, 
so  hat  der  Schnittpunkt  N  dieser  beiden  Linien  (»)-—(«)  und  BÖ 
folgende  Eigenschaft:  Eine  in  N  stehende  Last  erzeugt  für  den 
betrachteten  Querschnitt  m  die  Querkraft  Om  =  0 . 

Beweis:  Konstruiert  man  zu  dieser  Laststellung  den  Kämpfer- 
druck A,  so  geht  dieser  in  Eichtung  der  Linie  AN ^  also  parallel 
der  Stabachse  « — s  an  der  betrachteten  Stelle  m  (vgl.  Fig.  147  a). 
Daraus  folgt,  daß  bei  dieser  Laststellung  für  den  Querschnitt  m 
wohl  eine  Normalkraft  N  entsteht  (^= A),  aber  keine  Querkraft  Q . 
(Die  Komponente  rechtwinklig  zu  « — «  wird  zu  Null.) 

Dem  Punkte  JSf  in  Fig.  163  a  muß  also  eine  Ordinate  „Null** 
in  der  EinflußUnie  entsprechen.  Das  heißt:  Lotet  man  den  Punkt  N 
hinunter,  so  ist  hierdurch  der  Nullpunkt  N'  der  EinflußUnie  be- 
stimmt. Punkt  N  nennen  wir  eine  „Lastscheide*',  weil  an 
lieser  Stelle  die  Binflußlinie  ihr  Vorzeichen  wechselt. 
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Büt  Hilfe  dieses  Punktes  N'  kann  dann  die  Aufzeichnung  der 
Einfiußlinie  in  folgender  Weise  geschehen:  Wir  zeichnen  die 
Linie  A'E'F'B',  bestimmen  Punkt  N',  ziehen  die  Linie  A'K'  bis 
zum  Punkte  E"  unter  dem  Mittelgelenk  nnd  verbinden  E''  mit  B\ 
Auf  diese  Weise  entsteht  die  Einfiußlinie  ohne  die  Werte 
(am)*  8in(/8  —  a) .  

IV>  EInnuBünle  tiir  die  Normalkratt  N. 

Für  die  Normalkraft  If  des  Schnittes  m  ergibt  sich  der 
Ausdruck  (aus  Fig.  163a  abzuleiten): 

(IV)  2ir=  T^-sin)J  +  Z^-eos05-a)  — P-sinjS, 

(IVa)  JT  =  (Y^  -  P)  •  sin/?  +  Z^  •  cos(/?  -  «) . 

Mit  Eücksicht  darauf,  daß  7^  »  Ao  eines  einfachen  Balkens  ist, 
schreiben  wir  den  obigen  Ausdruck: 

(IVb)  ir^{Ao- P)^s\nß  +  Z^- cosO» -  «) 

und  erkennen,  daß  er  sich  ebenfalls  durch  die  Qnerkraft  Q«  aus- 
drücken  läßt.  (Dies  ist  natürlich  nur  eine  rein  mathematische 
Übereinstimmung.)  Nach  Formel  (IVb)  folgt  dann  ohne  weiteres 
die  in  Fig.  163d  gegebene  Darstellung  der  Einfiußlinie  für  N . 


V>  Antzetchnen  der  EInflußUnlen  für  Jf  und  QmIttelgBteÜYertretender  Balken^ 

Bei  der  Entwicklung  der  EinflußliDien  haben  wir  stets  einen 
einfachen  Balken  AB  zum  Vergleiche  herangezogen.  Auf  diese 
Weise  ergaben  sich  dann  die  in  Fig.  162i  und  Fig.  163c  gezeich- 
neten Flächen  mit  ihren  positiven  und  negativen  Teilen. 

Noch  weitere  Vereinfachungen  ergeben  sich,  wenn  man  den 
Dreigelenkbogen  AOB  nicht  mit  einem  einfachen  Balken  AB 
vergleicht,  sondern  mit  kürzeren  Balken,  die  sich  nur  über  einzelne 
Teile  der  Einfiußlinie  ausdehnen.  Es  sind  dies  die  (von  Professor 
Mutter-Breslau  eingeführten)  sog.  „stellvertretenden  Balken'^ 
Und  zwar  lassen  sich  auf  diese  Weise  hauptsächlich  die  Einfluß- 
linien  für  Jf  und  Q  vereinfachen. 

1.  Stellyertretender  Balken  für  M* 

Zur  Wiederholung  ist  in  Fig.  164b  und  c  die  Einflußlinie  für 

das  Moment  M^   eines   einfachen  Balkens  Alf   (Fig.  164a)   ge- 

zeichnet.    Die  Nullachse  wurde  wegen  des  Folgenden  mit  A*N^ 

bezeichnet.    Im  übrigen  bietet  Fig.  164b  überhaupt  nichts  Neues. 
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Fig.  164. 

Durch  Fig.  164  c  sollte  aber  hervorgehoben  werden,  daß  man  die 
Nullachse  A'N'  auch  schräg  annehmen  kann  und  dann  durch 
Auftragen  von  A'O'^x^^  usw.  ebenfallB  die  Einflußlinie  für  das 
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Moment  Jf«»  des  Balkens  AN  erhält.  Denn  die  Ordinaten  einer 
Einflnßlinie  werden  stets  vertikal  gemessen ,  so  daß  sie  sich  in 
Fig.  164  c  ebenso  lang  ergeben  wie  in  Fig.  164  b. 

Nach  dieser  Vorbereitung  betrachten  wir  die  Einflnßlinie  für 
das  Moment  Jlfm  eines  Dreigelenkbogens,  Fig.  162  i.  Hier  zeigt 
sich:  Der  Teil  A'B'IS'  stellt  ein  Dreieck  dar  mit  einer  schrägen 
Nnllaehse  A'N'^  mit  der  Ordinate  A'O'^  a?«  unter  dem  Auflager  A  , 
und  mit  der  Spitze  JEr' unter  dem  zu  untersuchenden  Punkte  m  •  Ver- 
gleichen wir  nun  dieses  Dreieck  A'B'N*  in  Fig.  162  i  mit  dem  Dreiecke 
A'WS'  in  Fig.  164c,  so  ergibt  sich  folgende  Übereinstimmung: 

Der  posUive  Teil  äer  Einflußfläche  für  das  Moment  an  der 
Stelle  m  eines  Dreigelenhbogens  stimmi  vollständig  überein  mit  der 
Einflußfläche  für  das  Moment  an  der  entsprechenden  Stelle  m  eines 
einfachen  BalkenSf  der  sich  vom  Auflager  A  bis  zu  der  Lastscheide  N 
des  DreigelenJebogens  erstrechen  würde.   (Satz  I.) 

Dieser  (gedachte)  Balken  heißt  deshalb  der  ,, stellvertretende 
Balken", 

Mit  Hilfe  dieses  Satzes  läßt  sich  nun  die  Einflnßlinie  für  das 
Moment  eines  Dreigelenkbogens  sehr  einfach  aufzeichnen. 

Ist  beispielsweise  für  den  voUwandigen  Bogen  Flg.  164e  das 
Moment  für  den  Kernpunkt  E  zu  ermitteln,  so  bestimmen  wir 
zunächst  die  zu  dem  Punkte  K  gehörige  Lastscheide  N  (Fig.  164  e; 
vgl.  auch  Fig.  162f).  Dann  denken  wir  uns  einen  horizontalen 
Balken  von  der  Länge  AN  (Fig.  164 d)  und  zeichnen  für  dessen 
Punkt  K  in  der  gewöhnlichen  Weise  die  Einflußlinie  A'E'N'  für 
das  Moment  Jf^  (Fig.  164f).  Hierdurch  ist  der  positive  Teil  der 
Einflußlinie  bereits  bestimmt.  Um  auch  noch  den  negativen  Teil 
zu  finden,  verlängern  wir  E'N'  bis  zum  Punkte  F'  unter  dem 
Mittelgelenk  und  zeichnen  F'B\  Dann  haben  wir  die  ganze 
Binflußlinie  und  zwar  bereits  abgetragen  von  einer  horizontalen 
NuUaohse  A'B\ 

Zusatz:  Diese  Vereinfachung  durch  den  stellvertretenden 
Balken  kommt  nicht  nur  den  Einflußlinien  zugute,  sondern  er- 
möglicht auch  in  vielen  Fällen  eine  rein  analytische  Behandlung 
des  Dreigelenkbogens.  Zu  diesem  Zwecke  wollen  wir  auch  noch 
den  negativen  Teil  der  Einflußfläche  eines  Dreigelenkbogens  durch 
die  Einflußfläche  eines  einfachen  Balkens  ausdrücken. 

Denken  wir  uns  in  Fig.  162  i  die  Linie  N^F'  nach  rechts  ver- 
längert, so  würde  sie  auf  der  Vertikalen  durch  £'  augenscheinlich 

den  Abstand  -j  •  y^  abschneiden,  worin  b  die  horizontale  Entfernung 
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des  Mittelgelenkes  C  vom  Lager  B  ist.  Denkt  man  sich  nun  in 
Fig.  1621  einen  horizontalen  Balisen  von  der  Länge  BN^  so  wäre 
dessen  Einflußfläche  für  das  Moment  an  der  Stelle  G  gleich  dem 
Dreieck   B'F'N'   von   Fig.  162 i,    nur    daß    unter   B'    nicht   die 

Strecke  -^^ym^  sondern  die  Strecke  b  aufzutragen  wäre.     Aus 

dieser  Übereinstimmung  folgt: 

Der  negcUive  Teil  der  Einflußfläche  für  dae  Moment  an  der 
Stelle  m  eines  Dreigelenkbogene  ist  gleich  dem  Momente  an  der 
Stelle  C  eines  stellvertretenden  BälJcens  BNj  letzteres  Moment  aber 

y 

noch  multipliziert  mit  dem  Faktor  ^.    (Satz  II.) 

Somit  haben  wir  sowohl  für  den  positiven  als  auch  für  den 
negativen  Teil  der  Einflußf^äche  eines  Dreigelenkbogens  stell- 
vertretende Balken  eingeführt.  Die  Vorteile  für  die  analytische 
Behandlung  werden  aus  folgendem  Beispiele  ersichtlich  sein. 

Beispiel:  Es  sei  für  den  Dreigelenkbogpn  Fig.  164g: 

Z=ll,Om;  6  =  5,0  m;  /'  =  2,5m;  a?  =  3,0m;  y^  =  2,8m;  ä«10^ 

Die  Belastung  sei  eine  bewegliche,  gleichmäßig  verteilte  Last  von 
p  =  0,6  t/m.  Für  den  Punkt  K  soll  das  größte  positive  und 
negative  Moment  berechnet  werden. 

Wir  zeichnen  den  Bogen  nach  diesen  Angaben  auf,  bestimmen 
die  Lage  der  Lastscheide  N  und  greifen  deren  Abstände  ab: 


AN  ^3,9  m,       BN  =-1,1  m. 

Dann  ergeben  sich  sofort  die  gesuchten  größten  Momente  der 
Stelle  K  des  Dreigelenkbogens,  indem  man  für  den  Punkt  K  des 
stellvertretenden  Balkens  AN  und  für  den  Punkt  0  des  stell- 
vertretenden Balkens  JBJV^  die  größten  Momente  bestimmt.  (Bei  BN 
noch  multipliziert  mit  jm  •  Z^«)  I^i®  letzteren  Momente  treten, 
da  es  sich  um  einfache  Balken  handelt,  bekanntlich  bei  Voll- 
belastung des  Balkens  auf,  so  daß  sich  ergibt: 

Jf  =  lo,6  •  3,0(3,9  -  3,0)  =  +0,8  mt, 

J^  »  [|  0,6  .  5,0(7,1  -  5,0)]  ||-  =  -3,5  mt. 

Die  Summe  dieser  beiden  Momente  gibt  natürlich  das  Moment 
für  Vollbelastung  (vgl.  dessen  Berechnung  in  §  58,  Schluß).  Hier- 
durch hat  man  eine  erwünschte  Kontrolle. 

Übungsaufgabe:  Berechne  die  größten  Momente  für  den  Punkt  K 
in  Fig.  164  g  infolge  eines  aus  zwei  Einzellasten  bestehenden  Lasten- 


§  60.    Einflußlinien  f&r  di«  AuflagerkrSfte.  561 

Schemas.      [Die    maßgebenden    Laststellnngen    sind    bereits    ein- 
gezeichnet.] 

Auch  bei  Eisenbahnbrücken  wird  man  anf  diese  Weise  den 
Dreigelenkbogen  dnroh  stellvertretende  Balken  ersetzen  ^  und  für 
diese  Balken  die  Berechnung  der  größten  Momente  auf  Onind  der 
für  Eisenbahnbelastnng  aufgestellten  Tabellen  durchführen. 

2.  cleUrertretender  Balken  tür  Q. 

Für  die  Querkraft  Q  eines  Dreigelenkbogens  ist  dieselbe  £ut« 
Wicklung:  Zunächst  machen  wir  uns  in  Fig.  164k  klar,  daß  man 
die  EinjQußlinie  für  die  Querkraft  Q^  eines  einfachen  Balkens  A  N 
(Fig.  164h)  auch  Yon  einer  schrägen  Nullachse  aus  auftragen 
kann  (Fig.  164k).  Der  Vergleich  einer  solchen  Einflußlinie  mit 
dem  Teile  A'E'F'N'  der  Einflußlinie  Fig.  163o  für  einen  Drei- 
gelenkbogen  zeigt  die  Übereinstimmung: 

Der  Teil  A'E'F'N'  der  Einflußfiäche  für  die  Qnerlcraft  an  der 
Stelle  m  eines  Dreigelenkbogens  ist  gleich  der  Einflußfiäche  für  die 
Querhraß  an  der  eriisprechenden  Stelle  m  eines  stellvertretenden 
Balkens  j  der  sich  von  A  bis  zur  Lastscheide  N  erstreckt  f  letztere 
Einflußfläche  aber  im  {coBß)fache^i  Maßstabe  aufgetragen. 

Hierdurch  ergibt  sich  folgende  Konstruktion  für  die  Einfluß- 
flache  der  Querkraft  Q^:  um  für  die  Stelle  m  von  Fig.  1641 
die  Einflußlinie  für  Q^  zu  erhalten,  a^iehen  wir  durch  den  Auflager- 
punkt A  die  Parallele  zu  der  Eicbtung,  die  die  Stabaehae  s — s 
an  der  zu  untersuchenden  Stelle  m  hat,  und  ferner  die  Verbindungs- 
linie BG.  Diese  beiden  Linien  bestimmen  die  Lastscheide  N  für 
die  Querkraft  Qm  •  Nun  denken  wir  uns  einen  Balken  il^  (Fig.  164 1) 
und  zeichnen  dessen  Einflußlinie  für  die  Querkraft  des  Schnittes  m , 
aber  noch  multipliziert  mit  cosß.  [Wir  tragen  also  A'O'  ^  N'D' 
nicht  «==  1,0  t,  sondern —1,0 -008/9  (t)  auf,]  Hierdurch  ist  der 
Teil  A'E'F'N^  der  Einflußlinie  bereits  bestimmt.  Nun  verlängern 
wir  F'N*  bis  zum  Punkte  E"  unter  dem  Mittelgelenk,  verbinden 
E''  mit  B'  und  haben  die  ganze  Einflußlinie,  abgetragen  von 
einer  horizontalen  Nullachse.     (Vgl.  Fig.  1641  und  Fig.  163c.) 

In  Fig.  164  m  ist  noch  für  einen  anderen  Punkt  n  die  Quer- 
kraft bestimmt.  Jetzt  kommt  der  Punkt  N  rechts  von  0  zu 
liegen.  Im  Prinzip  wird  die  Zeichnung  aber  nicht  geändert.  Nur 
braucht  die  Linie  F'N'  nicht  verlängert  zu  werden,  sondern  der 
Punkt  E"  liegt  bereits  vor  dem  Nullpunkte  JV'.  Hierdurch  ändern 
sich  die  Vorzeichen,  indem  der  ganze  rechte  Teil  im  positiven 
Bereiche  bleibt. 
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Zum  Schlüsse  der  Hinweis:  Greift  die  Belastung  indirekt  an, 
so  müssen  die  Belastongsponkte  hinnntergelotet  werden  und  die 
Endpunkte  der  hierdurch  bestimmten  Ordinaten  durch  gerade 
Linien  verbunden  werden.  Auf  diese  Weise  entstehen  dann  die 
bekannten  Abschragungeo. 

§61. 
Einflußlinien  für  die  Stabkrafte« 

Die  Einflußlinien  für  die  Stabkrafte  eines  Dreigelenkbogens 
wollen  wir  ebenfalls  auf  die  entsprechenden  EinfluSlinien  eines 
einfachen  (Fachwerk-)Balkens  zurückfähren. 

1.  Aolstellang  der  Formel  nach  Bitter. 
Zunächst  schreiben  wir  den  analytischen  Ausdruck  für  die 
Stabspannung  an.  Für  den  Stab  8  in  Fig.  165  a  ergibt  sich, 
wenn  man  für  den  Bezugspunkt  8  die  Momentengleichung  an- 
schreibt und  das  Gleichgewicht  des  links  vom  Schnitte  liegenden 
Teiles  betrachtet: 


' 
I 


aa) 


s-:^(r^-y.-Pi-Pi)  +  Ä-(-^). 


Wenn  nun  andererseits  Fig.  165  a  kein  Dreigelenkbogen ,  sondern 
ein  einfacher  Fachwerkträger  auf  zwei  Stützen  wäre,  wie  Fig.  165  b 
zeigt,  so  wäre  die  Spannkraft  8: 

(H)  «o  =  f  (^o-y.--Pi-Pi)- 

[Der  Index  „o"  soll  stets  andeuten,  daß  es  sich  um  den  nur  zum  Ver- 
tcleiche  herangezogenen  Balken  handelt.] 

Da  nun  ferner  Ä^  aus  Fig.  165b  gleich  7^  a^  ^g-  165a  ist, 
so  ergibt  sich: 

Die  8'pannkraft  8  des  Dreigelenkbogens  ist  gleich  der  8pann' 
hraft  iSo  des  entsprechenden  Stabes  vom  einfachen  Fachwerkträgerj 
vermehrt  um  den  Einfluß  der  schrägen  8eitenhraft  Z.  Und  zwar 
ist  dieser  Einfluß  nach  Formel  (la)  gleich 


-(-t)- 


0, 


Der  Bruch  ——  ist  ein  für  den  betreffenden  Stab  feststehender 


r 


• 


Wert,  der  sich  aus  der  Systemfigur  ergibt.    Somit  haben  wir  die 


$  ^.    Eitf«a:i73i«  »r  JS*  S«aM.!:iA«c 


?c;s 


»  .^ 


?w* 


^ 


Cl!Il^ipCU9«mMI 


Sa 


%:r. 


fib  mal  dcB  finks  Tom 


wir  dmii  B^ndilvif  d<9  n^^biQA  iT  $l<ti<MKh^ 
S  des  cudaeliM  Balk^c:^  di^  d^uui  ^NBitMi^hK 


Ty^VpT**!»  >»>i>ft»t  ■*««»»>■■>■%  *^^^ 


Fig.  161k 

eine  Kraft  Z  » 1,0 1  wirkt.  Denn»  wenn  wir  diese  Bpannkreft  Sg 
nenneiii  so  bekommen  wir  in  der  Tat  (Fig«  165b)i 

Die  gesamte  Spannkraft  des  Stabes  8  I&Bt  slo&  alao  in  Aw 
Form  schreiben: 

(ni)  S-jSo  +  Z-Sffy 

worin  fifo  ^^^  Spannkraft  des  entsproohendon  Stabes  dos  eintaolieu 
Facbwerkbalkens  (Fig.  165  b),  Z  die  bei  der  betroff endon  LnHt* 
Stellung  entstehende  Anflagerseitenkraft  Z,  und  8g  die  infolge 
dnes  Wertes  Z  — 1,0  t  im  Stabe  8  ent^tohonde  Spannkraft  be- 
deuten. 

Um  nun  den  Ausdruck  8^  S^  +  Z^Bg  tdr  alle  Laststellungon 
darzustellen,  verfahren  wir  folgender  in  aßen:  Wir  Eclchnen  sunftchst 
die  Einflußlinie  für  den  Beitrag  8^  (Fig.  16öo).    Hierauf  nehmen 
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wir  in  Eiclitnng  der  Kämpferverbindungslinie  links  und  rechts 
eine  Kraft  von  1,0  t  an  und  bestimmen  nach  irgendeiner  Methode 
(z.  B.  Eräfteplan)  die  im  Stabe  8  voii  Fig.  165  b  entstehende 
Spannkraft  8g.  Mit  deren  Hilfe  zeichnen  wir  dann  die  Einfluß- 
linie  Z  im  /S^  fachen  Maßstabe.    [Dieses  geschieht,  indem  wir  nicht 

ü  a 

wie  in  Fig.  165  d,  die  Ordinate  — ,  sondern  -  •  8z  auftragen  (Fig.  165e).] 

Die  Zusammensetzung  dieser  beiden  Einflußlinien  {8^^  und  Z  •  8z) 
ergibt  dann  die  Einflußlinie  für  den  Stab  8  des  Dreigelenkbogens 
(Fig.  16of). 

Bei  dem  Bogen  Fig.  165  wurde  sich  der  Hilfswert  8z  negativ 
ergeben  (vgl.  die  obige  analytische  Berechnung  von  Sz)*  Bei  der 
Zusammensetzung  der  ififo-Fläche  und  der  Z  •  iS^-Fläche  in  Fig.  165f 
sind  deshalb  beide  von  der  Nullachse  A^N^  aus  nach  derselben 
Seite  hin  abgetragen.  Dann  ergibt,  da  Fig.  165c  positive  und 
Fig.  165e  negative  Ordinaten  hat,  der  Unterschied  der  beiden 
in  Fig.  165f  zusammengelegten  Flächen  den  Ausdruck  8q  +  Z'Sz. 
Die  in  Fig.  165f  schraffierte  Fläche  ist  also  die  Einfluß- 
fläche für  8. 

Man  kann  sie  natürlich  auch  von  einer  Nullachse  aus  ab- 
tragen; entweder  indem  man  Fig.  165f  noch  einmal  umzeichnet, 
oder  aber  indem  man  das  Dreieck  A'G'B'  (Fig.  165  e)  in  Fig.  165  f 
nicht  von  der  Achse  A*B\  sondern  von  der  Linie  A'E'F'B'  aus 
abträgt.  Dann  ist  nämlich  die  gesuchte  Differenz  der  beiden 
Ordinaten  von  der  Nullachse  aus  zu  messen. 

Zur  Vereinfachung  der  Eechnung  dient  noch  folgendes:  Um 
die  Einflußlinie  für  den  Beitrag  Z'8z  für  irgendeinen  Stab  zu 

finden,  mußten  wir  die  Ordinate  —  der  Z-Linie  (Fig.  165d)  mit 

dem  für  den  betreffenden  Stab  gültigen  Werte  8z  multiplizieren. 
Zweckmäßiger  wird  es   also  sein,   wir  zeichnen   den  erwähnten 

Kräfteplan  nicht  für  2?  «=  1 ,0  t,  sondern  gleich  für  Z  « 1,0  •  —  (t). 

Die  Spannkraft,  die  sich  dann  aus  ihm  für  den  Stab  8  ergibt, 

ist  gleich  8z*  —  '     [8z  war  Spannkraft  infolge  Z  gleich  einer  t.] 

Dieser  Kräfteplan  gibt  uns  also  direkt  den  Wert,  den  wir  zum 
Auftragen  von  Fig.  165  e  brauchen,  und  wir  sparen  die  Umrechnung. 
Es  lassen  sich  auch  bei  den  Stabkräften  durch  Einführung 
„stellvertretender  Balken"  noch  weitere  Vereinfachungen  erzielen. 
Dies  folgt  direkt  daraus,  daß  ein  Gurtstab  stets  durch  das  Moment 


BBiLk-eai  die  £iiii3Tiiliiiie]i  für  die  Kiioteii|>iintts;Tn<^m^:i$^  ^)C-i<'hn<^ 
und  dAcm  diese  diircii  die  betreffeiadoÄ  Lote  r  ('röw  K^>lonp^x5ikl 
auf  den  Stab;  diridieft^  Hierduitii  sind  die  GuTts^täl>e  viellt'^^clit 
Docl)  beqneiser  zu  finden  ais  durdi  Fig«  ltvr>. 

Da  aber  Fachwerk<Drei<:olt  nkboiien  als  Brüekontri^^r  k^inm 
cocla  ausgeführt  werdea,  erübrigt;  es  sich  wohl,  ditvi^  Al^-sid^nini^nt 
der  Methode  noch  besondeis  daixustelleiu 

§62. 
AWgrineine  Wiederholung  Ton  Abschnitt  IT* 

Die  Untersachung  des  Dreigelenkbogeais  be^nnen  idr  mit 
der  Ermittlung  der  Auflagerkr&fte.  Dies  kann  leiohiuxri^ch  gt^- 
schehen  nach  Fig.  147 — 149,  oder  rechnerisch  nach  den  in  §  56>  I 
rasammengesteilten  Formeln. 

Die  Berechnung  dnes  voll  wandigen  Dreigelenkbo^na  <^rfo)gt 
dann  mit  Hilf e  der  Kernpunktsmometite  Jf  £,  und  Mg^  %  bxw«  dtr 
Normalkraft  N  und  des  Schwerpunktsmomentes  M^  und  mit  lU\t%> 
der  Querkraft  Q .  Diese  Werte  werden  graphisch  gt'Auulon  dtirch 
dieMitteikraftlinic,  analytisch  durch  die  Formeln  §  5$.  IL  KamixuUirh 
bei  vertikaler  Belastung  ist  die  analytische  Behandlung  auf 
jeden  Fall  vorzuziehen  (§  58,  Schluß). 

Die  Berechnung  eines  Faohwerk-Droigelcukbogcns  btotot 
nach  Ermittlung  der  Auflagerkrüfte  keinerlei  Schwierigkeiten  (§  b% 

Auflagerkräfte y  Momente,  Querkrftfte  und  Normalkräft«c  bot 
beweglicher  Belastung  sind  in  §  60  behandelt  Hierbei  ist  bosondorn 
wichtig,  daß  das  größte  positive  und  das  größte  uegaUve  Moment 
sich  darstellen  lassen  durch  die  Momente  iweier  stellvertretender 
Balken  AN  und  BN.  (Beim  Balken  AN  ist  das  Moment  an  der 
Stelle  971;  beim  Balken  BN  an  der  Stelle  0  zu  nehmen.)  Hierdurch 
wird  nicht  nur  das  Autzeichnen  der  Einflußlinien  sehr  erleichtert, 
sondern  in  vielen  Fällen  auch  eine  direkte  analytische  Berechnung 
der  Momente  ermöglicht. 

In  §  61  sind  die  Einflußlinien  fflr  die  Stabkrftfte  eincM 
Faohwerk-Dreigelenkbogens  abgeleitet.  Die  betreffende  Methode 
folgt  direkt  aus  dem  auch  bei  den  früheren  Untersuchungen  ein- 
geschlagenen Gedankengange. 
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Abschnitt  V. 

Einematische  Methoden.  • 

9.  Vortrag: 
Das  Prinzip  der  yirtuellen  Yerrückungen. 

§63. 

Schwerfälligkeit  unserer  bisherigen  ,,einfachen^^  Oleichgewichts- 

bedingongen. 

L  RückbUck. 

Alle  Berechnungsmethoden  der  Statik  nnd  Festigkeitslehre 
beruhen  auf  der  Anwendung  der  Gleichgewichtsbedingungen,  Der 
immer  wiederkehrende  Gedankengang  war  der:  „Wir  sehen ,  daß 
der  betreffende  Punkt  (Körper)  im  Euhezustand  ist.  Folglich  dürfen 
wir  auf  ihn  die  Oleichgewichtsbedingungen  anwenden.  Wir  tun 
dies  und  erhalten  hierdurch  mathematische  Beziehungen  (Glei- 
chungen), aus  denen  sich  die  gesuchten  Kräfte  ergeben'^  Wenn 
man  sich  diesen  Gedankengang  wirklich  zu  eigen  gemacht  hat, 
kann  man  an  jede  Aufgabe,  sofern  sie  überhaupt  statisch  be- 
stimmbar ist,  mit  dem  Gefühl  herangehen,  daß  sie  auf  jeden 
Fall  lösbar  sein  muß. 

Zur  Wiederholung  mögen  die  verschiedenen  Formen,  in  denen 
wir  die  Gleichgewichtsbedingungen  verwendet  haben,  noch  einmal 
zusammengestellt  werden.    Wir  haben  betrachtet: 
a).  das  Gleichgewicht  eines  Punktes, 
b)  das  Gleichgewicht  eines  Körpers  (Scheibe). 

a)  Kennzeichen  für  das  Gleichgewicht  eines  Punktes.  Orund" 
prinzip:  Die  Kräfte  müssen  eine  Besultierende  „Null^^  ergeben. 
Praktische  Anwendung  dieses  Grundprinzipes: 

a)  Beim  Aneinanderreihen  der  Kräfte  muß  der  Endpunkt  der 
zuletzt  gezeichneten  Kraft  in  den  Anfangspunkt  der  zuerst  ge- 
zeichneten Kraft  zurückfallen;  oder 


i 


(1) 

^-0 

(2) 

i?,-0 

(3) 

^Jfj5  =  0 
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ßj  Die  Summen  B^  und  R^  der  Projektionen  der  Kräfte  auf 
•zwei  beliebig  zu  wählende  Achsen  müssen  beide  die  OröOe  ,,Null^^ 
haben. 

b)  Kennzeichen  für  das  Gleichgewicht  eines  (scheibenförmigen) 
Korpers.  Orundprinzip :  Die  Kräfte  dürfen  weder  eine  Besnltierende 
noch  ein  Kräftepaar  ergeben.  PraJUiBche  Kennzeichen  dafür,  daß 
diese  Bedingung  erfüllt  ist: 

a)  Beim  Zusammensetzen  der  Kräfte  mittels  Kraftzug  muL 
sich  ergeben,  daS  die  Ersatzkraft  der  ersten  (n  —  1)  Kräfte  gleich 
groß  und  entgegengesetzt  gerichtet  ist  und  in  derselben  Geraden 
liegt  wie  die  letzte  Kraft;  oder 

ß)  Beim  Zusammensetzen  mittels  Kräftepolygon  und  Seil- 
polygen  muß  sich  ergeben,  daß  beide  Polygone  sich  schließen;  oder 

y)  Es  muß  eine  der  folgenden  Gruppen  von  Gleichungen  er- 
füllt  sein: 

By^O;  ÜM^OJi 
2Mjs  «  0  ;  2Mf  «  0  • 
2Mf  =-  0  ;      ZMq  «  0  . 

Dies  sind  also  die  verschiedenen  Methoden,  nach  denen  wir, 
falls  ein  Körper  im  Buhezustande  ist,  diese  Tatsache  ausgedrückt 
haben  durch  die  Sprache  der  Mathematik. 

Wie  schließlich  in  Abschnitt  IV  (§  55)  gezeigt  wurde,  sind  die 
Gleichgewichtsbedingungen  nicht  nur  bei  einem  einzelnen  starren 
Körper,  sondern  auch  bei  gelenkigen  Verbindungen  von  Körpern 
erfüllt.  Z.  B.  bei  zwei  Körpern,  die  durch  ein  Gelenk  verbunden 
und  derart  mit  Elräften  belastet  sind,  daß  keinerlei  Bewegung 
entsteht.  Bedingung  ist  nur,  daß  ein  solches  System  in  allen 
seinen  Teilen  tatsächlich  im  Buhezustand  ist,  also  gewissermaßen 
als  ein  starrer  Körper  auftritt.  [Allerdings  sind  bei  solchen 
Körperverbindungen  die  bisherigen  Gleichgewichtsbedingungen 
nicht  ausreichend,  um  den  Buhezustand  zu  verbürgen;  sie  sind 
in  diesem  Falle  nur  notwendige,  aber  noch  nicht  ausreichende 
Bedingungen  des  Gleichgewichtes.]  Soweit  zur  Wiederholung  des 
Bisherigen. 

Bemerkung:  Diese  bisher  zusammengestellten  Gleichgewichts- 
bedingungen wollen  wir  jetzt  als  die  „einfachen''  Gleichgewichts- 
bedingungen bezeichnen. 

IL  Licht»  und  Schattenselten  dieser  „elnfachen^^  Glelchgewichtsbedingungen. 

Daß  die  obigen  mathematischen  Ausdrucksweisen  für  das 
Gleichgewicht  von  Punkt  oder  Körper  im  hohen  Grade  zur  Be- 

36* 
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rechnung  von  Tragwerken  geeignet  sind,  dürfte  wohl  durch  alle 
bisherigen  Betrachtungen  erwiesen  sein.  Trotzdem  wollen  wir 
uns  aber  noch  nach  einer  neuen  Form  umsehen,  um  das  Gleich- 
gewicht eines  Körpers  mathematisch  darzustellen.  Und  zwar  aus 
folgendem  Grunde: 

Die  obigen  „einfachen"  Gleichgewichtsbedingungen  haben  den 
Nachteil,  daß  sämüiche  Kräfte,  die  auf  den  betreffenden  Körper 
(Punkt)  wirken,  mit  aufgeführt  werden  müssen.  Insbesondere 
dürfen  die  Lagerkräfte,  die  an  den  Auflagerstellen  wirken,  nicht 
unterschlagen  werden.  Ferner  müssen,  falls  der  betreffende  Körper 
durch  Gelenke,  Führungen  oder  Stäbe  mit  anderen  Körpern  ver- 
bunden ist,  die  in  den  Verbindungsstellen  auftretenden  Kräfte 
(Gelenkdrücke  usw.)  mit  berücksichtigt  werden.  Hierdurch  wird 
die  Berechnung  mitunter  recht  schwerfällig.  Eine  Kraft  will 
man  vielleicht  nur  haben,  und  eine  ganze  Anzahl  von  Kräften 
erscheint  in  den  betreffenden  Gleichungen!  Allerdings  kann  man 
sich  in  vielen  Fällen  dadurch  helfen,  daß  man  die  Gleichungen 
so  geschickt  anschreibt,  daß  nachher  eine  Anzahl  von  Kräften 
aus  den  Gleichungen  wieder  herausfällt.  Immerhin  ist  dieser  Um- 
stand —  das  Auftreten  aller  Lager-  und  Gelenkkräfte  —  eine  un- 
angenehme Begleiterscheinung  der  „einfachen"  Gleichgewichts- 
bedingungen« 

Beispiele  für  diese  Umständlichkeit  der  ^^einfachen^^  Oleichgewichts* 

bedingungen. 

An  zwei  Beispielen  möge  diese  Schattenseite  unserer  sonst  so 
nützlichen  Gleichgewichtsbedingungen  noch  näher  erläutert  werden. 

Als  erstes  Beispiel  werde  die  bekannte  Aufgabe  erörtert:  In 
welchem  Verhältnis  müssen  bei  einer  schiefen  Ebene  das  Oewicht  P^ 
eines  Körpers  K  und  die  ziehende  Kraft  Pg  stehen,  damit  Gleich- 
gewicht herrscht  (Fig.  166  a)f  Um  diese  Aufgabe  mittels  der  ein- 
fachen Gleichgewichtsbedingungen  zu  lösen,  betrachten  wir  das 
Gleichgewicht  des  Körpers  K  (Fig.  166  a  und  b).  An  ihm  greifen 
die  drei  Kräfte  an:  1.  Vertikal  abwärt»  sein  Gewicht  P^,  2.  in 
Eichtung  des  Seiles  der  Zug  P,,  und  3.  der  Druck  N,  den  die 
schiefe  Ebene  auf  den  Körper  ausübt.  (Letztere  Kraft  ist  bei 
glatter  Berührungsfläche  rechtwinklig  zur  Fläche  gerichtet.) 

Um  nun  eine  Beziehung  zwischen  Pj  und  P^  zu  erhalten, 
legen  wir  ein  Achsenkreuz  a?,  y  und  schreiben  die  Glcichgewichts- 
bedingung:  Summe  der  Projektionen  auf  die  o?- Achse  gleich  NuD^ 
an.     Dann  erhalten  wir  (Fig.  166  b): 
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Pj  •  COS  (90  —  a) + -y  •  0  —  P,  «•  0 , 

Pi  «siiKx  —  Pj  =  0, 

Pg  =»  Pi  •  sinÄ . 

In  Worten:  Die  ziehende  Kraft  P^  muß  gleich  dem  Produkte 
aus  dem  Gewichte  P^  des  Körpers  K  und  dem  Sinus  des  Neigungs- 
winkels (X  der  schiefen  Ebene  sein,  falls  Gleichgewicht  herrschen  soll. 

Hiermit  ist  die  Aufgabe  gelöst.  Worauf  es  jetzt  ankam  zu 
zeigen,  war  folgendes:  Wir  wollten  nur  wissen,  in  welcher  Be- 
ziehung die  beiden  Kräfte  P^  und  Pg  zueinander  stehen  müssen, 
um  Gleichgewicht  zu  erzielen.  Trotzdem  erscheinen  aber  bei 
der  Betrachtung  nicht  nur  diese  beiden  Kräfte,  sondern  auch 
noch  der  Auflagerdruck  N,   der  zwischen  Körper   und  schiefer 


(aj 


Fig.  166. 


Ebene  vorhanden  Ist.  Diese  Kraft  N  interessierte  uns  bei  der 
vorliegenden  Fragestellung  überhaupt  nicht.  Sie  mußte  aber  mit 
aufgeführt  werden,  da  sie  ja  eine  tatsächlich  auf  den  Körper 
wirkende  Kraft  ist,  und  vermehrt  unnötig  die  Arbeit. 

Nur  durch  die  geschickte  Wahl  der  a?- Achse  gelang  es,  die  un- 
bekannte N  so  schnell  wieder  aus  der  Gleichung  herauszuschaffen. 

Dieses  Hineinbekommen  solcher  unerwünschter  Kräfte  ist  die 
Schattenseite  der  einfachen  Gleichgewichtsbedingungen,  von  der 
vorhin  die  Eede  war. 

Ein  zweites  Beispiel  wird  die  soeben  besprochene  Unbequem-, 
lichkeit  noch  besser  zeigen:  Die  Stabverbindung  Fig.  167a,  nach 
Art  der  sog.  RohervälochQn  Wage,  besteht  aus  der  starren  Scheibe 
J.  £ ,  die  in  der  Mitte  in  einer  Achse  0  drehbar  gelagert  ist.  In 
Ä  und  B  sind  in  Gelenken  aufgestützt  die  Stäbe  ÄD  und  BE 
mit  den  seitlichen  Armen  OH  und  JJT,  auf  denen  an  beliebiger 
Stelle  Gewichte  P^  und  P,  ruhen.     Die  oberen  Endpunkte  D  und 
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E  der  Stäbe  ÄD  und  BE  sind  je  durch  einen  Stab  DF  und  EF 
gelenkig  mit  dem  Bolzen  F  des  Yertikalständers  verbunden.  (Diese 
Stäbe  DF  und  EF  dienen  also  zur  Führung  der  Stäbe  ÄD 
und  BE,)     Die  Frage  lautet:    In  loelchem  Verhältnis  müssen  die 

E 


Fig.  167. 

beiden  Oewichte  P,  und  Pg  zueinander  stehen ,  damit  diese  Stäbver" 
bindung  im  Gleichgewicht  istf  (Vom  Eigengewicht  der  Stäbe, 
Bolzen  usw.  wird  abgesehen.) 

Die   Antwort    auf   diese  Frage  wird  —  leider  —  von   den 
meisten  Lesern  wohl  etwa  so  lauten:  ,,Es  muß  sein: 

P^.a^P^^by 


§  63.    Schwerfälligkeit  unserer  GleichgewichtsbedingUDgen.       571 

dann  ist  das  System  im  Oleicbgewicht.^^  Und  als  Begründung 
wird  man  hören:  y,Die  Summe  der  Momente  der  Kräfte  in  bezng 
auf  irgendeinen  Punkt,  z.  B.  den  Punkt  0,  muß  Kall  sein;  d.  h. 
Pi<a  — P2-b^0,  und  daraus  ergibt  sich  die  obige  Beziehung. 

Diese  Antwort  ist  aber  vollständig  falsch.  Es  ist 
nämlich  nicht  berücksichtigt,  daß  außer  den  Lasten  P^  und  P^ 
auch  noch  die  Auflagerkräfte,  die  zwischen  Faßplatte  und  Tisch- 
platte wirken,  zu  berücksichtigen  sind.  Diese  Drücke  werden 
sich  wegen  der  ungleichen  Anordnung  der  Lasten  Px,  Pg  durch- 
aus nicht  gleichmäßig  über  die  Fußplatte  verteilen,  sondern  sie 
werden  eine  Besultierende  B  ergeben,  die  seitlich  auf  das  System 
wirkt  (Fig.  167  a).  Auf  jeden  Fall  liefert  diese  Auflagerkraft  B 
ebenfalls  ein  Moment  in  bezug  auf  den  Punkt  0,  so  daß  die  vorhin 
aufgestellte  Gleichung  falsch  ist. 

Die  richtige  Antwort  muß  vielmehr  lauten:  Bei  dem  System 
kommt  es  auf  die  Abstände  a  und  h  der  Lasten  überhaupt  nicht 
an,  sondern  es  ist  einfach  dann  im  Oleichgewicht,  wenn 

ist.  Dies  ergibt  sich,  wenn  man  die  bei  der  Konstruktion  auf- 
tretenden Kräfte  genauer  ansieht  und  dann  die  Oleichgewichts- 
bedingungen  richtig  anwendet. 

Zunächst  wollen  wir  den  Stab  ÄD  mit  dem  Arm  OH  fm 
sich  betrachten  (Fig.  167  a  und  b).  Dieser  stellt  einen  Körper  dar, 
an  dem  insgesamt  drei  Kräfte  angreifen :  Die  Last  P^ ;  die  Kraft, 
die  auf  den  Stab  ÄD  im  unteren  Fußpunkte  Ä  als  Stützkraft 
wirkt;  drittens  die  Kraft,  die  der  Führungsstab  FD  im  Punkte  D 
auf  den  Stab  ÄD  ausübt  (Oelenkdruck  in  i>).  Diese  letztere 
Kraft  werde  8i  genannt.  Ihre  Eichtung  können  wir  sofort  ein- 
zeichnen, da  ja  der  Führungsstab  P2>  an  beiden  Enden  Oelenke 
hat.  Und  ihre  Oröße  ergibt  sich,  wenn  wir  auf  den  Körper  ÄD 
die  Oleichgewichtsbedingung  UM  »  0  in  bezug  auf  den  Punkt  Ä 

aufstellen : 

Äi  •  r  —  Pi  •  tt  =  0 , 

P<  *u 

(I)       Ä»  =  ^. 

Entsprechend  ergibt  sich  die  Kraft,  die  von  dem  Führungs- 
stabe FE  im  Punkte  E  auf  den  Körper  BE  ausgeübt  wird 
(Fig.  167b): 

(II)  8,^^^. 


' 
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Nach  diesen  Vorbereitungen  betrachten  wir  die  gesamte  Kon« 
straktion,  die  von  dem  unteren  Wagebalken  AB  und  den  beiden 
Stäben  AD  und  BE  gebildet  wird  (Fig.  167b).  An  ihr  greifen 
an:  1.  Die  beiden  Kräfte  P|  und  P^;  2.  die  soeben  bestimmten 
Kräfte  iS,  und  8^  (Gelenkdrücke  in  D  und  J^;  3.  Der  Gelenk- 
druck im  Punkte  0 .  Die  gemeinsame  Wirkung  dieser  fünf  Kräfte 
besteht  darin,  daß  das  System  im  Ruhezustand  ist.  Wir  können 
also  die  Gleichgewichtsbedingungen  anschreiben,  und  zwar  wollen 
wir  die  Gleichung  2!M  =  0  in  bezug  auf  den  Punkt  C  benutzen 
(damit  die  noch  unbekannte  Kraft  G  herausfällt).  Dann  erhalten 
wir  (links  herum  positiv  genommen): 

(in)  Pi.a-Si-r~Pa-&  +  /8f,-r+0-0"=0. 

Um  aus  dieser  Gleichung  eine  Beziehung  zwischen  P^  und  P^  zu 
erhalten,  müssen  wir  noch  für  8i  und  8^  ihre  Werte  einsetzen 
(Formel  I  und  II):  Dann  folgt 

Pi(a^u)-P^{b^u')^0, 

Pi  (a  —  ti)  =  Pjj  (6  —  wO . 
BTun  ist  aber  nach  Fig.  167b: 

(a  -  w)  -  (&  -  tt')  =  ^ 
so  daß  die  obige  Gleichung  übergeht  in: 

und  daraus  folgt: 

(IV)  Pi  =  JPfi  . 

In  Worten:  Die  Stabverbindung  Fig.  167a  wird  dann  im 
Gleichgewicht  sein,  wenn  die  beiden  Lasten  einander  gleich  sind, 
ganz  unabhängig  davon,  in  welchen  Abständen  a  und  b  sie  auf- 
gestellt sind. 

Diese  Eigenschaft,  daß  die  Hebelarme  a  und  b  ohne  Einfluß  sind, 
klingt  zunächst  so  paradox,  daß  man  das  System  früher  das  „Koberval- 
sche  Paradoxon'*  nannte.  Sie  kommt  natürlich  daher,  weil  dem  größeren 
Moment  von  P,  auch  das  größere  Moment  von  8^  entgegenwirkt.  Übrigens 
sind  nach  diesem  Prinzip  alle  die  kleinen  in  Geschäften  gebräuchlichen 
Wagen  —  die  sog.  Tafelwagen  —  gebaut.  Da  es  nicht  auf  die  Abstände 
a  und  6  ankommt,  können  Ware  und  Gewichte  an  beliebiger  Stelle  auf 
die  Schalen  gelegt  werden.  Diese  Freiheit  hinsichtlich  der  Lagerung  ist 
eben  der  Vorteil  der  Wagen. 

IIL  Znsammenlagsnng» 

Die  beiden  Beispiele  —  die  schiefe  Ebene  und  die  Koberval- 
sche  Wage  —  haben   den  bereits  angedeuteten  Nachteil   der  ein- 
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fachen  Gleichgewichtsbedingungen  deutlich  gezeigt.  Zwei  Kräfte, 
Pi  und  P2,  wollen  wir  miteinander  vergleichen,  und  eine  ganze 
Beihe  von  Kräften  trat  im  den  betreffenden  Gleichungen  auf. 
Dies  rührt  eben  daher,  weil  nicht  nur  die  eigentlichen  äußeren 
Kräfte  (Pj  und  P,  in  den  angeführten  Beispiden),  sondern  auch 
noch  die  iLagerkräfte  (Kraft  N  in  Fig.  166),  bzw.  sogar  die  Ge- 
lenkdrüoke  (Kräfte  81  und  S^  in  Fig.  167)  als  angreifende  Kräfte 
erscheinen  und  natürlich  bei  den  Gleichgewichtsbedingungen  be- 
rücksichtigt werden  müssen.  Es  erfordert  dann  besondere  Ge- 
schicklichkeit, um  die  Gleichgewichtsbedingungen  so  umzuformen, 
daß  schließlich  nur  die  gerade  gesuchten  Kräfte  übrigbleiben. 
Mitunter  muß  man  sogar  vorher  erst  einige  Hilfskräfte  ausrechnen 
(Kräfte  8^  und  8^  in  Fig.  167),  um  überhaupt  auf  eine  brauch- 
bare Beziehung  zwischen  den  gesuchten  Kräften  zu  kommen. 

* 

Im  folgenden  Paragraphen  wird  nun  eine  neue  Form  der 
Gleichgewichtsbedingungen  gezeigt  werden,  die  so  geschickt  ein- 
gerichtet ist,  daß  die  nicht  gewünschten  Kräfte  nicht  erst  künst- 
lich eliminiert  werden  müssen,  sondern  von  vornherein  gar  nicht 
auftreten.  Die  beiden  soeben  durchgenommenen  Beispiele  werden 
wir  auch  nach  dieser  neuen  Methode  durcharbeiten,  und  es  wird 
sieh  dann  herausstellen,  daß  tatsächlich  nur  die  beiden  Kräfte 
Pi  und  P^f  die  wir  ja  auch  haben  wollen,  in  Erscheinung  treten, 
während  wir  uns  um  Auflagerdrücke,  Gelenkkräfte  oder  dgl.  gar 
nicht  zu  kümmern  brauchen.  Augenscheinlich  ist  dies  ein  weiterer 
Fortschritt  der  Theorie, 

§64. 

Das  Prinzip  der  virtneUen  Yerräckungen  (Methode  der 

Kraft  X  Weg-Produkte). 

Die  erste  der  obigen  Bezeichnungen  ist  die  offizielle  Be- 
zeichnung, die  die  jetzt  abzuleitende  neue  Form  der  Gleichgewichts- 
bedingungen in  der  Physik  und  Technik  führt.  Wir  aber  wollen 
sie  anspruchsloser  (aber  vielleicht  verständlicher)  die  „Methode  der 
Kraft  X  Weg-Produkte"  nennen ;  abgekürzt  „K  WP-Methode", 
Zunächst  mögen  einige  bei  dieser  Methode  vorkommende  Ausdrücke 
erklärt  werden. 

L  Begrillserklärongem 

1«  Kinematische  Kette  (Zwangläufiger  Mechanigmas). 
Wir  wollen  zweierlei  miteinander  vergleichen:  einerseits  einen 
Balken,  der  statisch  bestimmt  oder  auch  statisch  unbestimmt  ge- 
lagert sei;  andererseits  die  in  Fig.  167  gezeichnete  Konstruktion 
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{BohervälsGhe  Wag«).  Der  Balken  kann  sich  überhaupt  nicht 
bewegen;  er  ist  anf  jeden  Fall  im  Buheznstande.  Die  Wage 
kann  sich  bewegen;  sie  kann  aber  auch  im  Buheznstande  sein. 
Stofie  ich  den  Balken  an,  so  bleibt  er  trotsdem  im  Buhezustande, 
abgesehen  von  den  kleinen  elastischen  Bewegungen,  die  wir  jetzt 
als  verschwindend  klein  nicht  weiter  beachten.  Stoße  ich  die  W^e 
an,  so  bleibt  sie  nicht  im  Buhezustand,  sondern  setzt  sich  in  Be- 
wegung. Den  Balken  nennen  wir  ein  y,festes  System'^,  die  Wage 
nennen  wir  einen  y^Mechanismiis^^  oder  eine  „kinematische  Eette'^ 
(Kinematik  —  griechisch  —  bedeutet  Bewegungslehre,  bzw.  geo« 
metrische  Untersuchung  von  Bewegungen.) 

Dieser  als  Beispiel  genommene  Mechanismus  Fig.  167  hat  aber 
eine  besondere  Eigenschaft:  Die  einzelnen  „Glieder^^  dieses  Me- 
chanismus können  sich  nämlich  nicht  beliebjLg,  sondern  nur  in 
ganz  bestimmten  Bahnen  bewegen.  Der  Hebel  AB  z.  B.  kann 
eine  Bewegung  nur  in  Form  einer  Drehung  um  den  Punkt  C  aus- 
führen. Und  weiter,  was  damit  zusammenhängt:  Wenn  ich  einen 
Teil  in  Bewegung  setze,  so  ist  jeder  andere  Teil  gezwungen,  ganz 
bestimmte  Bewegungen  auszuführen.  Drehe  ich  beispielsweise 
den  unteren  Hebel  AB  um  einen  beliebigen  Winkel  um  seinen 
Mittelpunkt  (7,  so  werden  sich  die  Stangen  AD  und  BE  in  ganz 
bestimmter  Weise  verschieben  und  die  oberen  Führungsstäbe 
werden  sich  in  ganz  bestimmter  Weise  um  ihren  Endpunkt  F  drehen. 
Solch  ein  Mechanismus,  dem  seine  Bewegungen  vorgeschrieben  ^» 
„erzwungen"  —  sind,  wollen  wir  einen  „zwangläufigenMechanismus" 
oder  eine  „zwangläufige  kinematische  Kette"  oder  ein  „System  mit 
einem  Freiheitsgrade"  nennen. 

Beispiele:  Die  schiefe  Ebene.  (Das  Gewicht  P^  hat  ^e  be- 
stimmte Bewegungsmöglichkeit,  nämlich  in  der  Vertikallinie.  So- 
bald ich  aber  diese  Bewegung  ausführe,  ist  die  Bewegung  des 
Gewichtes  P^  zwangläufig  mitbestimmt;  denn  es  kann  sich  dann 
nur  in  einer  ganz  entsprechenden  Weise  längs  der  schrägen  Ebene 
verschieben.  Die  eine  Bewegung  verursacht  —  „erzwingt"  —  die 
andere  Bewegung.)  Der  Hebel.  Eine  Dampjmaeckine  (denn  die 
Bewegung  des  Kolbens  erzwingt  eine  ganz  bestimmte  Bewegung 
des  gesamten  Gestänges)  usw. 

Bemerkung:  Natürlich  sind  durchaus  nicht  alle  Mechanismen 
zwangläufig.  Habe  ich  z.  B.  auf  zwei  Achsen  sitzend  zwei  Zahn- 
räder, die  ineinandergreifen,  so  ist  dieser  Mechanismus  zwang- 
läufig. Sitzen  aber  auf  den  Achsen  zwei  Bäder,  die  sich  nicht 
berühren,  so  ist  der  Mechanismus  nicht  zwangläufig.    Denn  ich 
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kann  das  eine  Bad  beliebig  bewegen,  ohne  daß  das  andere  da* 
durch  zn  einer  bestimmten  Bewegang  gezwungen  wurde.  Hier 
besteht  also  kein  Zwang  zwischen  den  einzelnen  Teilen,  sondern 
jedes  Ead  kann  für  sich  eine  besondere  Bewegung  machen  (System 
mit  zwei  Freiheitsgraden).  Bei  unseren  weiteren  Untersuchungen 
werden  wir  es  aber  häuptsächlich  mit  zwangläufigen  Mechanis- 
men zu  tun  haben. 

2«  Die  „Verrüekungen^  eines  Mechanismus,  der  „Weg^  ehier  Kraft  und 
das  ffKraft  X  Weg'JProdükl^*  (Mechanische  Arbeit). 

Kun    kehren   wir  zu  unserer  als  Beispiel  für  einen  zwang- 
läufigen  Mechanismus  genommenen  JBobervaZschen  Wage   zurück. 


Fig.  168. 

Die  Belastung  geschehe  durch  zwei  beliebig  gerichtete  Kräfte  P^ 
und  Pn  (Fig.  168).  Deren  Angriffspunkte  mögen  m  und  n  heißen. 
Wenn  ich  jetzt  das  System  bewege  —  „eine  Bewegung  einleite"  — , 
so  wird  der  Punkt  m  eine  Strecke  zurücklegen  und  ebenso  der 
Punkt  n  •  Die  von  einem  Punkte  zurückgelegte  Strecke  wollen 
wir  „die  Verrückung  t?"  des  betreffenden  Punktes  nennen. 

[In  dem  Beispiele  Fig.  168  ist  augenscheinlich  die  „Verrückung^' 
v^  des  Punktes  m  stets  ebenso  groß,  aber  entgegengesetzt  gerichtet 
wie  die  „Verrückung"  v,»  des  Punktes  n.] 
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Nun  projiziere  ich  die  „Verrückung  «,,"  des  Punktes  m  auf 
die  Eichtung  der  Kraft  P«» .  Diese  Hilfagröße  heiße  der  „IFejy  d«»** 
der  Kraft  P,,.  Man  beachte  wohl,  daß  der  „Weg"  d  einer  Kraft 
im  allgemeinen  also  nicht  mit  der  ,,Verrückung^'  v  des  Angriffe-. 
Punktes  dieser  Kraft  zusammenfällt.  Der  Weg  6  ist  vielmehr  nur 
ein  Hilfsbegriff,  der  eben  dadurch  entsteht,  daß  die  Verrückung  v 
des  Angriffspunktes  einer  Kraft  projiziert  wird  auf  die  Kraft  selber. 
Dieser  Hilfsbegriff  wird  sich  später  als.  sehr  brauchbar  erweisen. 

Zum  Schlüsse  wollen  wir  uns  das  Produkt  gebildet  denken 
aus  der  Kraft  P^  und  ihrem  „Wege"  3«».  Dieses  Produkt  nennen 
wir  das  9fKr€tft  X  Weg^Brodükt  der  betreffenden  Kxaft"  (ab- 
gekürzt: KWP)  oder  die  ,jmechanische  Arbeit". 

In  Formel: 

KWP  =  p.a. 

Ist  der  Weg  d  ebenso  gerichtet  wie  die  zugehörige  Kraft  P 
(Fig.  168  linke  Steite),  so  soll  d  das  positive  Vorzeichen  bekommen 
und  folglich  auch  das  ganze  Produkt  P  •  6  das  positive  Vorzeichen. 
Ist  aber  d  entgegengesetzt  gerichtet  der  betreffenden  Kraft  (Fig.  168 
rechte  Seite),  so  geben  wir  d  und  somit  auch  dem  ganzen  Pro- 
dukt P  •  d  das  negative  Vorzeichen. 

Zwischen  der  Verrückung  v  eines  Punktes  m,  dem  Wege  d 
einer  Kraft  P„  und  dem  Kraft  X  Weg-Produkte  dieser  Kraft  P^ 
besteht  also  folgender  Zusammenhang:  Die  „Verrückung  v^i"  ist 
das,  was  der  Punkt  m  tatsächlich  ausführt;  der  „Weg  6^^^  ist 
nur  ein  Hilfsbegriff,  der  dadurch  entsteht,  daß  man  die  Strecke  o 
auf  die  Eichtung  der  Ejraft  P„  projiziert;  und  das  KWP  ent- 
steht schließlich,  indem  man  diesen  Hilfsbegriff  <5«  multipliziert 
mit  der  Kraft  P«.  [Man  beachte  wohl,  daß  beim  KWP  nicht 
die  eigentliche  Bewegung  v  des  Angriffspunktes  der  betreffenden 
Kraft,  sondern  nur  der  Hilfsbegriff  d  eine  EoUe  spielt.] 

Bezeichnen  wir  den  Winkel  zwischen  Verrückung  c»  und 
Kraft  Pm  mit  9?,«  >  so  ist  also  (Fig.  168) 

(1)  dm  =  t?,n  •  cos  (pfn         [Definition  des  Ausdruckes  „  Weg*'  einer  Kraft]. 

j  KWP  =  P„  •  5„  \  [Definition  des  Ausdruckes 

^  ^  \  =-P^'V^  COBtp^  j  .Kraft  X  Weg.Produkt'T. 

Die  Einführung  dieses  KWP,  das  für  den  Leser  an  dieser 
Stelle  natürlich  noch  nichts  weiter  ist  als  ein  mathematischer 
Begriff,  wird  sich  für  die  späteren  Untersuchungen  von  zwang- 
läufigen Mechanismen  als  außerordentlich  nützlich  erweisen. 


§  04.    Bbs  Piiniip  der  Tirtuenen  YerrQckungeik  577 


Diese  Bezeichnungen  erkJären  sich  von  selber :  „Freie  Kräfte** 
sind  solche,  die  toh  anfien  her  in  Tätigkeit  gesetzt  werden«  Bei- 
spielsweise durch  Auflegen  Ton  Gewichten,  Drücken  mit  der  Hand, 
Anspannen  durch  one  Feder  usw.  ,,Zwangskräfte^'  („Führungs- 
kräfte^  sind  dagegim  diejenigen,  die  durch  die  freien  Kräfte  an 
den  AuOageistenen  oder  Berühmngsstellen  der  einzelnen  Glieder 
des  Mechanismus  hororgerufen  werden.  !Nämlich:  Auflagerkräfte, 
Gelenkdrü<^e,  Spannkräfte  in  den  Verbindungs-  oder  Führungs* 
Stangen  des  Mechanismus.  Zuerst  müssen  die  freien  Kräfte  sein; 
durch  sie  entstehen  dann  die  Zwangskräfte. 

Die  freien  Strafte  sind  also  gerade  diejenigen,  die  der  An- 
fänger gern  schlechthin  als  „Kräfte^*  bezeichnet.  Außerdem  sind 
aber  bei  einem  Mechanismus  stets  noch  Zwangskräfte  vorhanden. 
Denn  letztere  schaffen  ja  erst  den  Mechanismus,  indem  sie  seine 
einxelnen  Glieder  so  miteinander  und  mit  dem  Widerlager  in  Be- 
rührung (Zwang)  bringen,  dafi  eine  zusammenhängende  Konstruktion 
entsteht. 

Bisher,  bei  Anwendung  der  „einfachen''  Gleichgewichtsbe- 
dingungen, haben  wir  zwischen  freien  imd  Zwangskräften  keinen 
Unterschied  gemacht.  Im  Gegenteil,  es  wurde  immer  wieder  be- 
tont, daß  beide  Gruppen  vollständig  gleichwertig  miteinander 
sind,  daß  also  die  Zwangskräfte  genau  so  in  die  Berechnung  ein- 
zuführen sind  wie  die  freien  Kräfte.  Von  jetzt  ab  werden  wir 
einen  solchen  Unterschied  machen.  Die  jetzt  zu  entwickelnde 
neue  Form  der  -Gleichgewichtsbedingungen  ist  nämlich  so  ein-  . 
gerichtet,  daß  die  Zwangskräfte  von  vornherein  übergangen  werden 
können.  Man  könnte  sie  natürlich  stets  mit  einführen  —  denn 
sie  sind  ja  durchaus  gleichberechtigt  den  anderen  — ,  man  braucht 
es  aber  nicht  zu  tun.  Der  hierdurch  erzielte  Vorteil  für  die  Ver- 
einfachung der  Bechnung  ist  einleuchtend. 

4f  Wiederholung  lu  Absatz  I. 
In  diesem  vorbereitenden  Absätze  haben  wir  einige  Wort- 
und  Sacherklärungen  durchgenommen:  Unter  einem  „Hechanismus'' 
wollen  wir  eine  solche  Körperverbindung  verstehen,  die  eine  ge* 
wisse  Freiheit  hinsichtlich  ihrer  Bewegungen  besitzt.  Ist  diese 
Freiheit  auf  das  geringste  Maß  zusammengeschrumpft,  nämlich 
so,  daß  jedes  „Glied''  des  Mechanismus  nur  eine  bestimmte  Bahn 
beschreiben  kann  und  durch  die  Bewegung  eines  Gliedes  die 
Bewegungen  aller  anderen  Glieder  bereits  eindeutig  bestimmt  sind, 
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80  Deanen  wir  den  Mechanismus  „zwangläufig^'  oder  ^,mit  einem 
Preiheitsgrade". 

Die  Strecke,  die  ein  Punkt  eines  solchen  Mechanismus  zurück- 
legt, heißt  seine  y^Yerrückung  v^**  Dagegen  ist  der  «^Weg  d**  einer 
Kraft  P  ein  Hilfsbegriff,  der  dadurch  entsteht,  daß  wir  die  eigent- 
Uche  Bahn  v  des  Angriffspunktes  der  Kraft  projizieren  auf  die 
Bichtung  der  Kraft.  Schließt  die  Verrückung  v  des  Angriffspunktes 
mit  der  Bichtung  der  Kraft  einen  Winkel  9>  ein,  so  ist  also  der 
Weg  d  erklärt  durch  die  Beziehung: 

(1)  i  «  V  •  QOsq> . 

[Man  nennt  d  wohl  auch  „die  Veraohiebung  des  Angriffspunktes  der 
Krafl  P  in  der  Kraftrichtung'S  Doch  darf  man  nicht  vergessen,  daß  die 
wirklich  stattfindende  Bewegung  die  Strecke  v  ist,  während  S  nur  ein  Hilfe- 
begriff  isi] 

Schließlich  bilden  wir  das  Produkt  aus  der  Kraft  P  und  ihrem 
Wege  d  und  nennen  dieses  das  „Kraft  X  Weg-Produkt^^ : 

KWP  =:P.d'^P^  vcostp . 

Mit  diesem  Begriff  KWP  haben  wir  denn  im  folgenden  stets 
zu  tun. 

Von  sämtlichen  Kräften,  die  auf  einen  deraiidgen  Mechanis- 
mus wirken,  werden  uns  weiterhin  hauptsächlich  die  ,^eien  Kräfte*^ 
beschäftigen.  Dieses  sind  —  ganz  einfach  gesprochen  —  diejenigen 
Kräfte,  die  auf  einen  vorhandenen  Mechanismus  von  außen  her 
aufgebracht  werden.  Die  „ZWangs-  oder  Ffihrangskräfte^^  dagegen 
sind  diejenigen,  die  den  Mechanismus  in  sich  und  mit  dem  Wider- 
lager zusammenhalten.         

n^  Erklärung  der  neuen  Bechenmethode» 

1«  Anführung  der  Methode  (zunächst  ohne  Beweis). 
Es  handle  sich*  um  irgendeinen  Mechanismus,  auf  den  freie 
Kräfte  Pj,  Pg  usw.  wirken  mögen.  Diese  Kräfte  mögen  derart 
sein,  daß  der  Mechanismus  gerade  im  Gleichgewicht  gehalten 
wird ;  weiter  sei  jedoch  von  diesen  Kräften  nichts  bekannt.  (Als 
Beispid  nehme  man  die  Mechanismen  Fig.  166—168.)  Trotz  dieses 
Oleichgewichtszustandes  denke  ich  mir  nun  den  Mechanismus  etwas 
bewegt,  so  daß  zu  jeder  Straft  P  eine  Verrückung  v  und  aus 
dieser  ein  Weg  d  entsteht,  und  bilde  zu  jeder  freien  Kraft  das 
betreffende  Kraft X Weg-Produkt  P-d.  Dann  läßt  sich  be- 
weisen, daß  die  Summe  dieser  sämtlichen  KWP  gleich  Null  ist. 
In  Formel:  Es  ist 

(I)  Pi .  tfi  +  P«  •  <^«  +    •  •  «  0 . 
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Diese  Aussage  ist  das  so  gelehrt  klingende  und  in  Wirklich- 
keit so  einfache  y,Prinzip  der  virtuellen  Verrückungen''  („KWP- 
Methode'').  Es  liefert  uns  also  eine  Gleichung  zwischen  den 
Kräften  P^ ,  P|  usw.,  die  dann  zur  Berechnung  dieser  Kräfte  ver- 
wendet werden  kann.  (Das  ist  natürlich  der  Zweck  der  ganzen 
Arbeit.) 

2.  Weitere  Erläutenmgen  dazu« 

Bei  der  Anwendung  dieser  Methode  der  KWP  ist  auf  folgen- 
des aufmerksam  zu  machen: 

Erstens:  Das  zu  untersuchende  System  darf  kein  starrer,  un- 
beweglicher Körper  sein,  sondern  es  muß  ein  y^Meohanismus" 
sein.  Es  muß  also  wenigstens  die  Möglichkeit  haben,  sich  zu 
bewegen. 

Deshalb  eignet  sich  die  KWP-Methode  hauptsächlich  zur  Beantwortung 
Ton  Fragen  wie:  „Wann  ist  bei  der  schiefen  Ebene  Gleichgewicht,  wann 
bei  der  RcbervalsehenWage?  usw.  Die  Anwendung  auf  Tragwerke  wird  sich 
ergeben,  indem  wir  ein  Tragwerk  in  einen  Mecbanismus  verwandeln. 
Davon  später. 

Zweitens:  Vorerst  hat  er  allerdings  keine  Veranlassung,  sich 
zu  bewegen.  Die  angreifenden  Elräfte  müssen  vielmehr  gerade 
derart  sein,  daß  sie  ein  Oleichgewichtssystem  bilden. 

Drittens:  Die  Bewegung,  die  wir  dem  Mechanismus  erteilen, 
ist  also  auch  nicht  etwa  durch  die  freien  Kräfte  P^,  P^  usw. 
verursacht.  Die  zu  erteilende  Bewegung  ist  vielmehr  nur  eine 
gedachte,  gewissermaßen  eine  von  außen  hineingetragene  Be- 
wegung (etwa  durch  Anstoßen  des  Mechanismus  und  Bewegung 
desselben).  Der  Zweck  dieser  künstlichen  Inbewegungsetzung  ist 
der,  zu  jeder  E[raft  Pj,  Pj  usw.  einen  „Weg"  ^j,  8^  usw.  zu  er- 
halten, um  dann  die  Produkte  Pi  -  ^i,  P^  •  ö^  usw.  bilden  zu  können. 

Diese  gedachte  Bewegung  darf  nicht  vollständig  beliebig  sein, 
sondern  muß  so  angenommen  werden,  daß  der  Mechanismus  sie 
auch  wirklich  ausführen  könnte.  In  Flg.  168  z.  B.  könnte  man  als 
gedachte  Bewegung  eine  Drehung  des  Hebels  AB  um  den  Punkt  0 
einführen.  (Die  Bewegungen  der  anderen  Glieder  des  Mechanismus 
ergeben  sich  dann  zwangläufig  von  selber.)  Nicht  aber  etwa  eine 
Verschiebung  des  Hebels  AB  nach  irgendeiner  Bichtung; 
denn  eine  solche  Bewegung  ist  bei  dem  vorliegenden  Mechanismus 
einfach  undurchführbar,  unmöglich.  Um  hervorzuheben,  daß  man  als 
gedachte  Bewegungen  nur  solche  einführen  darf,  die  der  Mechanis- 
mus auch  wirklich  auszuführen  fähig  ist,  bezeichnen  wir  sie  als 
„virtuelle^^  Bewegungen.  (Virtus  im  Sinne  von  „Fähigkeit".)  Man 
kann  sich  einfach  merken :  Bei  einem  zwan^^ufigen  Mechanismus« 
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der  angenblicklich  darch  die  angreifenden  Kräfte  im  Bubezn- 
stand  gehalten  wird,  ist  eine  „virtuelle  Bewegung"  eine  solche, 
die  der  Mechanismus  augenblicklich  zwar  nicht  ausführt;  die  er 
aber  ausführen  würde,  wenn  das  Gleichgewicht  gestört  werden 
würde. 

Viertens:  Bei  der  Aufstellung  der  Kraft  X  Weg-Produkte 
brauchen  nur  die  freien  Kräfte  berücksichtigt  zu  werden.  Die  Zwangs- 
kräfte (Auflagerkräfte,  Gelenkdrucke  usw.)  können  einfach  beiseite 
gelassen  werden.  Man  kann  sie  natürlich  auch  mit  hineinbeziehen. 
Doch  darin  besteht  ja  eben  der  Fortschritt  der  Methode,  dafi 
man  sie  nicht  zu  berücksichtigen  braucht.  (Der  Einfluß  der 
Zwangskräfte  ist  nämlich,  wie  sich  beim  Beweise  ergeben  wird, 
auf  die  Summe  der  KWP  gleich  Null.) 

Natürlich  ist  bei  den  Wegen  d  darauf  zu  achten,  daß  ein 
Weg  positiv  oder  negativ  gezählt  wird,  je  nachdem  er  mit  der 
Pfeilrichtung  der  betreffenden  Kraft  gleich-  oder  entgegengesetzt 
gerichtet  ist. 

Diese  vier  Gesichtspunkte  sind  also  bei  Anschreibung  der  KWP 
zu  beachten.  Der  Kernpunkt  der  Methode  besteht  eben  darin, 
daß  die  auf  diese  Weise  gewonnenen  KWP  aller  freien  Elräfte 
die  besondere  Eigenschaft  haben,  daß  ihre  Summe  gleich  Null  ist. 

Man  mache  sich  also  klar,  daß  die  KWP  zu  demselben  Zwecke 
aufgestellt  werden,  wie  unsere  früheren  „einfachen"  Gleichgewichts- 
bedingungen: Um  aus  der  Tatsache  des  Gleichgewichtszustandes 
eines  Körpers  eine  mathematische  Beziehung  zwischen  den  Kräften, 
die  diesen  Gleichgewichtszustand  schaffen,  herzuleiten.  Während 
der  Laie  einfach  sagt:  „Der  Körper  wird  durch  die  angreifenden 
Kräfte  im  Gleichgewicht  gehalten",  können  wir  diese  Aussage 
mathematisch  nutzbar  machen,  indem  wir  sagen:  „Die  Ejräfte 
erfüllen  eine  ganz  bestimmte  Bedingung,  nämlich  die  Gleichung: 

(I)  JPi  •  <fi  +  P«  •  di  H =  0  . 

Unsere  weitere  Aufgabe  wird  es  jetzt  sein,  zu  beweisen,  daß 
diese  Gleichung  (I)  auch  tatsächlich  zu  Eecht  besteht,  daß  also 
bei  einer  virtuellen  Verrückung  eines  Mechanismus  die  Summe  der 
KWP  aller  freien  Elräfte  tatsächlich  gleich  Null  ist.  Bevor  wir 
aber  den  Beweis  führen,  wird  es  gut  sein,  zur  Einübung  noch 
einige  Beispiele  nach  diesem  Verfahren  der  KWP  durchzurechnen. 
Der  Leser  nehme  also  vorläufig  die  Methode  als  bereits  bewiesen 
an  und  arbeite  daraufhin  die  Beispiele  durch. 
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8.  Beispiele  für  die  neue  Metliode. 

Erstes  Beispiel.  Mittels  der  Methode  der  KWP  soll  die  Auf- 
gabe gelöst  werden:  In  welchem  Verhältnis  müssen  bei  einer 
schiefen  Ebene  die  Lasten  P|  und  P,  zueinander  stehen,  damit 
Gleichgewicht  herrscht  1  (Fig.  169.) 

Der  Mechanismus,  um  den  es  sich  hier  handelt,  wird  von 
den  beiden  Körpern  K^  und  JTg  und  dem  sie  verbindenden  Seil 
gebildet.  Die  angreifenden  freien  Kräfte  sind  die  (vertikal  ab 
wärts  wirkenden)  Gewichte  Pi  und  P,  dieser  Körper.  Außerdem 
haben  wir  noch  Zwangskräftc  (die  durch  die  freien  Kräfte  her- 
vorgerufen werden).  Nämlich  den  Auflagerdruck  des  Körpers  K^ 
gegen  die  schiefe  Ebene  und  den  Druck  der  Bolle  gegen  das  Seil. 


Fig.  169. 


Diese  Zwangskräfte  kümmern  uns  aber  gar  nicht,  da  bei  der  Me- 
thode der  KWP  nur  die  freien  Kräfte  berücksichtigt  zu  werden 
brauchen.  ^ 

um  nun  das  zum  Oleichgewicht  erforderliche  Verhältnis  von 
Pj  und  Pj  zu  finden,  verfahren  wir  nach  der  aufgestellten  Eegel: 
Wir  leiten  eine  virtuelle  Bewegung  des  Mechanismus  ein;  d.  h. 
eine  solche,  die  der  Mechanismus  dann  ausführen  würde,  wenn  die 
eine  Seite  Übergewicht  bekommen  würde.  Wir  denken  uns  also 
z.  B.  die  Last  E^  eine  Strecke  t>  die  schiefe  Ebene  hinab  geschoben. 
Durch  diese  virtuelle  Verrückung  von  K^  ist  dann  die  Bewegung 
des  anderen  Gliedes,  K^j  des  Mechanismus  bereits  mitbestimmt. 
Es  muß  sich  nämlich  um  dieselbe  Strecke  v  aufwärts  bewegen. 
Aus  den  Verrückungen  v  folgen  dann  die  „Wege"  der  Kräfte 
Pj  und  Pg ,  indem  wir  die  Strecken  v  auf  die  Kraftrichtungen 
projizieren.  Hierbei  ergibt  sich  nach  der  Figur: 
Weg  der  Kraft  P^:    d^  =  +v  •  cos^  =  +v  •  sina    (es  ist  <  9?  =  90  —  a), 

P2  :    ($2  =  —V  . 
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[Der  erste  Weg  ist  positiv,  da  er  dieselbe  PfeilricLtung  hat  Wie 
die  Kraft.  Der  zweite  Weg  dagegen  ist  entgegengesetzt  gerichtet 
der  Pfeilrichtung  der  betreffenden  Kraft.]  Aus  den  Wegen  d 
berechnen  sich  die  Kraft  X  Weg-Produkte : 

KWP  der  Kraft  Pj :     Pj  •  ^i  =  +Pi  •  v  sina  , 

»  ,1  jj        P^l      Pj  •  öjj  =       Pj  •  V  . 

Zum  Schlüsse  bilden  wir  dann  die  Summe  der  KWP  und  setzen 
diese  Summe  gleich  Null: 

+Pi*t7sina  —  Pg  -17  =  0  , 
Pj-sin«  —  P,  «0  , 

Pj  =  Pi'Sina  . 

Hiermit  hat  uns  die  Methode  der  KWP  die  mathematische  Be- 
ziehung geliefert,  in  der  die  beiden  Kräfte  Pj  und  P^  zueinander 
stehen  müssen,  falls  sie  sich  an  der  schiefen  Ebene  das  Gleich- 
gewicht halten  sollen.  Es  ist  natürlich  dieselbe  Beziehung,  die 
sich  im  vorigen  Paragraphen  durch  Anwendung  der  „einfachen" 
Gleichgewichtsbedingungen  ergeben  hatte.  Der  Unterschied  gegen 
früher  ist  nur  der,  dafi  wir  uns  um  die  Zwangskräfte  gar  nicht 
zu  kümmern  brauchten,  überhaupt  nicht  auf  die  einzelnen  Glieder 
(z.  B.  Seilkraft)  so  genau  einzugehen  brauchten,  sondern  den 
Mechanismus  mehr  als  ein  Ganzes  vornehmen  konnten. 

Zweites  BeispieL  In  welchem  Verhältnis  müssen  bei  der 
Robervälsohen  Wage  die  Kräfte  P^  und  P^  zueinander  stehen, 
damit  das  System  im  Gleichgewicht  istt  (Zu  untersuchen  mittels 
der* Methode  der  KWP;  Fig.  170.) 

Der  Mechanismus  ist  die  Hebelverbindung  AB  usw.  Die 
freien  Kräfte  sind  die  Gewichte  P^  und  P^ .  Wir  leiten  eine  Be- 
wegung ein,  indem  wir  z.  B.  den  Hebel  AB  etwas  links  herum- 
drehen (Fig.  170).  Wie  die  Figur  zeigt,  verschiebt  sich  dann  der 
linke  Arm  OJ  um  eine  Strecke  nach  unten  und  der  rechte  Arm 
um  dieselbe  Strecke  nach  oben.  Die  Verrückungen  der  Angriffs- 
punkte mögen  i^i  und  v^  heißen.    Die  Wege  der  Kräfte  P^  und  P, 

sind  also: 

Weg  von  Pi :     di  «  +Vi  •  cos9>|  , 

Ferner  die  KWP: 

KWP  von  Pi :     P^ .  ^j  =  H-P^  •  t?j  cos^Jj  , 
„         „    Pj :     Pg  •  ^2  =^  — P«  •  ^2  cos9?g  , 
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und  die  Methode  der  KWP  liefert  also  die  Gleichung: 

+Pi  •  Vi  cosq)i  —  Pj  •  t?2  0089^2  =  0  , 
Nun  ist  aber  bei  diesem  Mechanismus: 

t?i  =  t?2  ;     9?i  «=  9?8  . 
Hiermit  geht  die  obige  Formel  über  in: 


2' 


31? 


^>/V/V/V/:^/^^^^^^ 


Fig.  170. 

Der  Vergleich  mit  der  in  §  63  gegebenen  Lösung  zeigt  deutlich 
die  Überlegenheit  der  KWP-Methode. 


IIL  Beweis  der  KWP-Metfaode, 

Den  Angelpunkt  der  Methode  der  KWP  bildet  also  die  Gleichung; 


(I) 


Pl-di+Pg  .Cf2  +  ...s:0. 


In  Worten:  Hält  sich  an  einem  3Iechani8mtis  eine  Gruppe  von 
Kräften  das  OleicJigewichtj  und  denkt  man  sich  nun  mit  dein  Me- 
chanismus eine  mögliehe  {virtuelle)  Bewegung  ausgeführt,  so  ist  die 
Summe  der  hierbei  entstehenden  Kraft  X  Weg-Produkte  aller  freien 
Kräfte  gleich  NviL   Nun  wollen  wir  beweisen,  daß  dieses  tatsächlich 
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der  Fall  ist.  Und  zwar  wird  der  Beweis  so  geführt  werden,  daß 
die  KWP-Methode  als  eine  Folgerung  aus  den  „einfachen"  Gleich- 
gewichtsbedingungen  erscheint. 

1.  Beweis  tür  den  treten  Punkt. 

An  einem  frei  beweglichen  Punkte  m  mögen  Kräfte  P^ ,  P,  usw. 
angreifen,  die  zusammen  ein  Gleichgewichtssystem  bilden.  Wie  groß 
ist  bei  einer  möglichen  Verrückung  des  Punktes  die  Summe  der  KWP 
dieser  Kräfte!    (Fig.  171.) 

Da  der  Punkt  vollständig  frei  beweglich  angenommen  ist 
(ohne  Lagerung),  so  ist  jede  Bewegung  eine  mögliche.  In  Wirklich- 
keit führt  der  Punkt  zwar  keine  Bewegung  aus,  da  ja  die  Kräfte 
Pj . .  P4  ein  Gleichgewichtssystem  bilden  sollten.  Ich  denke  mir 
aber  willkürlich  eine  Bewegung  eingeleitet,  nur  um  zu  sehen,  wie 
groß  in  diesem  Falle  die  KWP  sein  würden. 

Diese  eingeleitete  Verrückung  sei  v  (Fig.  171).  Sie  schließe 
mit  den  Kräften  die  Winkel  ä^  . .  a^  ein.  Daraus  folgen  dann 
nach  unserer  Erklärung  die  „Wege"  der  einzelnen  Kräfte: 

3i  =  +t7'COSö4  ;    3g  =— v-cosa,;    ^3="— t^-cosöCj ;    3^  =+t?'C0sa4  , 

[Die  Verrückung  v  hat  denselben  Sinn  wie  die  Kräfte  P^  und  P^ , 
und  entgegengesetzten  Sinn  wie  die  Kräfte  P^  und  P3 ;  daher  er- 
geben sich  die  verschiedenen  Vorzeichen  der  Wege  d^. .  d^ .]  Durch 
Multiplikation  der  Kräfte  mit  den  Wegen  erhalten  wir  schließlich 
die  Summe  der  KWP: 

-=  v(Pj  cos  «i  —  P,  cos  «,  —  P,  cos  a,  +  P4  cos  a^)  . 

Diesen  Ausdruck  bekommen  wir  also  zunächst  für  die  Summe 
der  KWP.  Der  Klammerausdruck  auf  der  rechten  Seite  ist  aber 
ein  alter  Bekannter.  Denn,  denke  ich  mir  die  Linie  rnrn^ 
(Bewegungslinie)  als  o;- Achse  genommen  und  bilde  nun  von  jeder 
Ejraft  P  die  Projektion  P-  cosä  auf  diese  Achse,  so  ist  die  Summe 
dieser  Projektionen  nichts  anderes  als  der  Klammerausdruck  auf 
der  rechten  Seite  der  obigen  Gleichung.  Diese  Summe  der  Projek- 
tionen auf  die  o?- Achse  werde,  wie  gewöhnlich,  Bg.  genannt.  Mit 
dieser  Bezeichnung  nimmt  der  obige  Ausdruck  die  Form  an: 

Nun  wissen  wir  aber  aus  den  „einfachen"  Gleichgewich tsbedingangen, 
daß  in  diesem  Falle  die  Summe  Rg  der  Projektionen  gleich  Null  ist. 
Denn  die  angreifende  Kräftegruppe  sollte  ja  ein  Gleichgewichts- 
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System  bilden.    Wir  müssen  also  in  dem  obigen  Ausdruck  für  22« 
den  Wert: 

einsetzen  und  erhalten  dann  die  endgültige  Formel: 

(Pj .  ^1  +  . .  +  P4  •  <J J  «  u  •  Ä,  =  t>  •  0  =-  0  , 


(I) 


Pi-di+P2.di5  +  ...  =  0. 


Fig.  171. 

Hiermit  ist  bewiesen:  Hält  sich  an  einem  frei  lewegliehen  Punkte 
eine  Oruppe  von  Kräften  das  Oleichgemakty  so  ist  hei  jeder  an- 
genommenen VerrOckung  dieses  Punktes  die  Summe  der  KWP  der 
Kräfte  gleich  Null.  [Man  beachte  hierbei,  daß  nicht  etwa  jedes 
einzelne  KWP  gleich  Null  ist,  sondern  ein  Teil  der  KWP  ist 
positiv,  ein  Teil  negativ.     Die  Summe  ist  gleich  NullJ 

Übungsaufgabe:  Der  Leser  zeichne  einen  Punkt  mit  irgend- 
einem Gleichgewichtssystem  von  Kräften  auf,  leite  eine  Ver- 
rückung V  ein,  konstruiere  die  Wege  d  und  rechne  die  KWP 
einzeln  aus.  Dann  wird  er  sehen,  daß  tatsächlich  für  die  Summe 
aller  KWP  der  Wert  Null  herauskommt. 
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Bemerkung:  Bei  einem  frei  beweglichen  Punkte  wird  allerdings 
die  KWP-Methode  gegenüber  den  „einfachen"  Gleichgcwichts- 
bedingungen  keine  Vorteile  bieten.  Denn,  da  hier  alle  Kräfte 
freie  Kräfte  sind,  müssen  sie  sämtlich  in  der  Gleichung 
Pj  •  dj  +  P,  •  Äg  +  . .  —  0  aufgeführt  werden.  Man  spart  also  nichts 
an  Kräften  und  hat  nur  die  Unannehmlichkeit,  daß  man  sich 
noch  um  die  Wege  6  kümmern  mufi.  Auch  mathematisch  zeigt 
sich  dieser  enge  Zusammenhang  zwischen  den  beiden  Methoden. 
Denn,  wenn  ü^^  =  0  ist,  so  ist  es  selbstverständlich,  daß  das 
Produkt  V'R^  ebenfalls  gleich  Null  ist.  Insofern,  als  zwischen 
diesen  beiden  Behauptungen,  die  ja  denselben  Inhalt  haben,  ein 
neuer  Gedanke  nicht  eingeschoben  ist,  kann  auch  die  KWP-Me- 
thode in  diesen  Fällen  gegenüber  der  früheren  Methode  nichts 
Neues  bringen. 

Wohl  aber  wird  ein  neuer  Gedanke  auftreten,  wenn  wir  Fälle 
betrachten,  in  denen  außer  den  freien  Kräften  auch  Zwangskräfte 
vorhanden  sind.     Derart  ist  der  folgende  Fall. 

2.  Beweis  für  den  geführten  Punkt. 

a)  Die  Bahn  sei  geradlinig. 

Der  Punkt  w  in  Fig.  172  sei  nicht  absolut  frei,  sondern  er 
habe  nur  die  Bewegungsmöglichkeit  längs  einer  (geraden)  Führung!^. 
Auf  ihn  wirke  eine  Gruppe  von  Kräften  ein,  und  zwar  derart, 
daß  er  gerade  im  Ruhezustand  gehalten  wird.  Wie  groß  ist  bei 
einer  virtuellen  Bewegung  des  Punktes  die  Summe  der  KWP 
dieser  angreifenden  Kräfte  Pj . .  1 

Jetzt  haben  wir  es  bereits  mit  einem  „Mechanismus**  zu  tun. 
Denn  der  betreffende  Körper  (Punkt)  kann  sich  zwar  noch  be- 
wegen, aber  nicht  mehr  vollständig  frei,  sondern  nur  in  ganz  be- 
stimmter Bahn.  Infolgedessen  tritt  auch  bereits  eine  Zwangskraft 
auf,  nämlich  der  Gegendruck  N  der  Bahn.  Diese  Kraft  ist  also 
nicht  von  vornho]ein  vorhanden,  sondern  wird  erst  durch  die 
eigentlich  angreifenden,  freien  Kräfte  Pj . .   erzeugt. 

Zunächst  zeichnen  wir  den  Punkt  mit  sämtlichen  Kräften 
auf  (Fig.  I72b).  Dann  haben  wir  denselben  Fall  wie  vorhin  in 
Fig.  171 :  Punkt  mit  vier  Kräften,  die  zusammen  ein  Gleichgewichts- 
system bilden.  Denke  ich  mir  also  in  Fig.  172b  eine  Verrückung  v 
ausgeführt,  so  ist  die  Summe  der  KWP  der  vier  Kräfte  Pj . .  ^ 
gleich  Null. 

(II)  Pj.<Ji  +  P2.(52+  ...  +iV^-<Jif-0. 
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Soweit  w&re  also  alles  wie  vorhin.  Die  obige  Gleichung  ist 
zweifellos  richtig;  sie  bietet  aber  keinen  Vorteil,  da  ja  die  Zwangs- 
kraft N  ebenfalls  noch  vorkommt. 

Nun  berücksichtige  ich  aber,  daß  der  Punkt  m  von  Pig.  172  a 
nicht  frei  beweglich  ist,  sondern  geführt  wird.  Man  kann  also 
nicht  mehr  jede  beliebige  Bewegung  als  „Verrückung  «*'  ein- 
führen, sondern  nur  eine  bestimmte  Bewegung,  nämlich  die  Ver- 


Pig.  172. 


Schiebung  längs  der  Fühining.  Diese  Bewegung  ist  also  als 
TÜrtuelle  (mögliche)  Verrückung  anzunehmen,  und  gerade  hierdurch, 
daß  wir  die  Verrückung  v  den  gegebenen  Bedingungen  anpassen, 
wird  sich  eine  wichtige  Vereinfachung  der  Gleichung  (II)  ergeben, 
Nämlich:  Einerseits  ist  die  virtuelle  Verrückung  v  des  Punktes  m 
nur  in  Richtung  der  Führung  F  möglich.  Andererseits  ist  die 
Auflagerkraft  jY  stets  rechtwinklig  zur  Führung  (von  der  Eeibung 
abgesehen).  Wenn  wir  also  die  Projektion  von  v  auf  die  Kraft- 
richtung bilden,  so  schrumpft  diese  Projektion  stets  in  einen 
Punkt   zusammen.     Das   heißt:   Bei   einer  virhiefien  Verrückung 
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eines  zwangläufig  geführten  PunlUes  ist  der  j,Weg^^  der  ZwangsJcraft 

gleich  NüU. 

Ans    dir  —  0    folgt    aber    weiter,    daß    auch   das   KWP   der 

Zwangskraft 

(in)  N-ify^O 

ist.  In  Worten:  Bei  der  virtuellen  Verrückung  des  Punktes  m  ist 
das  KWP  der  Zwangskraß  gleich  NuU.  Dies  ist  der  neue  Gedanke, 
der  in  der  Untersuchung  hinzukommt. 

Wenn  nämlich  das  KWP  der  Zwangskraft  schon  für  sich 
gleich  Null  ist,  so  brauchen  wir  es  bei  der  Summe  sämtlicher  KWP 
gar  nicht  weiter  aufzuführen.  Es  fällt  also  aus  der  Gleichung  (III) 
ein  für  aUemal  heraus,  so  daß  diese  Gleichung  einfach  geschrieben 
werden  kann: 


(IV) 


Pi .  cfi  ±  Pa  .  di  ±  Ps  •  <f 8  =  0  . 


In  Worten:  Bei  einem  geführten  Punkte ^  der  unter  der  Einwirkung 
einer  Gruppe  von  freien  Kräften  P^ . .  (und  der  dazugehörigen 
Zwangskraft  N)  im  Ruhezustande  ist,  ist  nicht  nur  die  Summe 
der  KWP  sämtlicher  Kräfte,  sondern  bereits  die  Summe  der  KWP 
der  freien  Kräfte  gleich  Null. 

Die  Gleichung  (IV)  ist  bereits  ein  wertvoller  Portschritt.  Wir 
haben  hierdurch  eine  Beziehung,  in  der  nur  die  freien  Kräfte 
(um  deren  Berechnung  es  sich  ja  meistens  handelt)  auftreten. 
Bedingung  für  die  Anwendung  von  Gleichung  (IV)  ist  nur,  daß 
die  angenommene  Verrückung  v  eine  „virtuelle'*  ist,  d.  h.  eine 
solche,  die  bei  der  betreffenden  Führung  möglich  ist. 

Übungsaufgabe:  Der  Leser  zeichne  einen  geführten  Punkt  mit 
mehreren  freien  Kräften  auf,  die  jedoch  von  der  Art  sind,  daß 
sie  den  Punkt  an  einer  Stelle  festhalten.  (Ihre  Resultierende 
muß  also  rechtwinklig  zur  Führung  stehen.)  Dann  nehme  er  eine 
Verrückung  v  an  und  kontrolliere  durch  direkte  Ausrechnung,  ob 
die  Summe  Pj  •  ^^  +  . . .  wirklich  gleich  Null  herauskommt.  Ferner 
überzeuge  er  sich,  daß  diese  Summe  nicht  gleich  Null  wird,  falls 
man  eine  nicht -virtuelle  Verrückung  zugrunde  legt. 

Beispiel.  In  welchem  Verhältnis  müssen  in  Fig.  172  o  die 
Kräfte  P^  und  P,  zueinander  stehen,  damit  der  Punkt  m  nicht 
verschoben  werdet 

Wir  führen  eine  virtuelle  Verrückung  v  längs  der  Führung 
ein  und  erhalten  die  Wege: 

dl  =  -{-v  '  cos9?|  ;       d^  -=  —V  •  C0S9?2  • 
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Die  Gleichung  (IV)  lautet  somit: 

+Pi  •  cos<pi  —  Pj  •  eos9?2  =•  0  , 

Pj  •  cos9?i  =  P,  •  cos<^ ,. 

Diese  Beziehung   muß  also  im  Gleichgewichtsfalle  zwischen  den 
Kräften  Pj  und  P,  bestehen. 

b)  Die  Bahn  sei  krummlinig, 

Ist  der  Punkt  auf  einer  krummen  Bahn  geführt,  so  beachte 
man,  daß  eine  gekrümmte  Linie  stets  als  eine  Aufeinanderfolge 
von  unendlich  kleinen  geraden  Linien  aufgefaßt  werden  kann. 
Jedes  dieser  unendlich  kleinen  Stücke  hat  die  Eichtung  der 
Tangente  in  dem  betreffenden  Kurvenpunkte;  d.  h.  es  steht  recht- 
winklig zu  dem  Badius  der  Kurve  an  der  betreffenden  Stelle. 
In  Fig.  172  d  wird  man  also  die  Kurve  an  der  Stelle  m  ersetzen 
durch  eine  in  der  Tangente  liegende  unendUch  kleine  gerade 
Strecke.  Die  Verrückung  v  wird  demnach  unendlich  klein  ge- 
nommen. Dies  ändert  aber  nichts  an  der  ganzen  Sache:  Aus  v 
werden  zunächst  wieder  die  d  abgeleitet: 

di^v» GOSq>i  ;       ^2  =  ^ "  cos9?2  >      TJiSW. 

und  hierauf  die  Gleichung  aufgestellt: 

Diese  Gleichung  liefert  dann  die  gesuchte  Beziehung  zwischen  den 
Kräften. 

3.  Beweis  für  den  freien  scheibenförmigen  Körper* 
Eine  Scheibe  möge  sich  innerhalb  ihrer  Ebene  frei  bewegen 
können.  An  ihr  greife  eine  Gruppe  von  Kräften  an  von  der  Größe 
und  Anordnung,  daß  die  Scheibe  gerade  im  Euhezustande  gehalten 
wird.  Wenn  wir  nun  trotzdem  eine  Bewegung  einleiten  würden, 
wie  groß  wäre  die  Summe  der  KWP  dieser  Kraftgruppe  t 

Die  Bewegung,  die  die  Scheibe  ausführen  kann,  ist  entweder 
eine  bloße  Verschiebung  oder  eine  Drehung  oder  eine  Verbindung 
von  beiden.  Wir  werden  nun  beweisen,  daß  sowohl  bei  der  Ver- 
schiebung als  auch  bei  der  Drehung  die  Summe  der  KWP  gleich 
Null  ist.  Damit  ist  dann  auch  bewiesen,  daß  bei  einer  Ver- 
bindung von  Schiebung  und  Drehung  die  Summe  Null  heraus- 
kommen muß. 

a)  Bei  einer  Verschiebung.  Jeder  Punkt  der  Scheibe  und  also 
auch  die  Angriffspunkte  der  Kräfte  mögen  sich  um  eine  Strecke  t^ 
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verschieben  (Fig.  173a).   Dann  entstehen  zu  den  einzelnen  Kräften 
die  zugehörigen  Wege: 

niermit  erhalten  wir  die  Summe  der  KWP  der  Kräfte: 

(Pj  •  ^1  +  .  •  0  =  A  •  ^  •  cos«!  +  A  •  ^  •  CO^Äg  +  . . . 

=  v(Pi  cosaj  +  Pj  cosäj  +  ...)- 


Fig.  173. 

Nehmen  wir  nun  auf  dem  Körper  eine  a?-Achse  an  und  zwar  in 
der  Verschiebungsrichtung,  so  wäre  die  Summe  der  Projektionen 
der  Kräfte  auf  diese  a;-Achse  nichts  anderes  als  der  Ausdruck  in 
der  obigen  Klammer.  Da  außerdem  im  vorliegenden  Falle  die 
Kräfte  ein  Gleichgewichtssystem  bilden  sollen,  hat  diese  Summe  R^i 
die  besondere  Eigenschaft,  daß  sie  gleich  Null  ist.  Wir  erhalten 
somit  auch  für  d^^n  Ausdruck  der  KWP  den  Wert: 

(Pj.  3i  +  . . .)  =  t? .  22,  =  t?  -0  =  0  . 
In  Worten:  Bei  einer  Verschiebung  einer  starren  Scheibe,  an 
der  eine  Gleichgewich t«gruppe  von  Kräften  angreift,  ist  die  Summe 
der  KWP  gleich  NuU. 
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ß)  Bei  einer  Drehung.  Die  Scheibe  Fig.  173  b  drehe  sich  nm 
irgendeinen  Punkt  0.  Der  Drehungswinkel  sei  co  (d.  i.  derjenige 
Winkel,  den  jeder  durch  0  gezogene  Strahl  Om  bei  dieser  Drehung 
durchläuft).  Die  Verrückung,  die  ein  Punkt  m  mit  dem  Abstände  r^ 
von  0  bei  dieser  Bewegung  erfährt,  wird  also  ein  Kreisbogen  von 
der  Länge: 

Verrück ung  t?„  =  Abstand  r«  X  Drehungswinkel  o> 
sein. 

Wir  wollen  die  Drehung  nur  unendlich  klein  nehmen.  Dann 
geht  nämlich  der  Kreisbogen  v^  in  eine  unendlich  kleine  gerade 
Linie  über,  die  rechtwinklig  zum  Eadius  r^  anzunehmen  ist. 
(Der  Kreisbogen  schrumpft  in  eine  Tangente  zusammen.)  Und  wir 
erhalten  aus  der  Verrückung  r«  des  Angriffspunktes  den  „Weg" 
der  Kraft  P«: 

Fällen  wir  nun  in  Fig.  173  b  vom  Drehpunkte  0  das  Lot  A»  auf 
die  Kraft  P,» ,  so  ist  der  Winkel  zwischen  r«,  und  h^  gleich  dem 
Winkel  (p^  «wischen  P,»  und  1?«,.  (Denn  r^^  steht  rechtwinklig 
zur  Verrückung  t?«,  und  Ä«  ist  rechtwinklig  zu  P^  gezeichnet. 
Die  Schenkel  der  Winkel  stehen  also  paarweis  rechtwinklig  zu- 
einander.)    Es  besteht  also  die  Beziehung: 

f„*cos9?ai  =  ^«. 
Hiermit  geht  der  Ausdruck  für  d  über  in: 

^^  «  CO  •  A,n  ('^^  Drehuugswinkel  X  Lot  von  0  auf  P J  • 
Und  schließlich  finden  wir  das  KWP  der  Kraft  P„^: 

P^'d^  =  Pfn'K'CD. 

Denken  wir  uns  nun  in  der  gleichen  Weise  auch  für  die  anderen 
Kräfte  Pg  usw.  die  KWP  angeschrieben  und  schließlich  sämtliche 
KWP  summiert,  so  entsteht  die  Summe  der  KWP: 

{Pi'di+  ...)  =  Pi'hi'co  +  P^-h^'Co  +  ... 

Der  Faktor  od  ist  hierbei  konstant,  da  er  ja  der  Drehungswinkel 
ist,  den  die  ganze  Scheibe  ausführt.  Wir  können  ihn  also  vor 
die  Klammer  ziehen: 

{P,'d,+  ...)^(o(Prh,  +  P^'h^  +  ...) 

=  CO  •  2Mo  , 

Wir  sehen,  in  der  Klammer  steht  nichts  anderes  als  die  Summe 
der  statischen  Momente  aller  Kräfte  in  bezug  auf  den  Punkt  0 . 
Diese  Summe  ist  aber  im  vorliegenden  Fall  glelcb  ülnU,  da  )a  ^e 
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Kräfte  ein  Oleichgewichtssystem  bilden  sollen.  Wir  setzen  also 
den  Wert  j;j^^  _  q 

ein  und  erhalten  die  Bchließliche  Formel: 

(P  •  dj  +  . . .)  =  ö>  •  0  —  0  , 

in  Worten :  Greift  an  einer  starren  Scheibe  eine  im  Gleichgewichts- 
zustande befindliche  Eraftegnippe  an  und  denkt  man  sich  nun 
mit  dieser  Scheibe  um  irgendeinen  Punkt  eine  unendlich  kleine 
Drehung  ausgeführt,  so  ist  die  Summe  der  bei  dieser  Drehung 
entstehenden  KWP  gleich  Null. 

y)  Bei  einer  Schiebung  und  Drehung.  Aus  der  Verbindung  des 
unter  oc)  und  ß)  Gesagten  folgt  sofort  der  Satz: 

Oreifen  an  einer  Scheibe  Kräfte  an  in  der  Größe  und  Anordnung^ 
daß  die  Scheibe  gerade  im  Ruhezustände  gehalten  wird,  und  denkt 
man  sich  trotzdem  eine  Bewegung  eingeleitet  j  die  irgendwie  aus 
Schiebung  und  (unendlich  kleiner)  Drehung  zusammengesetzt  ist,  so 
ist  die  Summe  der  entstehenden  KWP  gleich  Null,     In  Formel: 


Pi  •  di  +  Pa .  di  +  . . .  =  0  . 


Bemerkung.  Ähnlich  wie  beim  frei  beweglichen  Punkte  ist 
auch  bei  der  frei  beweglichen  Scheibe  der  obige  Satz  nichts  anderes 
als  eine  andere,  aber  durchaus  selbstverständliche  Form  der  alten 
Gleichgewichtsbedingungen  (nämlich  der  Gleichgewichtsbedingung 
R^=:0  bzw.  2M  —  0).  Ein  neuer  Gedanke  ist  nicht  hinzu- 
gekommen, denn  es  ist  ja  selbstverständlich,  daß,  wenn  UM  =-  0 
ist,  auch  das  Produkt  w2M  zu  Null  werden  muß.  Bei  einer 
Scheibe  mit  Zwangskräften,  wie  wir  sie  im  folgenden  behandeln 
werden,  ist  die  Sache  anders.  Hier  bildet  die  Methode  der  KWP 
tatsächlich  eine  Weiterführung  der  Theorie. 

Nebenbei  sei  noch  auf  einen  zweiten  Punkt  hingewiesen.  Wir  werden 
später  (§  67)  sehen,  daß,  wenn  eine  Scheibe  sich  aus  einer  Lage  in  eine 
unendlich  benachbarte  Lage  bewegt,  diese  Bewegung  stets  identisch 
ist  mit  einer  Drehbewegung  (eventuell  mit  unendlich  weiter  Drehachse). 
Es  hätte  also  genügt,  den  obigen  Beweis  nur  für  Drehbewegungen  durch- 
zuführen. Doch  ist  die  Durchführung  sowohl  für  Schiebung  als  auch  für 
Drehung  natürlich  ebenfalls  korrekt. 

4.  Beweis  für  den  Mechanismus. 

Jetzt  handle  es  sich  um  eine  Scheibe,  die  irgendwie  geführt 
sei,  oder  auch  um  eine  gelenkige  Verbindung  von  mehreren 
Scheiben  mit  zugehörigen  Führungen  („Mechanismus"  z.  B.  Fig.  167). 
Auf  den   Mechanismus  wirke  eine  Kräftegruppe   derart,   daß  er 
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gerade  im  Buhezustande  gehalten  wird.     iNun  denke  ich  mir  mit 

dem  Meehanismus  eine  virtuelle  Bewegung  ausgeführt  (d.  h.  eine 

soldie,   die  mit  der  Natur  s^ner  Verbindungen  und  Führungen 

Tertraglich  ist),  so  daß  zu  jeder  Kraft  ein  KWP  entsteht.     Wie 

groß  ist  die  Summe  der  KWP  sämtlicher   angreifenden   freien 

Kraftet 

Als  Beispiel  werde    der   Mechanismus  Fig.  174   genommen. 

Zunächst  betrachte  ich  die  einzelnen  Scheiben   mit  sämtlichen 
Kräften,  die  an  ihnen  angreifen : 

J  freie  Kräfte  Pj  und  P, , 

\  Zwangskräfte  Ä  und  6/^.  (Gelenkdruck), 

Scheibe  21^'^'®^'"^*^^»' 

\  Zwangskräfte  Ojj^ai  ^n,h  und  ö//,, 

usw. 


Fig.  174. 

[Es  bedeutet  Qi, «  den  Gelenkdruck,  der  im  Gelenk  a  auf  die  Scheibe  / 
wirkt;  entsprechend  Gu,m  usw.] 

Wenn  wir  nun  bei  dem  Mechanismus  eine  Bewegung  ein- 
leiten, so  daß  zu  jeder  Kraft  ein  KWP  entsteht,  so  ergeben  sich 
zunächst  aus  der  Betrachtung  der  einzelnen  Scheiben  folgende 
Gleichungen  (ohne  Berücksichtigung  der  Vorzeichen): 

Von  Scheibe  I: 

von  Scheibe  II  i 

usw. 
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[Die  Bezeichnungeu  bedeuten  natürlich  folgendes:  ^^  ist  der  Weg  von  P^; 
6^  der  Weg  des  Auflagerdruckes  A;  3/, «  ist  der  Weg  des  Gelenkdruckes  (?/. , 
und  wird  gefunden  durch  Projektion  der  Verrückung  v^  des  Punktes  a  auf 
die  Kraft  ^/, ••] 

Durch  Addition  aller  dieser  Gleichungen  entsteht 

fireie  Kräfte  Auflagerkrafte  6«Ienkkrafte 

' y  * 

Zwangskrflfte. 

Nun  beschränken  wir  aber  unsere  Untersuchungen  auf  „vir* 
tuelle''  Bewegungen;  also  solche,  die  der  Mechanismus  tat* 
sächlich  ausführen  würde,  wenn  er  von  außen  her  bewegt  würde. 
Hierdurch  wird  die  obige  Gleichung  ganz  bedeutend  vereinfacht : 

1)  Der  Weg  &a  wird  zu  Null,  denn  die  Verrückung  des  Angriffs- 
punktes der  Kraft  A  steht  rechtwinklig  zur  Kraftrichtung,  so 
daß  die  Projektion  zu  Null  wird.  Somit  wird  auch  das  Produkt 
A-Öa  zu  Null.  Ebenso  ergibt  sich,  daß  der  Weg  öß  auf  jeden 
Fall  gleich  Null  ist  (da  B  ja  als  festes  Auflager  genommen  ist). 
Also  ist  auch  das  Produkt  B  •  dß  gleich  Null.  Entsprechend  ergibt 
sich  bei  jeder  anderen  Auflagerkraft  das  KWP  zu  Null.  Bei  den 
Auflagerkräfien  wird  jedes  einzelne  KWP  zu  Null. 

2)  Die  Kräfte  ö/,a  ^^d  (^ii,n  sind  der  Größe  nach  gleich,  da  sie 
ja  ein  und  denselben  Gelenkdruck  bedeuten,  dargestellt  in  seiner 
Wirkung  auf  die  beiden  Scheiben.  Auch  die  Wege  3/,.  und  du^a 
sind  gleich  lang,  da  sie  ja  die  Projektion  ein  und  derselben 
V^erßchiebung  t?«  des  Gelenkes  a  sind.  Die  Produkte  Oi,a'^i,u 
und  Gii^a'^n.a  sind  also  ebenfalls  gleich  groß.  Sie  haben  aber 
entgegengesetzte  Vorzeichen;  denn,  wie  der  Augenschein 
lehrt,  ist  der  eine  Weg  d  stets  in  Eichtung  der  betreffenden 
Kraft  und  der  andere  Weg  6  entgegengesetzt  der  zugehörigen 
Kraft.     Es  ist  also: 

und  daraus  folgt: 

Entsprechend  gilt  für  die  beiden  Kräfte  ö//,^  und  Om^t,9  diß  an 
dem  Gelenk  h  auf  die  anstoßenden  Scheiben  wirken:  Die  Kräfte 
sind  gleich  groß;  auch  die  Wege  sind  gleich  lang,  aber  entgegen- 
gesetzt im  Vorzeichen.  Deshalb  sind  auch  die  Produkte  Om^  b '  ^iii, » 
und  Ou,h'^u,h  gleich  groß,  aber  entgegengesetzt  im  Vorzeichen. 
Ihre  Summe  ergibt  also  Null.  Allgemein  gilt  somit  der  Satz:  Die 
KWPj  die  zu  den  an  einem  Oelenkpunkte  wirkenden  OelenkdrücJcen 
gehören,  heben  sich  gegenseitig  fort.     Dieser  Satz  gilt  übrigens,  wie 
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man  leicht  einsiebt,  anch  fär  Gelenke,  an  denen  mehr  als  swei 
Schei\>en  zusammenstoßen. 

Kehren  wir  jetzt  zu  unserer  Gleichung  (V)  zurück,  so  er- 
gibt sich  folgendes:  Von  den  KWP  der  Äuflagerkräfte  hat  sich 
gezeigt,  daß  sie  einzeln  gleich  Null  sind.  Von  den  KWP  der  Ge- 
lenkkrafte  hat  sich  gezeigt,  daß  sie  sich  an  jedem  Gelenke  auf- 
heben. Es  sind  also  nur  übrig  geblieben  die  KWP  der  freien 
Kräfte: 


(VI) 


JPi  •  rfi  +  JP«  •  rf«  +  ...=■  0  . 


In  Worten:  HäU  sich  an  irgendeinem  beliebig  gestutzten  und 
beliebig  aus  Scheiben  zusammengesetzten  Mechanismus  eine  Oruppe 
von  (freien)  Kräften  das  Oleichgewicht,  so  ist  die  bei  einer  virtuellen 
VerrOckung  entstehende  Summe  der  KWP  gleich  Nuü.  Und  zwar 
gilt  diese  Aussage  nicht  nur,  wenn  man  alle  Krfifte  einführt  (was 
nämlich  kein  Gewinn  für  uns  wäre),  sondern  auch  dann,  wenn 
man  nur  die  freien  Kräfte  einführt  (was  eine  erhebliche  Bechen- 
vereinfachung  bedeutet).  Bedingung  ist  nur,  daß  die  angenommene 
Bewegung  auch  wirklich  eine  „yirtuelle*'  ist. 

Die  gedachte  Bewegung  muß  also  genau  den  Torgeschriebenen  Bahnen 
entsprechen.  Für  ein  bewegliches  Lager  darf  nur  eine  Bewegung  l&ngs 
der  Fahrung  herauskommen;  an  einer  Gelenkstelle  darf  der  Zusammen • 
hang  der  Scheiben  nicht  gestiert  werden  usw.  Auf  diesen  Punkt  muß  hin- 
gewiesen werden,  weil  man  ja  gedanklich  jeder  Scheibe  jede  beliebige  Be- 
wegung zudiktieren  könnte,  gewissermaßen  unter  Zerreißung  der  Zu- 
sammenhänge.    Eine  solche  Bewegung  wäre  dann  aber  keine  Tirtuelle. 

Hiermit  ist  das  Prinzip  der  virtuellen  Verrückungen  auch  für 
einen  beliebig  zusammengesetzten  Mechanismus  bewiesen. 


IV.  ZosammenfasBung, 

In  diesem  Paragraphen  haben  wir  das  Oleichgewicht  von 
Mechanismen  betrachtet.  Es  handelt  sich  um  die  Frage :  „Wenn 
ein  Mechanismus  durch  eine  Gruppe  von  Kräften  im  Gleichgewicht 
gehalten  wird,  welche  Beziehungen  lassen  sich  zwischen  diesen 
Kräften  aufstellen t'*    Die  Lösung  ist  folgende: 

1.  Wir  denken  uns  bei  dem  Mechanismus  eine  Bewegung  ein* 
geleitet,  so  daß  die  Angriffspunkte  der  Kräfte  „Yerröekungen  v^* 
ausführen.  Bedingung  für  diese  künstlich  eingeleitete  Bewegung 
ist  nur,  daß  sie  eine  „virtuelle*'  ist;  d.  h.  daß  sie  den  Auflager- 
und Gelenkverbindungen,  denen  der  betreffende  Mechanismus 
unterworfen  ist,  entspricht.  (Bei  einem  zwangläufigen  Me- 
chanismus,  der  nur  eine  bestimmte  Bewegungsmöglichkeit  hat, 
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ist'  diese  virtuelle  Verrückung  also  gerade  die,  die  der  Mechanis- 
mus ausführen  würde,  sobald  daa  Gleichgewicht  gestört  w^den 
würde.) 

2.  Die  Verrückungen  selbst  sind  allerdings  für  die  weitere 
Untersuchung  nicht  direkt  verwendbar.  Wohl  aber  deren  Pro- 
jektionen auf  die  Kräfte,  die  ,9 Wege  d^K  Bildet  man  nämlich 
für  jede  Kraft  das  Produkt  aus  ihrer  Größe  P  und  ihrem  Wege  d , 
so  läßt  sich  die  Aussage  beweisen:  Die  Summe  sämtlicher  KWP 
ist  gleich  Null.     In  Formel: 


(I) 


Pi .  rfi  +  Pg  •  di  +  . . .  =  0  . 


[Natürlich  kann  die  NuUwerdung  der  obigen  Summe  nur  da- 
durch zustände  kommen,  daß  ein  Teil  der  Produkte  positiv,  ein 
Teil  negativ  ist.  Positiv  sind  die  Produkte,  bei  denen  d  dieselbe 
Pfeilrichtung  hat  wie  P;  negativ,  wenn  d  entgegengesetzt  ist  P.] 

Das  Wertvolle  bei  der  obigen  Gleichung  ist,  daß  nur  die  KWP 
der  freien  Kräfte,  nicht  aber  der  Zwangskräfte,  angeschrieben  zu. 
werden  brauchen.  Eigentlich  müßte  man  die  letzteren  natürlich 
auch  berücksichtigen.  Die  Untersuchung  hat  aber  gezeigt,  daß, 
sofern  wir  uns  auf  virtuelle  Verrückungen  beschränken,  die  KWP 
der  Zwangskräfte  entweder  direkt  einzeln  gleich  Null  werden  (bei 
den  Auflagern)  oder  aber  in  Gruppen  sich  fortheben  (bei  den 
Gelenken).  Auf  diese  Weise  ist  eine  Gleichung  entstanden,  die 
von  den  Zwangskräften  frei  ist  und  sich  infolgedessen  vorzüglich 
zur  Berechnung  der  freien  Kräfte  eignet. 


V,  GeschichtllcheB. 

Das  Prinzip  der  yirtuellen  Verrüokungen  ist  zum  erstemnal  in  seiner 
allgemeinen  Gültigkeit  und  dem  Hinweis  auf  die  allgemeine  Bedeutung 
ausgesprochen  Ton  Johann  Bemovüi,  im  Jahre  1717  in  einem  Briefe  an 
Varignon,  Doch  lassen  sich  die  Ansätze  von  diesem  Satze  weit  früher  nach- 
weisen. Bereits  Oalüei,  der  Begründer  der  wissenschaftlichen  Mechanik 
(1564—1642),  femer  Descartea  (1596—1650)  u.  a.  hatten  erkannt,  daß  das 
Ausschlaggebende  beim  Gleichgewicht  von  Mechanismen  das  Produkt  aus 
Kraft  X  ^eg  ist.  Dieser  Gedanke,  das  Produkt  aus  Kraft  und  Weg  zu  bilden 
ist,  ist  aber  zweifellos  der  Kernpunkt  des  ganzen  Satzes,  so  daß  man  wohl 
behaupten  kann,  daß  namentlich  schon  Oalüei  das  Prinzip  der  virtuellen 
Verrückungen  zwar  nicht  in  seiner  Allgemeinheit  erkannt,  immerhin  aber 
gewissermaßen  empfunden  und  bei  hierzu  geeigneten  Aufgaben  auch  ver- 
wendet hat.    (Schiefe  Ebene,  Flasohenzug.) 

Das  Interessante  hierbei  ist,  daß  Oalüei  nachweislich  den  Satz  vom 
Kräfteparallelogramm  nicht  gekannt  hat.  Wenn  manaber  die  En twicki ung 
ier  Mechanik  überlegt,   erscheint  es  gar  nicht  wunderbar,  daß  die  Yer- 
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Wendung  der  EWP  zur  Untersuchung  von  Gleich gewichtsaufgaben  früher 
war  als  die  Verwendung  des  Satzes  vom  Kräfteparallelogramm:  Denn  am 
meisten  beschäftigten  sich  damals  die  Physiker  mit  der  Untersuchung  der 
sog.  einfachen  Maschinen  (Hebel,  Flasohenzug,  schiefe  Ebene  usw.);  also 
mit  unseren  ,,Mechanismen^^  Die  damals  gestellten  Fragen  waren:  Wie 
müssen  sich  bei  der  schiefen  Ebene  Last  und  Kraft  verhalten^  um  Gleich- 
gewicht zu  erzielen?  usw.  Gerade  aber  bei  diesen  Aufgaben  wird  der 
Physiker  geradezu  gedrängt,  neben  der  Kraft  ihren  Weg  zu  verfolgen  und 
beide  Größen  miteinander  in  Beziehung  zu  setzen.  So  war  die  Methode 
der  KWP  vorbereitet. 

Noch  ein  zweiter  Umstand  muß  hierbei  erwähnt  werden.  Zu  Zeiten 
Oalileis  war  man  sich  über  das  Wesen  der  Zwangskräfte  noch  nicht  im 
klaren.  Man  betrachtete  vielmehr  die  freien  Kräfte  —  was  ja  der  Anfänger 
auch  jetzt  noch  gerne  tut  —  als  die  einzigen  Kräfte,  um  die  man  sich  zu 
kümmern  braucht  Auch  hier  ist  das  Prinzip  der  virtuellen  Verrückungen 
dem  Forscher  entgegengekommen;  denn  gerade  dieses  Übersehen  der 
Zwangskräfte,  was  bei  anderen  Methoden  ein  Fehler  ist,  ist  erlaubt  bei 
der  KWP-Methode. 

Wir  sehen  somit,  wie  das  Prinzip  der  virtuellen  Verrückungen  sich  aus 
der  Betrachtung  der  einfachen  Mechanismen  entwickelt  hat:  Zuerst  die 
aus  einzelnen  Beispielen  geschöpfte  Beobachtuug,  daß  die  Kraft  und  ihr 
Weg  diejenigen  Punkte  sind,  auf  die  der  Forscher  bei  Untersuchung  der 
Gleichgewichtsverhältnisse  zu  achten  hat.  Später  dann  die  allgemeine 
Erkenntnis  und  mathematische  Formulierung  des  Satzes. 

Lagrange  stellte  1788  das  Prinzip  der  virtuellen  Verrückungen  an  die 
Spitze  der  Mechanik.  Er  faßte  es  als  wirkliches  „Prinzip",  als  Grund- 
fundament der  gesamten  Mechanik  auf  und  e^^ielte  hierdurch  eine  bisher 
noch  nicht  übertroffene  Einheitlichkeit  und  Eleganz  der  Darstellung  aller 
mechanischen  Vorgänge. 

Auch  bei  der  heutigen  Mechanik  steht  das  Prinzip  d.  v.  V.  natürlich 
an  hervorragender  Stelle.  In  der  technischen  Statik  hat  es  allerdings  erst 
ziemlich  spät  Eingang  gefunden.  Wie  es  hier  verwendet  wird  und  wer 
die  betreffenden  Methoden  ausgearbeitet  hat,  wird  später  an  geeigneter 
Stelle  gesagt  werden« 

§65. 
Anwendung  der  KWP-Mefhode  zur  Bereelinung  yon  Tragwerken. 

Die  Anwendrmg  des  Prinzips  der  virtuellen  Verrückungen  zur 
Berechnung  von  Tragwerken  ergibt  sieb  aus  folgenden  Überlegungen. 

1«  Verwandlang  drä  Tragwerkes  in  einen  von  freien  Kräften  im  Gleich- 
gewicht gehaltenen  Meohanismus« 

Ohne  weiteres  kann  die  KWP-Methode  nicht  zur  Berechnung 
von  Tragwerken  verwendet  werden.  Denn  ein  Tragwerk  ist  kein 
Mechanismus,  sondern  muß  im  Gegenteil  ein  unbewegliches 
System  sein.  Um  also  das  Prinzip  der  virtuellen  Verrückungen 
zur   Berechnung    einer    Tragkonstruktion    benutzen    zu   können, 
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müssen  wir  letztere  zunächst  in  einen  Mechanismus  verwandeln. 
Dies  und  die  weitere  Anwendung  der  KWP-Methode  möge  an  Hand 
von  Fig.  175  erläutert  werden. 

Der  Stab  8  in  Fig.  175  soll  berechnet  werden.  Das  Fachwerk 
ist  absichtlich  so  kompliziert  gewählt;  denn  je  komplizierter  die 
Konstruktion,  desto  besser  für  die  Anwendung  der  KWP-Methode. 


Fig.  175. 

Wir  denken  uns  den  Stab  8  herausgenommen.  Hierdurch 
ist  das  Fach  werk  beweglich  geworden.  Denn  es  würde ,  da  ja 
jetzt  ein  Stab  zu  wenig  ist,  unter  der  Einwirkung  der  Lasten  Pj . . . 
einfach  zusammenbrechen.  Wir  haben  also  unser  erstes  Ziel  er- 
reicht: Aus  einem  unbeweglichen  Tragwerk  ist  ein  Mecha- 
nismus geworden. 

und  zwar  handelt  es  sich  um  einen  zwangläufigen 
Mechanismus.  Denn  durch  die  Fortnahme  des  Stabes  8  ist  die 
Konstruktion  in  eine  Anzahl  von  Scheiben  zerlegt  (7,  II  usw.), 
die  mit  dem  Widerlager  und  unter  sich  durch  Gelenke  in  Verbindung 
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stehen.  Wenn  sich  nun  der  Mechanismus  bewegen  würde,  so 
würde  jeder  Teil  desselben  ganz  bestimmte  Yerrückungen  aus- 
führen. [Daß  jeder  Teil  tatsächlich  nur  eine  ganz  bestimmte  Be- 
wegung  ausführen  kann,  werden  wir  später  noch  genauer  beweisen, 
wenn  wir  die  einzelnen  Bewegungen  untersuchen  werden;  §  66  usw.] 
Das  Tragwerk  ist  also  durch  die  Fortnahme  des  Stabes  8  in  eine 
Konstruktion  verwandelt,  die  genau  der  schiefen  Ebene,  der 
RobervaiBchen  Wage  usw.  entspricht,  nämlich  in  einen  zwangläufigen 
Mechanismus. 

Nun  denke  ich  mir  aber  an  den  beiden  Knotenpunkten,  wo 
früher  der  Stab  8  angriff,  dessen  Spannkräfte  angebracht.  Und 
zwar  in  genau  derselben  Größe,  in  der  der  Stab  8  in  der  ur- 
sprünglichen Figur  wirkt.  [Die  Größe  8  ist  natürlich  unbekannt; 
wir  können  sie  aber  eingezeichnet  denken.]  Dann  wird  sich  der 
Mechanismus  nicht  bewegen;  denn  die  beiden  Kräfte  8  wirken 
ja  genau  so  wie  der  Stab  8  selber  in  dem  ursprünglichen  Trag- 
werk. Durch  die  Fortnahme  des  Stabes  8  und  seine  Ersetzung 
durch  die  beiden,  an  seinen  Endpunkten  angebrachten  Spann- 
kräfte haben  wir  also  folgendes  erreicht:  Aus  unserem  Trag  werk 
ist  ein  zwangläufiger  Mechanismus  geworden,  der  durch  die  freien 
(angreifenden)  Kräfte  P^,  P^,  P^j  8,  8  im  augenblicklichen  Buhe- 
zustand  gehalten  wird.  Durch  diese  Umwandlung  haben  wir  das 
Tragwerk  zur  Anwendung  der  KWP-Methode  bereit  gemacht. 

&  Anwendung  der  Methode. 

Die  weitere  Anwendung  der  KWP-Methode  ist  jetzt  eigentlich 
selbstverständlich:  Wir  denken  uns  mit  dem  Mechanismus  eine 
virtuelle  Yerrückung  vorgenommen;  d.  h.  eine  solche,  bei  welcher 
alle  Auflager-  und  Gelenkbedingungen  respektiert  werden.  In 
Fig.  175b  könnte  man  damit  anfangen,  daß  man  den  Auflager- 
punkt Ä  längs  der  vorgeschriebenen  Bahn  etwas  verrückt  (und 
das  feste  Auflager  natürlich  in  Buhe  läßt).  Dann  wird  jeder 
andere  Punkt  eine  ganz  bestimmte  Bahn  ausführen.  Diese  Bahnen 
sind  nach  unseren  früheren  Bezeichnungen  die  „Yerrückungen  v^^. 

Im  nächsten  Vortrage  werden  wir  sehen,  daß  sich  diese  Ver- 
rückungen V  eines  solchen  Mechanismus  in  ganz  überraschend  ein- 
facher Weise  geometrisch  konstruieren  lassen.  Wir  wollen  jetzt 
bei  unserem  Beispiel  Fig.  175b  annehmen,  sie  seien  bereits  ge- 
funden. [Es  bedeute  also  «^  die  Verrückung  des  Angriffspunktes 
der  Kraft  P^ ;  Vs  die  Verrückung  der  linken  Kraft  8 ;  usw.]  Dann 
werden  wir,  wie  im  vorigen  Paragraphen  gezeigt,  zunächst  jede 

38* 
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Verrückang  i>  auf  die  zugehörige  Kraft  projizieren.  Hierdurch 
entstehen  die  ,9 Wege  d**^  der  einzelnen  Kräfte.  Und  schließlich 
bilden  wir  die  Produkte  aus  Kraft  und  Weg  und  setzen  deren 
Summe  gleich  Null.     Hiermit  entsteht  die  Gleichung: 

Pi  •  ^1  +  S  •  da  -  S  •  ^5  +  Pj  •  <5,  -  Ps  •  <5s  —  0  . 
Diese  Gleichung  enthält  als  Unbekannte  nur  den  Wert  S.     Alle 
anderen  Größen  sind  bekannt  (denn  die  Wege  d  ergeben  sich  ja 
aus  der  Figur,  sobald  die  Verruckungen  v  konstruiert  sind).    Wir 
lösen  also  die  Gleichung  nach  8  auf  und  erhalten: 

da  —  ÖS 
Hiermit  ist  unser  Ziel  erreioht. 


Wiederholung, 

Um  den  Stab  8  zu  berechnen,  nehmen  wir  ihn  aus  der  Kon* 
struktion  heraus  und  bringen  statt  seiner  an  den  Endpunkten 
innerhalb  der  früheren  Stabaohse  die  (unbekannten)  Spannkräfte  8 
an.  Hiermit  ist  das  Tragwerk  in  einen  (zwangläufigen)  Mechanismus 
verwandelt.  Um  nun  denjenigen  Wert  von  8  zu  finden,  bei  dem 
der  Mechanismus  im  Buhezustande  bleibt,  wenden  wir  die  Methode 
der  KWP  an:  Wir  erteilen  dem  Mechanismus  eine  virtuelle  Ver- 
rückung, bestimmen  hierdurch  zu  jeder  Kraft  den  zugehörigen 
Weg  d  und  das  Zugehörige  KWP  und  setzen  deren  Summe  gleich 
Null.  Hierdurch  entsteht  eine  Gleichung,  in  der  außer  den  be- 
kannten Kräften  auch  die  Unbekannte  8  vorkommt.  Letztere 
kann  dann  aus  der  Gleichung  berechnet  werden. 

Der  große  Vorteil  dieser  Methode  ist  der,  daß  nicht  erst  die 
Auflagerkräf  te  (Gelenkdrücke)  ermittelt  zu  werden,  sondern  daß  8 
direkt  als  Funktion  der  Lasten  P  angeschrieben  werden  kann.  (Trotzdem 
kann  man  hiernach  auch  Auf lagerkräf  te  usw.  berechnen ;  §  73, 3.  Auf  g.) 

Unsere  nächste  Aufgabe  wird  es  nun  sein,  die  Verrückungen  v 
bzw.  die  Wege  d  zu  untersuchen,  die  ein  solcher  Mechanismus  aus- 
führt. Denn  diese  Größen  brauchen  wir  ja,  um  die  KWP  zu  bilden. 

10.  Vortrag: 
Geometrische  Bewegungslehre  (Kinematik). 

Die  Aufgabe,  mit  der  wir  uns  in  diesem  Vortrage  beschäftigen 
wollen,  lautet:  Bin  Tragwerk  sei  durch  Fortnahme  eines  Stabes 
(oder  einer  Auflagerkraft  od.  dgl.)  in  einen  Mechanismus  ver- 
wandelt.   Wenn  wir  nun  bei  diesem  Mechanismus  eine  virtuelle 
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Bewegung  einleiten,    wie  vollziehen   sich  die  Verrückungen   der 
einzelnen  Teilet 

Wir  haben  jetzt  also  nichts  mit  Kräften  zu  tun;  sondern  es 
soll  nur  geometrisch  untersucht  werden,  welche  Bewegungen  ein 
solcher  Mechanismus  ausführt. 

§66. 
Elementare  Untersuchung  der  Bewegungen« 

1.  Geometrisohe  Konstruktion* 

Um  zu  zeigen,  wie  einfach  die  geometrische  Bewegungslehre 
ist,  möge  zunächst  eine  Aufgabe  in  ganz  elementarer  Weise  be- 
handelt werden:  Das  Fach  werk  Pig.  176  a  werde  durch  Fortnahme 


Fig.  176. 

des  Stabes  8  in  einen  Mechanismus  verwandelt  (Fig.  176  b).    Wie 
werden  sich  die  virtuellen  Verrückungen  vollziehen  t 

Der  Mechanismus  besteht  aus  den  beiden  Scheiben  I  und  II, 
die  bei  Ä  fest,  bei  B  beweglich  gelagert  und  bei  ö  gelenkig 
miteinander    verbunden    sind.      Die    „virtuelle**    Bewegung    des 


' 
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Mechanismus  (d.  h.  diejenige,  die  der  vorliegende  Mechanismas 
wirklich  ausführen  kann  und  wird)  ist  also  durch  folgendes  gekenn- 
zeichnet: Punkt  Ä  führt  überhaupt  keine  Verrückung  aus; Tunkte 
muß  auf  der  Führung  F  bleiben,  und  bei  0  müssen  die  beiden 
Scheiben  zusammenbleiben. 

Wir  beginnen  mit  der  Scheibe  I .  Punkt  Ä  muß  fest  bleiben. 
Die  einzige  Bewegung,  die  der  Scheibe  überhaupt  möglich  ist, 
besteht  also  in  einer  Drehung  um  den  Punkt  Ä .  Ob  wir  nach 
links  oder  nach  rechte  drehen,  ist  gleichgültig.  (Es  würden  sich 
nur  alle  Vorzeichen  umkehren.)  Wir  führen  nun  die  Drehung  aus 
Fig.  176  b)  und  haben  somit  die  virtuelle  Bewegung  der  Scheibe  I .) 

Der  Winkel,  um  den  die  Scheibe  gedreht  wird,  kann  beliebig  groß 
genommen  werden.  Nimmt  man  aber  die  Größe  der  Verrückung 
eines  Punktes  an,  so  ergeben  sich  daraus  sofort  die  Verrückungen 
aller  anderen  Punkte.  Beispielsweise  ergibt  sich  aus  einer  an- 
genommenen Bewegung  00'  des  Punktes  O  die  Bewegung  des 
Punktes  ff,  indem  man  um  A  mit  AH  den  Kreis  schlägt  und 
zwar  so  weit,  daß  -^HAH'  (Drehungswinkel  von  H)  gleich  '^OAO' 
(Drehungswinkel  von  (?)  wird.  Entsprechend  für  jeden  anderen 
Punkt  der  Scheibe  I. 

Die  Bewegung  der  Scheibe  II  ergibt  sich  aus  der  Bedingung, 
daß  der  Punkt  B  auf  der  Führung  F  bleiben  und  daß  ferner 
Scheibe  II  an  Scheibe  I  im  Punkte  0  anschließen  muß.  Geometrisch 
wird  man  so  vorgehen:  Man  nimmt  OB  in  den  Zirkel  und  schlägt 
mit  dieser  Strecke  um  ö'  den  Kreis.  Wo  dieser  Kreis  die  Führung 
des  Lagers  schneidet,  ist  die  neue  Lage  des  Punktes  B  (Punkt  B'). 
Um  ferner  die  Verrückung  eines  anderen  Punktes,  z.  B.  des  Punktes  J, 
zu  bestimmen,  nimmt  man  OJ  und  BJ  in  den  Zirkel  und  schlägt 
um  O'  und  B'  Kreise;  usw.  Auf  diese  Weise  kann  man  also, 
indem  man  zunächst  für  die  Scheibe  I  eine  virtuelle  Bewegung 
annimmt,  genau  angeben,  wie  sich  diese  Bewegung  auf  den  ganzen 
Mechanismus  überträgt,  und  welche  Verrückung  jeder  einzelne 
Punkt  erleiden  wird.  Unsere  Aufgabe,  in  elementarer  Weise  die 
Form  aufzufinden,  in  die  das  Fachwerk  Fig.  176a  übergehen 
würde,  wenn  Stab  TJ  nicht  vorhanden  wäre,  ist  somit  durch 
Fig.  176  b  gelöst. 

Aufgäbe:  Der  Leser  ermittle  auf  diese  Weise  die  Verrückungen 
von  Zwischenpunkteu  m ,  n  usw. 
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2.  Weitere  Bemerkungen« 

Wie  man  sieht,  lassen  sich  die  Verrückungen  ganz  elementar 
mit  Zirkel  und  Lineal  finden.  I^amentlich  bei  Scheibe  I,  wo 
alle  Punkte  sich  auf  Kreisen  um  den  Punkt  Ä  bewegen.  Bei 
Scheibe  II  ist  die  Bewegung  allerdings  umständlich,  da  hier  ein 
Gleiten  längs  der  Bahn  F  und  gleichzeitig  eine  Drehung  um  den 
Punkt  G  geschieht. 

Unsere  weitere  Aufgabe  wird  es  nun  sein,  die  geometrische 
Konstruktion  der  Verrückungen  zu  vereinfachen.  Und  zwar  wird 
dies  dadurch  geschehen,  daß  wir  jede  Bewegung  auf  eine  Drehung 
zurfickführen.  Wir  werden  z.  B.  sehen,  daß  auch  die  anscheinend 
80  komplizierte  Bewegung  der  Scheibe  II  nichts  weiter  ist  als 
eine  versteckte  Drehbewegung.  Diese  Zurückführung  aller  Be- 
wegungen auf  die  bequemste  Form  einer  Bewegung,  nämlich  auf 
Drehungen,  ist  der  Fortschritt,  den  die  weiteren  Untersuchungen 
gegenüber  der  soeben  durchgenommenen  elementaren  Darstellung 
bringen  werden. 

§67. 

Zurückführung  der  Bewegungen  der  einzelnen  Glieder  eines 
Mechanismus  auf  einfache  Drehungen. 

L  Ein  HUIssat»  aog  der  Mathematik, 

Für  das  Folgende  möge,  zunächst  ein  mathematischer  Satz 
abgeleitet  werden.  Dieser  hat  vorläufig  nichts  mit  der  Mechanik 
zu  tun,  sondern  ist  rein  geometrischer  Natur.  Er  lautet:  Inner-, 
halb  einer  Ebene  sei  eine  geometrische  Figur,  z.  B.  ein  Viereck, 
in  zwei  verschiedenen  Stellungen  AB  CD  und  Ä'B'G'D'  gezeichnet 
(Fig.  177  a).  Dann  läßt  sich  stets  ein  Punkt  P  ausfindig  machen 
mit  folgenden  Eigenschaften:  Verbindet  man  diesen  Punkt  P  mit 
jedem  Punkte  der  Figur  in  ihrer  alten  und  neuen  Stellung,  so 
sind  erstens  diese  Verbindungslinien  PA  und  PA\  PB  und  PB\ 
PO  und  PC  usw.  je  paarweis  untereinander  gleich,  und  zweitens 
sind  die  Winkel  APA%  BPB\  OPC  usw.  zwischen  diesen  Ver- 
bindungslinien sämtlich  einander  gleich.  Und  zwar  ergibt  sich 
dieser  Punkt  P,  indem  man  bei  zwei  Punkten  der  Figur  die 
Verbindungslinien  zwischen  ihrer  alten  und  neuen  Stellung  zieht 
(z.  B.  die  Verbindungslinien  AA'  und  BB')  und  auf  diesen  Ver- 
bindungslinien Mittellote  errichtet. 

Zum  Verständnis  und  Beweise  dieses  Satzes  nehme  der  Leser 
eine  aus  Pappe  geschnittene  Figur,  z.  B.  ein  Viereck,  und  lege 
es  in  zwei  verschiedene  Stellungen  AB  CD  und  A'B'C'D'  hin 
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(Fig.  177a.  „Alte  Stellung'*  und  „neue  Stellung").  Hierauf  ver- 
binde er  zwei  Punkte,  z.  B.  A  und  B,  der  alten  Stellung  mit 
den  entsprechenden  Punkten  {Ä'  und  B')  der  neuen  Stellung,  er- 
richte auf  diesen  beiden  Verbindungslinien  {AA'  und  BB')  Mittelr 
lote  und  verbinde  schließlich  deren  Schnittpunkt  P  mit  allen 
übrigen  Punkten  {C  und  0\  D  und  D'),  Dann  kann  er  folgendes 
nachmessen:  Erstens,  die  Verbindungslinien  PA  und  PA\  PB 
und  PB'  usw.  sind  paarweis  einander  gleich;  zweitens,  die  Winkel 
APA\  BPB'  usw.  zwischen  den  Verbindungslinien  sind  alle  gleich 
groß.     In  Formeln: 

(1)  PA^PA',    PB^PB\     PG  =  PC\     PD=^PD') 

(2)  <AP^'«<BPJ5'=<CP0'=<DPi>\ 

Hiermit  ist  der  Satz  praktisch  bewiesen. 

Matbematiäch  wollen  wir  ihn  folgendermaßen  beweisen:  Als 
geometrische  Figur  werde  der  Einfachheit  wegen  ein  Dreieck  ge- 
wählt (Fig.  177b;  Seiten  a,  6,  c;  Winkel  a,  ßj  y).  Diese  Figur 
markieren  wir  nun  in  der  Zeichenebene  in  zwei  verschiedenen 
Stellungen  ABG  und  A'B'  C%  bestimmen  in  der  vorhin  beschriebenen 
Weise  den  Punkt  P  als  Schnittpunkt  der  beiden  Mittellote  MP 
und  NP  und  verbinden  P  mit  allen  übrigen  Punkten.  Dann 
sieht  man  bei  der  so  entstandenen  geometrischen  Figur  zunächst 
folgende  Beziehungen  elq:  Es  ist  (wegen  der  Mittellote) 


f  Seite  PA  «  Seite  PA' , 
(la)  

[Seite  Pß- Seite  PB\ 

Somit  ist  ein  Teil  der  Behauptungen  bereits  bewiesen.     Aus  den 

obigen  Beziehungen  folgt  aber  weiterhin  die  Kongruenz  der  beiden 

Dreiecke: 

APBA^APB'A' 

(Übereinstimmung  in  allen  drei  Seiten).     Und  hieraus  folgt: 

^PBA^^PB'A\ 

Addieren  wir  zu  den  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  den  Dreiecks- 
winkel /8,  so  ergibt  sich: 

^PBG'T.^PB'O^ 

Aus  der  Gleichheit  dieser  Winkel  folgt  aber  folgende  Kongruenz 

von  Dreiecken 

APBG^APB'G' 

(Übereinstimmung  in  zwei  Seiten  und  dem  eingeschlossenen  Winkel). 
Und  aus  dieser  Kongruenz  ergibt  sich: 


(1  b)  Seite  PO-  Seite  P  0' . 


m  "■'• 
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Insgesamt  haben  wir  jetzt  also  bereits  die  Gleichungen  bewiesen: 
(1)  PA==PA',    PB^PB\    PG^PC. 

Jetzt  betrachten  wir  noch  die  entstandenen  Winkel  APA'  nsw. 
Aus  der  bereits  vorhin  bewiesenen  Kongruenz  der  Dreiecke  APB 
und  A'PB'  folgt  zunächst,  daß 

^APB^^A'PB' 

ist.  Addiert  man  in  dieser  Gleichung  auf  beiden  Seiten  den 
Winkel  APB%  so  ergibt  sich: 

(2a)  <BPB'^<APA\ 

In  entsprechender  Weise  läßt  sich  der  Winkel  CPC  darstellen, 
so  daß  auch  die  zweite  Behauptung  bewiesen  ist: 

(2)  4:APA'==<BPB'=4:0PG\ 

Hiermit  ist  der  ganze  Satz  mathematisch  bewiesen.  Wie  man 
sofort  einsieht,  gilt  die  entsprechende  Beweisführung  auch  dann, 
wenn  die  betrachtete  geometrische  Figur  nicht  ein  einfaches 
Dreieck  ist,  sondern  irgendeine  andere,  beliebige  Gestalt  hat,  so 
daß  wir  es  mit  einem  ganz  allgemein  gültigen  mathematischen 
Satz  zu  tun  haben. 

Wiederholung:  Wenn  wir  eine  geometrische  Figur  innerhalb 
einer  Ebene  in  zwei  verschiedenen  Stellungen  AB  CD  usw.  und 
A'B'O'D'  usw.  aufzeichnen,  so  läßt  sich  zu  diesen  beiden  Stellungen 
stets  e5n  Punkt  P  angeben,  der  in  folgender  Beziehung  zu  den 
anderen  Punkten  steht.     Es  ist 

(1)  PA^PA',     PB^PB\     PO  =  PG'y     usw.; 

(2)  ^APA''^  <BPB'^^CPO'  usw. 

Zusatz:  Man  kann  diesen  Satz  auch  so  aussprechen  (Fig.  177c): 
Befindet  sich  in  einer  Ebene  eine  beliebige  Anzahl  von  Strecken 
AA%  BB\  00'  usw.  von  der  besonderen  Art,  daß  die  Verbindungs- 
linien ihrer  Anfangspunkte  Aj  B,  0  usw.  dieselbe  geometrische 
Figur  bilden  wie  die  Verbindungslinien  der  Endpunkte  A\  B\  0'  usw., 
so  haben  diese  Strecken  folgende  Eigenschaften:  Errichtet  man 
auf  zweien  von  ihnen  die  Mittellote,  und  verbindet  den  Schnitt- 
punkt P  dieser  beiden  Mittellote  mit  dem  Anfangs-  und  End- 
punkte einer  jeden  Strecke  durch  zwei  Strahlen  {PA  und  PA%  usw.), 
so  sind  diese  Strahlen  paarweis  einander  gleich,  und  die  Winkel 
zwischen  je  zwei  Strahlen  sind  sämtlich  einander  gleich.  Oder  auch: 
Alle  Mittellote  auf  diesen  Strecken  schneiden  sich  in  einem  Punkte  P. 
Aus  dieser  Faasung  sieht  man,  daß  es  sich  hier  um  einen  sehr 
interessanten  Satz  aus  der  Geometrie  handelt. 
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n.  Anwendang  dieses  SstiM  in  der  Heotaanlk. 

Der  obige  mathematiaohe  HiUssatz  wird  sieb  als  sehr  aOtzlich 
erweisen,  um  die  Bewegung  eines  (scheibenffirmigeD)  Körpers 
innerhalb  einer  Ebene  zu  nntersuchen.  Wir  wollen  hierbei  zwei 
FUle  QQterseheiden :  1)  Die  betreffende  Seheibe  habe  sieb  nm  ein 
endliobes  Stock  aas  ibrer  nrsprnnglichen  Lage  entfernt.  2)  Die 
Scheibe  habe  sich  aar  am  einen  unenälicb  kleinen  Betrag  aas 
ihrer  Anfangulage  entfeint. 

1.  Jede  (beliebig  groSe]  OrtiTer&ndeniBK  einet  Sehelbe  k«iD  dnreh  eine 

einlache  Drehung  erilelt  werden. 

In  Fig.  178  ist  eine  starre  Scheibe  —  im  Torliegenden  Falle 

ein  Yicreck  ABGD  —  in  zwei  Lagen  dargestellt.     Auf  welchem 

Wege  die  Scheibe  ans  der  alten  Lage  ABOD  in  die  neue  Lage 


fczj 


Fig.  178. 

Ä'B'G'D'  gelangt  ist,  sei  unbekannt;  ob  durch  geradlinige  Ver- 
schiebung oder  eine  Drehung  oder  beides  gleichzeitig.  Das  eine 
läßt  sich  aber  zeigen,  daß  die  Orteänderung,  die  durch  die  wirklich 
Btattgefnndene  Bewegung  Tollzogeo  ist,  auch  stets  durch  eine 
gewöhnliche  Drehung  um  einen  festen  Punkt  hätte  erreicht 
werden  können. 

Dm  dies  einzusehen,  mache  man  sich  klar,  was  das  Kenn- 
zeichnende einer  Drehbewegung  ist.  Wenn  z.  B.  in  Fig.  178b  die 
Scheibe  .ißOD  dadurch  in  die  neae  Lage  ^i'B'O'D'  gelangt  wäre, 
daß  sie  sich  tat.-<&chlich  am  einen  Drehpunkt  P  gedreht  hätte, 
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Bo  müßten  augenschcinlicb  folgende  Beziehungen  bestehen.  Es 
müßte  sein: 

IPÄ^PA',     PBr^PB']     PC  =  PC']     PD^PD'i 

^  ^       \  <ÄPA'^<BPB''^<CPG'^<DPD' . 

Denn,  wenn  diese  Beziehungen  bestehen,  so  hat  sich  tatsächlich 
jeder  Punkt  i^uf  einem  Kreisbogen  um  P  bewegt,  und  zwar 
haben  alle  Polstrahlen  PJ. ,  PJ5,  PO,  PD  einen  gleichgroßen 
Winkel  beschrieben  (wie  es  ja  bei  der  Drehung  einer  starren 
Scheibe  um  einen  Drehpunkt  sein  muß).  Die  obigen  Gleichungen 
sind  somit  das  Kennzeichnende  für  die  Drehbewegung  einer 
starren  Scheibe  ABCD.  Wenn  also  die  Aufgabe  gestellt  wird, 
eine  Scheibe  AB  OD  durch  eine  einfache  Drehung  in  eine 
neue  Lage  A'B'G'D'  zu  bringen,  so  heißt  dies  in  mathematischer 
Hinsicht  nichts  anderes  als:  einen  Punkt  P  ausfindig  zu  machen, 
der  zu  den  übrigen  Punkten  A ,  A'  usw.  in  den  Beziehungen  steht: 
PA  =  PA'  usw. 

Nun  haben  wir  aber  in  Absatz  I  dieses  Paragraphen  bewiesen, 
daß  sich  zu  zwei  geometrischen  Figuren  ABCD  und  A'B'O'D' 
stets  ein  Punkt  P  ausfindig  machen  läßt  von  der  Eigenschaft, 
daß  die  Beziehungen  bestehen:  PA  ^  PA\  usw.  Es  läßt  sich 
also  zu  zwei  Lagen  ABGD  und  A'B'G'D'  einer  Scheibe  stets  ein 
Punkt  P  aufsuchen,  der  genau  dieselben  mathematischen  Be- 
dingungen erfüllt  wie  der  Drehpunkt  bei  einer  Drehbewegung. 
Mit  anderen  Worten:  Zu  zwei  Lagen  ABGD  und  A'B'G'D'  einer 
Scheibe  läßt  sich  stets  ein  Punkt  P  angeben  von  der  Eigenschaft, 
daß  wir  die  Scheibe  nur  um  diesen  Punkt  P  zu  drehen  brauchten, 
um  aus  der  einen  Lage  in  die  andere  zu  kommen.  Gefunden  wird 
dieser  Punkt  P ,  indem  wir  —  wie  vorhin  bewiesen  —  zwei  Ver- 
bindungslinien AA'  und  BB'  ziehen  und  auf  diesen  Mittellote  er- 
richten. 

[Man  beachte  wohl:  Die  wirkliche  Bewegung  der  Scheibe  aus  der 
einen  Lage  in  die  andere  kann  auf  die  verschiedensten  Weisen  geschehen 
sein.  Über  diese  tatsächlicli  stattgefundenen  Bewegungen  läßt  sich  natürlich 
aus  der  bloßen  Betrachung  der  Anfangs-  und  Endlage  nichts  aussagen. 
Wohl  aber  sagt  unser  Satz  aus,  daß  sich  dasselbe  Resultat  auch  stets 
durch  eine  einfache  Drehbewegung  erzielen  ließe.  Er  zeigt  also  den 
einfachsten  Weg,  den  die  Scheibe  genommen  haben  könnte.] 

Es  kann  natürlich  auch  vorkommen,  daß  die  Drehbewegung 
in  eine  einfache  Verschiebung  übergeht.  Dies  zeigt  sich  darin, 
daß  sich  bei  der  Konstruktion  des  Drehpunktes  P  ergibt,  daß  er 
in  die  Unendlichkeit  fällt.  Dann  werden  die  Bahnen  der  einzelnen 
Punkte,  d.  h.  die  Kreisbögen  um  den  Punkt  P,  gerade  Linien. 
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2.  Die  genaue  Ansehmiegung  der  Drehbewegungen  an  die  wirklich  aus- 
geführten Bewegungen. 

Betrachten  wir  eine  Scheibe  im  Verlaufe  ihrer  wirklich  aus- 
geführten Bewegung,  so  können  wir  nach  dem  beschriebenen  Ver- 
fahren für  je  zwei  aufeinanderfolgende  Stellungen  den  Drehpol 
bestimmen  und  die  dazwischenliegende  Bewegung  durch  eine  ein- 
fache Kreisbewegung  um  den  gefundenen  Pol  ersetzen.  Je  näher 
benachbart  die  einzelnen  Stellungen  genommen  werden,  desto 
besser  wird  die  Kreisbewegung  mit  der  wirklichen  Beweguni^ 
übereinstimmen.  Und  wenn  wir  schließlich  zu  unendlich  benach- 
barten Stellungen  übergehen,  wird  diese  wirklich  stattgefundene, 
unendlich  kleine  Bewegung  genau  übereinstimmen  mit  der  Kreis- 
bewegung um  den  zu  diesen  beiden  Stellungen  konstruierten 
Drehpol. 

In  diesem  besonderen  Falle  bezeichnen  wir  den  Drehpunkt  P 
als  den  ^«momentanen  Drehpol'';  so  genannt,  weil  eine  Dreh- 
bewegung um  diesen  Punkt  für  einen  Augenblick  mit  der  wahren 
Bewegung  der  Scheibe  übereinstimmt. 

Wenn  man  also  die  Bahnen  betrachtet,  die  die  einzelnen 
Punkte  einer  Scheibe  zwischen  zwei  unendlich  benachbarten 
Stellungen  beschreiben,  so  stimmen  diese  Bahnen  vollständig 
überein  mit  denjenigen  Bahnen,  die  entstehen  würden,  wenn  die 
Scheibe  als  Ganzes  eine  einfache  Drehbewegung  ausführen  würde. 
Ein  Unterschied  zwischen  den  Bahnen  der  gegebenen  Bewegung 
und  den  Bahnen  dieser  gedachten  Drehbewegung  wäre  gar  nicht 
mehr  zu  bemerken.  Wir  haben  also  den  Satz:  Wie  auch  die 
Bewegung  einer  Scheibe  beschaffen  sein  möge,  sie  ist 
nichts  anderes  als  die  stete  Aufeinanderfolge  von  ein- 
fachen Drehbewegungen.  Zu  jeder  dieser  unendlich  vielen 
Drehbewegungen  gehört  aber  im  allgemeinen  ein  besonderer  Pol 
(der  momentane  Drehpol). 

Dies  ist  der  „Satz  vom  momentanen  DrehpoP^  Durch  ihn 
kann  die  komplizierteste  Bewegung  in  eine  Eeihe  von  einfachen 
Drehbewegungen  aufgelöst  werden. 

III>  Zugammenfassnng* 

Das  wichtige  Besultat  dieses  Paragraphen  ist  folgendes:  Wenn 
man  eine  Scheibe  in  einem  Augenblicke  ihrer  Bewegung  beobachtet, 
so  ergibt  sich  stets,  daß  diese  Bewegung  nichts  anderes  sein 
kann  als  eine  einfache  Drehbewegung  um  einen  Punkt  P. 
Die  Bahnen  der  einzelnen  Punkte  mögen  noch  so  kompliziert  sein« 
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es  läßt  sich  stets  ein  Pol  P  ausfindig  machen  von  der  Eigenschaft, 
daß,  wenn  man  die  Scheibe  einfach  um  diesen  Pol  drehen  würde, 
genau  die  Bahnen  der  einzelnen  Punkte  wieder  zum  Vorschein 
kommen  würden. 

Dieser  Satz  entschleiert  gewissermaßen  mit  einem  Sehlage  alle 
Bewegungen,  die  überhaupt  möglich  sind.  Allerdings  gilt  er  immer  nur 
für  einen  Augenblick  der  betreffenden  Bewegung.  Dies  genügt  aber. 

§68. 
Bestimmung  der  momentanen  Drehpole. 

I.  Grandprinrip  der  Polbestimmungen. 

um  nun  in  einem  gegebenen  Falle  die  Auflösung  einer  statt- 
gefundenen  Bewegung  in  lauter  Drehbewegwigen.  wirklich  aus- 
führen zu  können,  muß  man  natürlich  auch  die  Pole  dieser 
Drehungen  angeben.  Wie  man  zu  jeder  Lagenänderung  einer 
Scheibe  den  Pol  der  zugehörigen  Drehbewegung  findet,  ergab  sich 
ja  bereits  bei  der  Untersuchung,  die  zur  Erkenntnis  der  Dreh- 
bewegung überhaupt  führte  (Fig.  178):  Auf  den  Bahnen  AA' 
und  BB'  zweier  Punkte  werden  Mittellote  errichtet.  Deren 
Schnittpunkt  P  ist  dann  der  Drehpunkt  für  die  Drehbewegung 
der  ganzen  Scheibe. 

Im  folgenden  werden  wir  uns  immer  auf  unendlich  kleine 
Bewegungen  beschränken  (damit  die  Drehbewegung  vollständig 
identisch  werde  mit  der  augenblicklichen  Bewegung  des  be- 
treffenden Körpers).  Hierdurch  entstehen  noch  Vereinfachungen, 
wie  aus  Fig.  178  hervorgeht,  wenn  man  die  V7ege  AA'  und  BB' 
unendlich  klein  nimmt.  Der  Punkt  A'  liegt  dann  unmittelbar 
neben  A ,  und  das  Mittellot  erscheint  unmittelbar  im  Punkte  A . 
Entsprechend  ist  es  bei  BB'  und  seinem  Mittellote.  Wir  haben 
also  den  Satz:  Vm  bei  einer  unendlich  kleinen  Bewegung  den 
Drehpol  zu  finden,  errichte  man  direkt  in  zwei  Tunkten  (A  und  B) 
rechtwinklig  zu  deren  Bewegungsrichtungen  (AA'  und  BB')  die  Lote. 
Deren  Schnittpunkt  ist  dann  der  Pol.  Dies  ist  das  Grundprinzip 
aller  Polbestimmungen. 

[Von  zwei  Punkten  der  Scheibe  muß  man  also  die  Linien 
kennen,  innerhalb  welcher  sie  sich  bewegt  haben.  Dann  kann 
man  den  —  für  alle  Punkte  gültigen  —  Drehpol  bestimmen.] 

n.  Direkte  Anwendung  dieses  Grundprinzips. 

Mit  nilfe  dieses  Grundprinzips  lassen  sich  bei  vielen  Bewegungen 
sofort  die  Drehpole  der  sie  ersetzenden  Drehbewegung  angeben. 
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Fall  1:  BiuF  Sehelbe,  »n  einem  Drehbolzen  angeschlossen. 
Als  Beispiel  nehme  man  die  Scheibe  I  von  Fig.  176  mit  dem 
Drehpunkte  A .  In  diesem  einlachsten  Falle  —  der  nnr  der  Yoll- 
Etäodigheit  wegen  mit  aufgeführt  werden  soll  —  brauchen  wir 
natürlich  überhaupt  keine  Theorie,  Denn  die  einzigie  mögliche 
Bewegung  der  Scheibe  ist  die  Drehung  am  Ä.  Dieser  Punkt 
bleibt  also  dauernder  Drehpol, 

Fall  2:  Eine  Scheibe  auf  iwel  geraden  oder  kmmmllntgen  Führungen. 

Die  augenblickliche  Lage  einer  Scheibe  sei  in  Fig.  179  dai^estellt. 
Wie  wird  sich  diese  Scheibe  im  nächsten  Augenblick  bewegen  t 

Wir  kennen  die  Bewegungen  zweier  Funkte:  Der  Punkt  Ä 
muB  sich  längs  der  geradlinigen  Bahn  f ,  bewegen.  Br  lege  hierbei 
einen  Weg  AA'  zurück.    Der 
Punkt  B  muß  sich  längs  der  «^^ 

krummen  Fähmng  f,  bewe-  |  ^x"--.^ 

gen ;  er  wird  hierbei  ein  Kurven- 
element BB'  zurücklegen. 

um  Dan  den  Drehpol  P 
za  bestimmen,  möSten  wir 

eigentlich  auf  AA'  and  BB'  ■ 

die  Mittellote  errichten.  Da 
wir  aber  nur  die  nächste, 
nnendlich  kleine  Bewegung 
der  Scheibe  wissen  wollen,  so 
müssen  wir  auch  die  Linie  AA' 

als  nnendlich  annehmen.  Die  pj     ^.jr^ 

Punkte  A  and  A'onteisoheiden 

sidt  dann  in  der  Zeichnung  überhaupt  nicht,  so  dafl  an  Stelle  des 
Mittellotea  von  AA'  einfach  das  Lot  im  Funkte  A  genommen 
werden  kann. 

Entsprechend  ist  es  bei  BB'.  Das  Eorvenelement  BB'  ist 
uneudlioh  klein,  und  statt  des  Mittellotes  der  YerTüokaug  BB' 
kann  einfach  das  Lot,  das  im  Punkte  B  zur  Kurve  errichtet  ist, 
genommen  werden.     Hierdurch  Ist  der  Fol  P  bestimmt. 

Wiederholung:  Ist  eine  Scheibe  längs  zweier  Führungen  geführt, 
so  ergibt  sich  der  momentane  Drebpol,  indem  man  an  den 
Fährungastellen  zu  den  Führungskurven  Lote  errichtet. 

Anwendung:  Im  nächsten  Augenblick,  der  nnmittelbsr  hinter 
der  in  Fig.  179  gezeichneten  Lage  kommt,  kann  also  die  ganze 
Scheibe  keine  andere  Bewegung  aasführen  als  eine  Drehbewegung 
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om  den  Pankt  P.  Lautet  beüpielsveise  die  Frage:  Welche  Be- 
wegung wird  der  Punkt  m  in  Fig.  179  im  o&chsten  Augenblick 
auafäbreaT  so  ergibt  sich  die  Antwort:  Die  ganze  Scheibe  drebt 
sieb  am  P,  folglich  ist  die  Bahn  des  Punktes  m  im  nächsten 
Augenblick  der  unendlich  kleine  Kreisbogen  um  P  mit  dem 
Kadius  Pm.  Da  ein  KroiRbogen  stets  rechtwinklig  zum  Badius 
steht,  so  kann  man  auch  sagin:  Punkt  m  beschreibt  einen 
kleinen  Weg  in  Richtung  der  Geraden  mm',  die  recht- 
winklig Eum  Badius  Pm  gezogen  ist.  Wir  sehen  hier  den 
Nutzen  der  EiDföhrung  der  Drehbewegung:  Sobald  man  erst  den 
Pol  hat,  kann  man  za  jedem  Punkte  angeben,  innerhalb  welcher 
Linie  er  sich  im  nächsten  Augenblick  bewegen  wird. 

FftU  S:  Sehelbe  mit  iirei  Föbrannrt&k«>i< 
Dieser  Fall  läßt  sich  zurückführen   auf  den  vorhergehenden, 

doch  soll  er  seiner  Wichtigkeit  wegen  besonders  hervorgehoben 
werden  (Fig.  180).  Durch  den 
Stab  5,  ist  der  Punkt  Ä  der 
Scheibe  gezwungen,  sich  auf 
einem  Kreisb<^n  mit  dem  Ba- 
diua  8i  zu  bewegen.  Sein  un- 
endlich kleiner  Weg  ist  also  die 
Tangente  an  diesem  Kreisbogen 
im  Punkte  Ä .  Und  das  Lot  zu 
diesem  Wege  ist  einfach  der  Ba- 
dius iS,  bzw.  da^eu  Verlängerung. 
[Dfi  Badius  ist  stets  rechtwinklig 
zum  Bogen.]  Entsprechend  ist 
dits  Lot  auf  der  zu  dem  Punkte  B 
gehörigen  unendlich  kleineu  Bahn 
dargestellt  durch  den  Badius  S, 
'^'  dieser  Bahn.    Bringt  man  nun 

diese  beiden  Lote  zum  Schnitt,   so  erhält  man  den  Pol,  um  den 

sieh  im  nächsten  Augenblick  die  Scheibe  drehen  wird. 

Wiederholung:   Ist   eine  Scheibe  durch  zwei  Stäbe  geführt, 

so  wird  ihr  momentaner  Drehpol  gefunden  als  der  Schnittpunkt 

dieser  beiden  Stäbe. 

Fall  4:  Znel  Scheiben,  leat  und  fftührt  gelagert  und  dnroh  ein  Qelenk 
miteinander  verbanden. 
Dieser  Fall  tritt  immer  dauD  ein,  wenn  ein  Facbwerk  durch 
Fortnahme  eines  Qurtstabes  in  einen  Mechanismoa  verwandelt 
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eis 


wird  (Fig.  181).  Die  Bewegungen,  die  die  beiden  Scheiben  I  nnd  II 
im  nächsten  Angonbliok  ausfahren  werden,  ergeben  sich  ans  den 
Polbestinunnngen : 

Fnr  Scheibe  I  fällt  der  Pol  in  den  Oelenkbolzen  A.  Wir 
schreiben  also  an  diesem  Punkte:  P(f^  oder  (Z)  und  haben  somit 
den  Pol  der  Scheibe  I  bestimmt. 

Von  der  Scheibe  II  kennen  wir  die  Bahn  zweier  Punkte. 
Der  Punkt  B  kann  sich  nämlich  nur  horizontal  bewegen;  der 
Punkt  O  kann  sich  nur  im  Kreisbogen  um  den  Punkt  Ä  mit  dem 
£adiuB  AO  bewegen.     Da  die  Bewegungen  zw^er  Punkte  stets 


yMjIf 


B     B* 


Fig.  181. 


genügen,  um  den  Pol  zu  bestimmen,  muß  sich  auch  für  Scheibe  tt 
der  Pol  angeben  lassen. 

Der  Punkt  B  beschreibt  den  unendlich  kleinen  Weg  BB\ 
Wir  errichten  also  in  B  das  Lot  R  zur  Führung  und  haben  hierdurch 
bereits  eine  Angabe  für  den  Pol  P(//).  Der  Punkt  O  beschreibt 
einen  Kreisbogen.  Das  Lot  zu  einem  Kreisbogen  ist  stets  der 
Radius  des  Kreises  an  der  betreffenden  Stelle.  Wir  ziehen  also 
die  Linie  AO  und  haben  hiermit  eine  zweite  Angabe  für  den 
Pol  {II) .  Der  Schnittpunkt  beider  Angaben  (des  in  B  errichteten 
Lotes  und  des  Badius  AO)  ist  dann  der  Pol  der  Scheibe  It. 

Anwendung:  Wie  wird  sich  in  Fig.  181  der  Punkt  H  im 
nächsten  Augenblick  bewegen  t  (Bechtwinklig  zu  dem  nach  dem 
Drehpol  gezogenen  Strahl  AH .)  Wie  wird  sieb  Punkt  J  bewegen T 
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in,  Polbegtlmmung  anl  dem  Umwege  der  „BelatlYpole**. 

Bei  den  bisherigen,  in  Fall  2 — 4  betrachteten  Polbestimmangen 
sind  wir  stets  so  vorgegangen,  daß  wir  auf  Orund  der  Lagerpng 
bzw.  Stützung  der  betreffenden  Scheibe  zunächst  die  Bewegungs- 
richtungen zweier  ihrer  Punkte  feststellten.  Indem  wir  dann 
die  Lote  zu  diesen  beiden  Bewegungsrichtungen  zogen,  konnten 
wir  den  Pol  der  Scheibe  konstruieren.  Dies  ist  ja  auch  das 
Grundprinzip  der  Polbestimmung  wie  es  sich  aus  der  ganzen 
Herleitung  der  Sache  (Fig.  178)  ergibt. 

Wenn  nun  ein  Mechanismus  aus  einer  größeren  Anzahl  von 
Scheiben  besteht,  so  ist  es  mitunter  nicht  möglich,  bei  jeder 
Scheibe  zwei  solche  Punkte  aufzufinden,  deren  Bewegungs- 
richtungen man  von  vornherein  kennt  und  die  man  also  zur  Pol- 
bestimmung benutzen  könnte.  Dann  muß  man  einen  Umweg 
einschlagen,  indem  man  zunächst  die  sog«  „relative'^  Bewegung 
der  Scheiben  gegeneinander  betrachtet  und  daraus  dann  zur  Er« 
kennung  der  wahren  Bewegung  gelangt. 

1«  Allgemeines  über  „relaiiye^^  Bewegung. 

In  Fig.  182  a  sind  zwei  Scheiben  I  und  II  gezeichnet,  die  zu 
irgendeinem  Mechanismus  gehören  mögen.  [Den  Mechanismus  selbst 
kann  man  sich  z.  B.  nach  Fig.  182b  gestaltet  denken:  Scheibe  I 
greife  etwas  unter  Scheibe  71.  Die  Stäbe  8^  und  8^  sind  Führungs- 
stäbe zwischen  I  und  77.]  Wir  wissen,  daß,  wenn  sich  dieser 
Mechanismus  in  Bewegung  setzen  würde,  die  Scheiben  7  und  77 
nichts  anderes  tun  können,  als  Drehbewegungen  ausführen.  Die 
Drehbewegung,  die  die  Scheibe  7  im  nächsten  Augenblick  aus- 
führen wird,  geschehe  um  den  momentanen  PolP/.  Entsprechend 
gehöre  zu  der  Scheibe  77  der  Pol  Pu.  Dieses  sind  die  sog. 
„absoluten"  Bewegungen  der  Scheiben. 

Nun  wollen  wir  noch  die  sog.  „Eelativbewegung"  der 
Scheiben  gegeneinander  betrachten.  Hierunter  versteht  man 
folgendes: 

Denken  wir  uns  bei  der  Scheibe  77  z.  B.  im  Punkte  C  einen 
Stift  befestigt,  so  wird  dieser  bei  der  Bewegung  des  Mechanismus 
auf  der  Scheibe  7  eine  Kurve  einritzen.  Er  wird  gewissermaßen 
auf  der  Scheibe  7  seine  Spur  hinterlassen.  Diese  Spur  heiße  die 
„relative  Bahn"  des  (zur  Scheibe  77  gehörigen)  Punktes  0  gegen 

die  Scheibe  7. 

Man  muß  also  unterscheiden  zwischen  „absoluter"  und 
„relativer"  Bahn  eines  Punktes.  Die  absolute  Bahn  des  Punktes  0 
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Ist  die  Kreisbewegung  um  den  Pol  P//.  Diese  Bahn  würde  sich 
auf  einer  untergelegten  Zeichenplatte  markieren.  Die  relative 
Bahn  dagegen  markiert  sich  nur  auf  der  Scheibe  I.  Sie  bringt 
gewissermaßen  den  Unterschied  der  Bewegungen  der  beiden 
Scheiben  zum  Ausdruck. 

Yerguch:  Man  schlage  um  einen  festen  Punkt  Pu  (der  außerhalb 
eines  beweglichen  Blattes  liegt)  einen  S^eis,  während  man  das  Blatt  selber 
um  einen  anderen  Punkt  Pj  dreht.  Die  hierbei  auf  dem  Blatte  entstehende 
Kurve  ist  dann  die  relative  Bahn  der  Zirkelspitze  gegen  das  Blatt. 
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Fig.  182. 
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Man  kann  auch  so  sagen:  Die  absolute  Bahn  eines  Punktes 
ist  die  Bewegung,  die  ein  Beobachter  bemerkt,  der  auf  den  ganzen 
Mechanismus  von  oben  herabsieht.  Die  relative  Bahn  dagegen 
ist  die  Bewegung,  die  ein  auf  der  Scheibe  I  befindlicher 
Beobachter  wahrnehmen  würde.  Denn  ein  solcher  Beobachter 
merkt  bekanntlich  von  der  Drehbewegung  seiner  eigenen  Scheibe  I 
nichts.  Er  sieht  über  sich  nur  die  Scheibe  IZ  sich  bewegen,  und  zwar 
sind  die  Spuren  der  Bewegung,  die  er  wahrnimmt,  nichts  anderes 
als  die  relativen  Bahnen  der  Punkte  der  Sei  eibe  II  auf  der  Scheibe  I. 

39* 
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2.  Genauere  Feststellung  der  Belatiybewegung  (Relatlypol). 

Wenn  man  nun  die  Spuren  (relativen  Wege)  betrachtet,  die 
die  Scheibe  II  auf  der  Scheibe  I  zurücklegt,  so  werden  sie  zunächst 
natürlich  ganz  unregelmäßig  erscheinen.  In  Wirklichkeit  lassen 
ie  sich  aber  sehr  übersichtlich  zusammenfassen.  Es  läßt  sich 
nämlich  zeigen:  Alle  diese  Bahnen,  die  die  Scheibe  II  auf  der 
Scheibe  I  beschreibt,  sind  nichts  anderes  als  unendlich  kleine 
Kreisbögen  um  einen  Punkt  als  Mittelpunkt,  den  man  sich  auf 
der  Scheibe  I  markiert  denken  kann. 

Dies  folgt  sofort  aus  der  allgemeinen  mathematischen  Unter- 
suchung von  Bewegungen,  die  wir  im  vorigen  Paragraphen  durch- 
geführt haben:  Wenn  eine  geometrische  Figur  (Scheibe)  auf  einer 
Ebene  Spuren  beschreibt  (AA\  BB'  usw.),  so  können  diese  Woge 
in  jedem  Augenblicke  als  kleine  Kreisbögen  um  einen  gemeinsamen 
Mittelpunkt  P  dargestellt  werden.  Dieser  Satz  gilt  ganz  allgemein 
für  jede  Art  von  Spuren  AÄ'y  BB'  usw.,  vorausgesetzt  nur,  daß 
diese  Spuren  durch  eine  geometrisch  unveränderliche  Figur  (starre 
Scheibe)  erzeugt  sind  (Fig.  177  c). 

Wir  können  ihn  also  auch  auf  die  Bahnen,  die  die  Punkte 
der  Scheibe  II  auf  der  Scheibe  I  einritzen,  anwenden.  Das  heißt: 
Auch  zu  diesen  Belativbahnen  läßt  sich  ein  Punkt  aufsuchen  von 
der  Eigenschaft,  daß  sämtliche  Belativbahnen  einfach  als  un- 
endlich kleine  Kreisbewegungen  um  ihn  erscheinen.  Somit  ist  der 
obige  Satz  bewiesen. 

Dieser  Mittelpunkt  werde  der  „RelativpoP^  von  Scheibe  II 
gegen  Scheibe  I  genannt  und  mit  Pm  bezeichnet. 

[Die  Bedeutung  dieses  „Kelativpoles"  Pm  ist  also  folgende: 
Wenn  ich  den  Pol  Pm  kenne,  so  kann  ich  auch  sofort  die  Bahnen 
angeben,  die  die  einzelnen  Punkte  der  Scheibe  II  auf  der  Scheibe  I 
hinterlassen  werden.  Sie  sind  nämlich  nichts  anderes  als  unendlich 
kleine  Kreisbögen  um  den  Pol  Pm.  Der  Pol  selber  aber  be- 
zeichnet augenscheinlich  die  Stelle,  an  der  die  gegenseitige 
Verrückung  der  beiden  Scheiben  gleich  Null  ist;  an  der  also  die 
Bewegungen  der  beiden  Scheiben  gerade  übereinstimmen.] 

Praktisch  kann  man  namentlich  in  zwei  Fällen  diesen  Belativpol 
zweier  Scheiben  und  somit  auch  die  relativen  Bahnen  sofort  an- 
geben : 

Fall  a.  Die  beiden  Scheiben  I  und  II  sind  durch  ein  Oelenk 
miteinander  verbunden  (Fig.  183  a).  Dann  sind  augenscheinlich 
die  Spuren,  die  die  Punkte  von  Scheibe  II  auf  der  Scheibe  I 
hinterlassen  werden,  nichts  anderes  als  Kreisbögen  um  den  Punkt  G. 
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(Die  Scheiben  muß  mao  sich  so  vergröDert  denken ,  daß  sie  sich 
äberdecken.)  Der  Punkt  0  bildet  also  den  Pol  (Mittelpo&kt) 
aller  dieser  Belativbahnea.  ' 

Fall  b.  Die  beiden  Scheiben  seien  durch  zwei  Stäbe  iS,  und  S^ 
miteinander  verbunden  (Fig.  183b).  In  diesem  Falle  ist  der 
Belativpol  von  Scheibe  II  gegen  Scheibe  /  der  Schnittpunkt  der 
beiden  StÜbe  8,  und  8,.  Denn,  wäre  die  Scheibe  /  rnbend,  so 
vörde  jeder  Punkt  von  Scheibe  II  eine  Kreisbewegung  um  den 
Schnittpunkt  der  beiden  Fiibrungsstäbe  S*,  und  i8)  ausfahren 
(vgl.  Fig.  180).  Die  Sparen ,  die  bei  ii^endeiner  Bewegung  des 
Gesamtmechanismos  die  Scheibe  //  aul  der  Sdieibe  2  zurückläßt, 
Bind  also  Kreisbögen,  deren  Mittelpaukt  der  Schnittpunkt  der 
beiden  Führungsstäbe  ist.  Dieser  Schnittpunkt  ist  somit  der 
Eelativpoi  P«,. 


/a/  (f) 

Pig.  188. 

Dieses  sind  die  wichtigsten  Fälle,  in  denen  man  die  Bewegung, 
die  eine  Scheibe  relativ  zu  einer  anderen  ausführt,  sofort  an- 
geben kann. 

8.  Benutzunf  der  BelaÜTbewegungen  eot  Beatlmmung  der  Bbsolulen 
Bewegung. 
Jetzt  kommt  der  Nutzen  der  ganzen  Untersuchung.  Nämlich: 
die  Vernendnng  der  Belativbewegung  der  Scheiben  gegen- 
einander zur  Bestimmung  der  absoluten  Bewegung  dieser  Scheiben. 
Und  zwar  wird  die  Aufgabe  stets  in  folgender  Form  erscheinen: 
Bei  einem  Mechanismus  sei  es  bei  einer  Scheibe,  z.  B.  Scheibe  II , 
nicht  ohne  weiteres  möglich,  ihren  Pol  Pn  aufzufinden.  Wohl 
kenne  man  aber  bei  einer  anderen  Scheibe,  Scheibe  7,  deren  Pol  P/, 
und  auBerdem  kenne  man  noch  den  Belativpol  der 
Scheibe  II  gegen  die  Scheibe  I.  Welche  Angaben  folgen 
hieraus  über  den  Pol  Pji  der  Scheibe  II  ^ 

(Als  Beispiel  diene  Fig.  182b.  Hier  kaun  mau  den  Pol  P,,  der 
Soheibe  //  nicht  direkt  bestinuaen.    Denn  es  ist  bei  diesem  komplizierten 
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Mechanismus  nicht  möglich,  von  zwei  Punkten  der  Scheibe  die  Bewegungs- 
richtungen  sofort  zu  erkennen.  Man  kann  also  bei  Scheibe  //  nicht  nach 
unserem  „Grundprinzip**  der  Polbestimmung  arbeiten. 

Wohl  aber  l&ßt  sich  sofort  der  Belatiypol  Pm  von  Scheibe  II  gegen 
Scheibe  /  hinzeichnen  (nach  Fall  b).  Außerdem  kennt  man  bei  dem  Mecha- 
nismus auch  den  absoluten  Pol  Pj  von  Scheibe  / .  Und  wir  müssen  jetzt 
versuchen,  aus  diesen  beiden  Angaben  einen  Schluß  auf  den  absoluten 
Pol  P/1  der  Scheibe  //  zu  ziehen.] 

Die  Bewegung  des  Mechanismus  geschieht  also  in  Wirklichkeit 
folgendermaßen.  Die  Scheibe  I  dreht  sich  um  ihren  Pol  P/,  die 
Scheibe  II  dreht  sich  um  Pu .  Und  bei  dieser  Bewegung  hinter- 
läßt die  Scheibe  II  Spuren  (Binnen)  auf  der  Scheibe  J,  die  wir 
die  Belatiywege  genannt  haben. 

Nun  ist  aber  der  Pol  Fn  unbekannt.  Trotzdem  können  wir 
uns  die  Bewegung  der  Scheibe  II  konstruieren,  und  zwar 
auf  folgende  Weise:  Wir  drehen  die  Scheibe  I  mit  der  daran 
hängenden  Scheibe  II  um  den  Pol  Pj^^  gleichzeitig  bewegen 
wir  aber  die  Punkte  der  Scheibe  II  längs  ihren  Spuren  (Binnen) 
auf  der  Scheibe  I.  Augenscheinlich  kommt  durch  diese  Ver- 
bindung zweier  Bewegungen  dann  die  gleiche  Bewegung  der 
Scheibe  II  zustande,  als  wenn  wir  sie  in  normaler  Weise  um 
ihren  Pol  Pu  gedreht  hätten.  [Wir  haben  gewissermaßen  nur 
die  Beihenfolge  in  der  Betrachtung  der  Bewegungen  geändert.] 

Dieser  Gedankengang  ist  in  Fig.  182  b  mit  dem  Punkte  A^ 
der  auf  der  Verbindungslinie  L  Ton  P/  und  Pu  /  angenommen  ist, 
ausgeführt.  Bei  der  Drehbewegung  der  Scheibe  I  beschreibt  A 
einen  unendlich  kleinen  Kreisbogen  um  Pij  d.  h.  einen  unendlich 
kleinen  Weg  rechtwinklig  zur  Linie  L.  Bei  der  Belativbewegung 
von  Scheibe  II  gegen  Scheibe  I ,  also  bei  der  Drehbewegung  um 
den  Pol  Pj/7 ,  beschreibt  der  Punkt  A  einen  kleinen  Kreisbogen  um 
den  Punkt  Pu  / ;  d.  h.  eine  unendlich  kleine  Linie  ebenfalls  recht- 
winklig zur  Linie  L.  Wenn  wir  nun  beide  Bewegungen  gleich- 
zeitig ausführen,  so  werden  sich  diese  beiden  unendlich  kleinen 
Wege  des  Punktes  0  einfach  summieren,  und  es  kommt  wiederum 
heraus  ein  Weg  rechtwinklig  zur  Linie  L.  Wir  sehen  also: 
Aus  der  Drehbewegung  der  Scheibe  I  und  der  Relativbewegung 
von  Scheibe  II  gegen  Scheibe  I  können  wir  folgern,  in  welcher 
Linie  sich  der  Punkt  A  der  Scheibe  II  bewegen  wird,  ohne  daß 
wir  den  Pol  Pu  der  Scheibe  II  selber  kennen.  Und  zwar 
haben  wir  gefunden :  Die  Bewegung  des  Punktes  A  vollzieht  sich 
rechtwinklig  zurVerbindungslinie  L  des  absoluten PolesPj 
und  des  Belativpoles  Pui* 
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[Von  einem  anderen  Punkte  B,  der  au&erhalb  der  Linie  L  liegt, 
k^tonen  wir  allerdings  die  Bewegungsrichtung  nicht  angeben.  Denn  die 
Bewegungeni  die  dieser  Punkt  infolge  der  Drehungen  um  P/  und  Pm  aus- 
fuhrt, gehen  hier  auseinander,  so  da£  sich  nicht  die  resultierende  Bewegung 
angeben  l&fit] 

Wenn  wir  aber  bei  einer  Scheibe  die  YerrückuDg  eines 
Punktes  kennen,  so  können  wir  bereits  hieraus  einen  Schluß  ziehen 
anf  den  Pol  dieser  Scheibe.  Er  muß  n&mlich  auf  dem  Mittellote 
liegen,  das  zu  der  Bahn  des  betreffenden  Punktes  gezogen  ist. 
Der  Pol  Fij  in  Fig.  182  muß  also  auf  dem  Mittellote  zu  der 
Strecke  AA'  liegen.  Da  diese  Strecke  aber  unendlich  klein  ist, 
können  wir,  wie  bereits  mehrfach  erklärt,  statt  des  Mittellotes 
einfach  das  Lot  im  Punkte  A  nehmen;  d.  h.  wir  können  einfach 
die  Verlängerung  der  Linie  L  nehmen.  Wir  haben  also  jetzt  den 
Satz:  Aus  dem  Pol  Fi  der  Scheibe  1  und  dem  Belativpol  Pm 
der  Scheibe  II  gegen  die  Scheibe  I  ergibt  sich  eine  An- 
gabe über  den  Pol  Fn  ^^^  Scheibe  II.  Er  muß  nämlich 
liegen  auf  der  Verbindungslinie  L  der  beiden  Fole  Fj  und  P//j. 

Gewöhnlich  spricht  man  den  Satz  in  der  Form  aus:  Die 
Pole  Pj  und  Pn  zweier  Scheiben  I  und  II  und  der  Relativpol  Fm 
der  beiden  Scheiben  gegeneinander  liegen  in  einer  Geraden,  (Sati 
Ton  den  drei  Polen«)  Unsere  Torhin  aufgestellte  Fassung  dieses 
Satzes  ist  aber  diejenige,  in  der  man  ihn  am  bequemsten  ver- 
wenden kann. 

Hiermit  ist  unsere  AufgabOi  für  den  Pol  P//  einer  Scheibe 
durch  Zurückgreifen  auf  den  Pol  Pj  eine  Angabe  abzuleiten,  gelöst; 
und  zwar  durch  Vermittlung  des  Belativpoles  Pui  der  beiden 
Scheiben  gegeneinander. 

Beispiele. 

Erstes  BeispieL  Bei  dem  Mechanismus  Fig.  181  sollen  die  Pole 
bestimmt  werden!  Der  Pol  der  Scheibe  I  ist  sofort  gegeben; 
da  diese  Scheibe  sich  nur  um  ihr  festes  Bolzenlager  bewegen  kann. 
Von  der  Scheibe  II  ist  der  Pol  nicht  direkt  gegeben.  Er  läßt 
sich  aber  aus  folgenden  Überlegungen  bestimmen:  Der  Punkt  A 
kann  nur  eine  Bewegung  längs  des  Gleitlagers  ausführen.  Der 
Pol  der  Scheibe  II  muß  also  auf  der  rechtwinklig  zu  der  Führung 
gezogenen  Linie  R  liegen.     Dies  ist  eine  Angabe. 

Femer  kennen  wir  den  Belativx>ol  von  II  gegen  I.  Denn 
die  Scheibe  II  kann  sich  gegen  die  Scheibe  I  nur  um  den  Gtelenk- 
punkt  O  drehen.  Aus  der  Kenntnis  des  Belativpoles  P{ni)  und 
des  absoluten  Poles  P{j[j  der  Scheibe  I  folgt  aber  nach  dem  Satze 
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von  den  drei  Polen  für  die  Scheibe  II,  daß  der  Pol  P^n  auf  dor 
Verbindongalinin  X  der  Pole  Pj  und  P„/  liegen  muß.  Dies 
ist  eine  zweite  Angabe  für  Pjj. 

Ans  der  Verbindung  der  beiden  Angaben  folgt  dann  Pul  Pu 
als  ScbDittpuDkt  von  L  und  R . 

Zweites  Beispiel.  Die  Pole  des  Mecbanismos  Fig.  184  sind  zu 
bestimmeD!  Durch  die  Lagerung  und  Verbindnog  der  Scheiben 
sind  von  deu  Polen  gegeben: 

Pol  Pi  der  Scheibe  J  (zusammeDfalleDd  mit  BolzeaUger), 

Eelativpol  P«  /  von  II  gegen  I  (Schnittpunkt  der  VerbindungeatÄbe). 


Hg.   iö4. 

Hiernach  ergibt  sich  dann  der  Pol  P^  der  Scheibe  II  dnrch 
folgende  zwei  Angaben:  Er  muß  erstens  liegen  auf  der  Normalen  B, 
die  rechtwinklig  zur  Führung  gezogen  ist,  und  zw^tens  auf  der 
Linie  L,  die  die  Pole  Pj  und  Pm  verbindet.  Daraus  folgt,  daS 
Pii  der  Schnittpunkt  dieser  beiden  Linien  R  und  L  sein  maß. 


IV.  ZoBammcntaaaung. 

Während  der  vorige  Paragraph  uns  nur  im  allgemeinen  zeigte, 
daß  sich  die  Bewegungen  der  einzelnen  Scheiben  eines  Mechanismus 
in  jedem  Augenblicke  als  einfache  Drehbewegungen  darstellen 
lassen,  haben  wir  in  diesem  Paragraphen  die  Drehpunkt«  dieser 
Bewegungen  für  eine  Reihe  von  Fällen  auch  wirklich  bestimmt. 

L  Auf  direktem  Wege.  Das  Prinzip  hierbei  ist  folgendes: 
Kennt  man  die  Bewegung  eines  Punktes  der  betreffenden  Scheibe, 
so    hat    man    hierdarch    bereits    eine  Angabe   für  den  Pol  P. 
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Letzterer  liegt  nämlich  auf  der  zu  der  Bewegungsrichtaiig  des 
Panktes  errichteten  ll^ormalen  JB.  (Denn  dann  erscheint  der 
nnendlich  kleine  Weg  dieses  Punktes  tatsächlich  als  Kreisbogen 
um  den  Punkt  P.)  Um  also  den  Pol  einer  Scheibe  zu  finden, 
wird  man  nach  solchen  Punkten  suchen,  deren  Bewegungsrichtungen 
sich  aus  den  äußeren  Umständen  (Torgeschriebene  Bahn)  bereits 
bestimmen  lassen.  Jeder  solcher  Punkte  liefert  dann  eine 
Angabe  für  den  Pol.  Kennt  man  >rber  sogar  die  Bewegungs- 
richtungen zweier  Punkte,  so  ist  der  Pol  vollständig  bestimmt 
(durch  Errichtung  der  Lote  in  diesen  beiden  Punkten  rechtwinklig 
zu  deren  Bewegungsrichtungen). 

Die  wichtigstenFälleder  Polbestimmung  waren  hiernach  folgende: 
1.  Die  Scheibe  ist  direkt  an  einen  festen  Bolzen  angeschlossen. 
(Der  Pol  fällt  natürlich  zusammen  mit  dem  Drehbolzen.)  2.  Die 
Scheibe  ruht  auf  zwei  Führungen.  (Der  Pol  ist  bestimmt  als 
Schnittpunkt  der  zu  den  beiden  Führungen  errichteten  Lote.) 
3.  Die  Scheibe  ist  durch  zwei  Stützstäbe  gestützt.  (Der  Pol  ist 
d^  Schnittpunkt  dieser  beiden  Stützstäbe.)  4.  Eine  Scheibe  ruht 
auf  einer  Seite  auf  einer  Führung  J^  und  ist  auf  der  anderen 
Seite  gegen  eine  (drehbar  gelagerte)  Scheibe  mittels  Gelenk  0  ab* 
gestützt.  (Der  Pol  ergil>t  sich  als  Schnittpunkt  der  auf  dor 
Führung  F  errichteten  Normalen  B  und  des  Lotes,  das  im 
Punkte  O  zu  dessen  Bewegungsrichtung  errichtet  ist.) 

IL  Auf  indirekton  Wege.  Dann  liegt  stets  folgender  Fall  vor: 
Man  kennt  von  dner  Scheibe  II  nicht  deren  absoluten  Pol,  dafür 
aber  den  Belativpol  gegen  eine  andere  Scheibe  I.  Dann  haben 
wir  für  den  absoluten  Pol  von  Scheibe  II  die  Angabe  abgeleitet: 
Er  liegt  auf  der  Verbindungslinie  des  absoluten  Poles 
von  Scheibe  I  mit  dem  Relativpole  der  beiden  Scheiben. 
[Diese  Angabe  genügt  noch  nicht,  um  die  Lage  des  Poles  Pn  vollständig 
zu  bestimmen;  sie  gibt  aber  doch  wenigstens  einen  Ort  an,  wo  er  liegen 
muß.  Zur  vollständigen  Bestimmung  von  P//  muß  man  dann  noch  eine 
andere  Angabe  kennen;  z.  B.  die  Bewegungsrichtung  eines  anderen  Punkte« 
von  Scheibe  //  (Fig.  184)  oder  vielleicht  den  Belativpol  dieser  Scheibe  II 
gegen  eine  dritte  Scheibe  ///.] 

Scklußbetrachtung :  Auf  diese  Weise  kann  man  also,  sobald 
man  nur  etwas  von  der  Bewegung  einer  Scheibe  kennt,  den  Pol 
finden.  Sobald  dann  aber  dieser  bestimmt  ist,  ergibt  sich  die 
Bewegung  der  ganzen  Scheibe.  Denn  jeder  Punkt  der  Scheibe 
beschreibt  einen  unendlich  kleinen  Bogen  um  den  Pol;  d.  h.  seine 
Bahn  ist  einfach  das  Lot,  das  zu  dem  von  dem  Pol  nach  dem 
Punkte  gezogenen  Strahl  errichtet  wird. 
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[Allerdings  haben  ans  die  Pole  bisher  immer  nur  angegeben, 
inoerhalb  welcher  Linien  sich  die  Bewegung  der  einzelnen  Scheiben- 
puDlcte  TollKichen  wird.  Wir  müsaen  aber  noch  nDtersuchen ,  in 
welchem  Längenverhältnis  diese  unendlich  kleinen  Wege  zueinander 
stehen.    Diese  Untersuchung  wird  §  70  bringen.] 


Beispiele  za  g  67  nnd  §  68. 

Vorbemerlmng :  Die  einzelnen  Scheiben  werden  wir  stete  mit 
/,  II  usw.  bezeichnen.  Deren  absoluten  Pol  von  jetzt  ab  mit 
(/),  (11)  usw.;  bisweilen  auch  mit  (Iu>),  {II io)  usw.,  um  an- 
zudeuten, daS  sie  die  Pole  der  Scheiben  gegen  das  Widerlager 
bzw.  die  unveränderlich  feststehende  Zeichenebene  bedeuten.  Die 
Belativpole  der  einzelnen  Scheiben  gegeneinander  bezeichnen  wir 
mit  (IIT),  (Hill)  usw. 

Für  die  Polbestimmnng  sei  Dochmals  an  die  beiden  Hilfs- 
mittel erinnert:  Man  muß  entweder  an  der  betreffenden  Scheibe 
Punkte  aufSnchen,  deren  Bahnen  man  direkt  kennt  (Führungen), 
oder  man  muQ  den  Belativpol  der  Scheit»  gegen  eine  andere 
Scheibe  aufsuchen.  Den  Pol  erhält  man  dann  als  Schnittpunkt 
zweier  Linien. 

Erst«  Autgobe. 

Der  Fachwerkträger  Fig.  185  tat  durciü  FortnahToe  einer  Diagondle 
eu  einem  Meehaniitnua  geworden.  Welche  Bewegungen  werden  dessen 
einzelne  Scheiben  bei  Inbewegungsetnung  dea  Mechaniamu»  ausführenf 


■  mw 
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Der  Mecbanismtis  besteht  insgesamt  aus  den  vier  Scheiben  I . .  IT. 
(Die  einzelnen  Stäbe  8^  und  ß^  wollen  wir  jetzt  auch  als  Scheiben 
mitzählen  und  ihre  Bewegung  genau  so  wie  die  der  anderen  Scheiben 
betrachten.  Ein  Stab  stellt  augenscheinlich  die  einfachste  Form 
dar,  in  die  ein  scheibenförmiger  Körper  übergehen  kann.) 

Die  Pole  dieser  Scheiben.lassen  sich  nun  folgendermaßen  finden : 

1.  Scheibe  I. 
Die   Scheibe  ist  gelenkig  an   den   Bolzen  A   angeschlossen. 
Folglich  ist  dies  der  Pol  für  alle  Bewegungen,  die  die  Scheibe 
ausführen  kann.     Pol  (Z). 

2.  Scheibe  XT. 

(x)  Wir  kennen  die  Bahn  des  Punktes  JB,  nämlich  längs  der 
Führung.  Folglich  muß  Pol  {11)  zunächst  auf  der  zu  der  Führung 
im  Punkte  B  errichteten  Normalen  R  liegen. 

ß)  Außerdem  kennen  wir  den  Belativpol  Ton  Scheibe  II  gegen 
Scheibe  J,  da  ja  die  Scheibe  II  durch  zwei  Ffihrungsstäbe  mit 
Scheibe  I  verbunden  ist.  Der  Schnittpunkt  dieser  beiden  Stäbe 
ist  also  der  Belativpol  {II I) .  FolgHch  muß  der  Pol  {11)  auf  der 
Verbindungslinie  L  dieses  Belati vpoles  {II I)  mit  dem  Pole  (I)  liegen. 

y)  Der  Schnittpunkt  dieser  beiden  Angaben  (Kormale  B  und 
Verbindungslinie  L)  liefert  dann  den  Pol  (IT)  • 

8.  Seheibe  III. 

Einen  Punkt,  der  geführt  ist,  dessen  Bahn  wir  also  direkt  an- 
geben könnten,  hat  diese  Scheibe  nicht.  Wohl  aber  können  wir 
folgendes  angeben: 

»)  Der  Belativpol  von  III  gegen  I  ist  bekannt.  Er  ist 
nämlich  das  Gelenk,  mit  dem  die  Scheibe  III  (Stab  8^  an 
Scheibe  I  hängt.  Pol  {IUI).  Durch  den  Belativpol  von  III 
gegen  I  und  durch  den  absoluten  Pol  von  I  haben  wir  jetzt  eine 
Angabe  für  den  Pol  von  III.  Er  muß  nämlich  liegen  auf  der 
Verbindungslinie  L^  der  Pole  I  und  {IUI). 

ß)  In  derselben  Weise  finden  wir  der  Beihe  nach  den  Belativpol 
von  III  gegen  II  und  hieraus  die  Linie  L^%  auf  der  der  Pol 
ebenfalls  liegen  muß. 

y)  Da  der  Pol  {III)  sowohl  auf  i'  wie  auf  i''  liegen  muß,  ist 
er  der  Schnittpunkt  der  beiden  Linien. 

4.  Schübe  IV. 
Durch    die    genau    entsprechende    Betrachtung    finden    wir 
einerseits  aus  {IV I)  und  (J),  andererseits  aus  {IV 11)  und  {II) 
den  Pol  {IV)  der  Scheibe  IV. 
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6.  KoDtroU«. 
Zum  Scblnase  haben  wir  aooli  eine  Eontrolle.    Der  Pol  äa 
Scheibeo  III  und  IT  gegeneinatider  ist  augenscheiDlich  der  Schnitt- 
ponkt  der  beiden  Stäbe  8,  QDd  £,.    Denn  die  beiden  Scheiben 


-lg.  186. 

sind  ja  durch  diese  beiden  (Fuhrnngs-)  Stäbe  gelenkig 
miteinander  verbunden.  Wenn  wir  also  den  Schnitt- 
punkt der  Stäbe  8,  und  i^  bestimmeD,  so  erbalten  wir 
den  Pol  (III IV)  und  dieser  muß  nach  dem  Satze  von 
den  drei  Polen  mit  den  absoluten  Polen  (17/)  und  (IV) 
in  einer  Geraden  liegen.  Hierdurch  ist  eine  Kontrolle 
der  Zeichnung  gegeben. 

[Itn  Torliegenden  Falle  lü&t  sich  tdlerdiogs  der  Sahnitt- 
punkt  TOD  B^  und  8,  niolit  direkt  zeichnen.  Wegen  der 
Parallit&t  der  Linien  S,  und  5,  liegi  er  nämlich  in  der  Un* 
endlicbkeit.  Trotzdem  stimmt  aber  natOrlioh  unser  Satz  von 
den  drei  Polen.  Denn  die  Verbindungslinie  von(/7)und(///) 
ist  ebenfalls  parallel  den  Linien  S,  und  S,,  d.  h.  sie  geht 
sats9chlich  nach  dem  Schnittpunkt  von  i9,  und  8^  (dem 
Belaüvpole  III IV)  hin. 

Zweite  Antgafcc. 

Der  Leser  hantrolliere,  ob  bei  dem  in  einen  Mecha- 
nismus verwandelten  Fachwerk  Fig.  186  die  Pole  richtig 
eingezeichnet  sind! 

(Die  Zeiehnung  ist  maßstäblich  ausgeführt.)  Wie 
bewegt  sich  der  Punkt  B  f  [Horizontal,  nnd  zwar  auf 
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einem  unendlich  kleinen  Kreisbogen  vm  den  Punkt  (11).]  Wie 
bewegen  Bicb  die  Punkte  m  und  «f  [Anl  Kreisbögen  um  den 
Pol  (I)  und  (JI) .] 

Bemerlcung:  An  difiser  Stelle  sei  der  Leser  anf  das  Interessante 
dieser  UnterBncbung  hingewieBen.  Wir  können  jetzt  die  Frage 
beantworten:  Wenn  in  einem  Facbwerk  &n  Stab  rei&en  wörde, 
wie  würde  mdi  die  Kanstrnktion  bewegent 

In  der  Praxis  findet  man  hierüber  meistens  recht  nnklare 
Torstellungen.  Da  wird  behauptet,  die  Scheibe  II  würde  sich 
um  den  Punkt  B  drehen  (wahrend  oe  sich  in  Wirklichkeit  um 
den  Pal  (I/j  dreht);  usw.  In  diese  Fragen  Klarheit  hinein- 
gebracht zu  haben,  ißt  das  gro5e  Verdienst  der  geometnscheii 
Bewegungdehi-e^  und  schon  aus  diesem  Grunde  muß  sich  jeder 
ernsthafte  Btatäker  mit  ihr  bescihMtigen. 

dritte  Awtgäle, 

Bei  dem  Fac^iwerk  Fig.  187  mwge  jiötdf^sh  ein  UnlerfmitfUib 
reißen.  Wie  mrd  eich  der  iierdmrdk  etUBtehende  Meckaniemms  im 
ndtäeten  AmgenVUek  bewegen? 

Pol  (2)  ist  direkt  angebbar. 

a)  Da  Punkt  B  geführt  ist,  muß  der  Pol  {IT)  auf  der  ^or 
maJen  JB  zur  Führung  F  liegen.  ^ 

ß)  Der  BelatiTpol  Ton  II  gegen  I  ist  der  KxH>tenpunkt  [11 1) . 
Deshalb  muß  der  Pol  II  auf  der  Verbindungslinie  L  von  (11  T) 
und  (Z)  liegen. 

7)  Aus  oi)  und  ß)  folgt  (11)  als  Schnittpunkt  von  fi  und  L . 

t.  Sdieibe  III. 

a)  Gegeben  ist  der  Belativpol  {III I)  von  111  g^en  1 . 
Folglieh  muß  {III)  anf  der  Linie  X'  liegen. 

ß}  Femer  ist  bestimmbar  der  Belativpol  von  111  geg<>n  II 
(als  Schnittpunkt  der  beiden  Führungsst&be  swif^chen  den  beiden 
Scheiben).  Da  außerdem  der  Pol  {II)  schon  bestimmt  ist,  haben 
wir  einen  geometrischen  Ort  für  den  Pol  {III)^  n&mitch  die  Linie  £^. 

y)  Aus  L^  und  L^^  ergibt  sich  (III)* 

4.  Scheid  IV. 

a)  Bekannt  ist  die  Bahn  des  Punktes  0,  n&mlich  längs  der 
Führung  F\    Folglich  muß  Pol  {IV)  auf  der  Normalen  R'  liegen. 
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Fig.  187. 

/?)  Oege^ell   ist  ferner  der   Rplativpol  vod   IF  gegen  1X1, 
folglich  muß  der  Pol  {/F)  auf  der  Verbiudungsliaie  L'"  IJegeii. 
y)  Aus  a)  uud  P)  ist  Pol  (/F)  bestimmt 
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K.  SflhetlM  r. 

«)  Pol  (7)  raoß  anf  der  Normalen  B  liegen. 
P\  Fol  (F)  muß  auf  der  Verbiodungslinie  L'^  des  BelatiT- 
poles  (FI/7)  mit  dem  absolaten  Pol  {f-lT)  liegen. 
y)  Hierdorch  ist  Pol  (7)  bestimmt. 

6.  Kontrollen. 
Außerdem  hat  man  noch  eine  Menge  RontroUeQ.     Zum  Bei- 
spiel kann  man  den  Belativpol  (7Z)  bestimmen  and  hat  dann 
die  Kontrolle,  daß  der  Pol  (7)  aacb  auf  der  Verbindungalinie  (Vi) 
mit  (!)  liegen  mnß  nsv. 

Viert«  Autfabe. 
Bit  Bewegung  det  i»  Fig.  ISS  äargeitellten  Meeianitmue  iii 
gu  unterawhenl 


\. 


lim 
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Die  Pole  (J)  und  (11)  finden  wir  direkt;  die  anderen  durch 
Bestimmung  der  Angaben  L  und  JS,  auf  denen  sie  liegen  müssen: 

Scheibe        /:    das  feste  Gelenk  Ä  bildet  den  Pol  (/), 

_--    f  Relativpol  (///  /);  dessen  Verbindungslinie  mit  (/)       ergibt  den  Ort  ^  \  p  ^  /rrp. 

"^=\       „       (/////);        „  „  „(11)      „      „    „  L,r**'^"^^' 

-„   JRelativpol  (/F/);  dessen  Verbindungslinie  mit  (/)       ergibt  den  Ort  L,  1 

^^'■\         „  {IV III);  „  „  „    (///)        „        „      „    lJ*^'**^'"'' 

~   J Kelati vpol  {V IV);  dessen  Verbindungslinie  mit  {IV)    ergibt  den  Ort  ■''i  \  p  w px 

\Punkt  0  geführt;         folglich  Pol  auf  Normalen  Ä,  J  ^^^^^'^ 

^j.   JRelativpol  (VI  IV)\        dessen  Verbindungslinie  mit  (/  V)    ergibt  den  Ort  L,  1  ^      „ _^ 
^^'■\        „        (VI  11);  „  „  „(II)        „       „     „  £,r*"^*^^'' 

-y-,    f  Relativpol  {VII  V);        dessen  Verbindungslinie  mit  (F)      ergibt  den  Ort  L.  1       wirrrv 
^^^=1        „        {VII IV)  ^      „  „  „    (IV)       „       „     „   L^"^^^^^' 

rrm   f  Relativpol  {VIII  V) ;      dessen  Verbindungslinie  mit  (F)      ergibt  den  Ort  L^^X  n  i  .Trrrr. 
^"^■\         „         (VIII VII);      „  „  „    (VII)      „        „     „Lj^''^^^"^- 

Bemerkung  zu  Pol  {IV III):  Die  beiden  Führungslinien  iSf^  und  Ä, ,  die 
diesen  Pol  liefern,  sind  parallel.  Ihr  Schnittpunkt  {IV III)  liegt  also  in 
der  Unendlichkeit.  Dies  hindert  aber  nicht  die  weitere  Untersuchung. 
Denn  die  Richtung;  in  der  {IV  III)  liegt,  können  wir  angeben;  sie  ist 
nfimlich  die  Richtung  der  St&be  S^,  8^.  Wenn  wir  also  z.  B.  die  Aufgabe 
haben,  den  Pol  (///)  mit  diesem  unendlich  weiten  Pole  {IV III)  zu  ver- 
binden, so  ziehen  wir  einfach  durch  (///)  eine  Gerade  in  der  Richtung  S^^S^, 
Diese  Gerade  würde  dann  (in  ihrer  unendlichen  Verlängerung)  durch 
den  Punkt  {IV III)  gehen;  d.  h.  sie  ist  die  Verbindungslinie  von  {IV III) 
mit  {III) . 

Dieselbe  Betrachtung  ist  bei  dem  Pol  {V  IV)  und  dessen  Verbindung 
mit  dem  Pole  (IV)  anzustellen,  femer  bei  {VIII  VII) . 

Wie  bewegt  sich  ein  Punkt  m ,  der  direkt  vertikal  unter  {IV) 

liegt!     (Rechtwinklig  zum  Strahl  77 w;  d.  h.   horizontal.)     Wie 

bewegt  sich  Punkt  nt  (rechtwinklig  zum  Strahl  IV n  oder  Vlln). 

Wie  bewegt  sich  Punkt  ot  (horizontal). 

Fünfte  Aufgabe. 

Bei  dem  (beweglichen)  OerOst  Fig,  189  sind  die  Bewegungen  zu 
bestimmen  l 

In  der  Figur  sind  die  Polo  für  die  Scheiben  I  bis  III  in  der 
geübten  Weise  bestimmt.  £s  sollte  nur  noch  auf  zwei  Besonder- 
heiten hingewiesen  werden: 

1.  Der  Relativpol  von  Scheibe  II  gegen  Scheibe  I  ergibt  sich 
als  Schnittpunkt  der  Linien  ab  und  ed.  Letztere  ist  zwar  kein 
eigentlicher  Stab,  sondern  besteht  aus  zwei  Stäben.  Diese  beiden 
Stäbe  wirken  aber  hinsichtlich  der  Bewegung  wie  ein  durch- 
laufender Stab,  da  sie  ja  einen  Bestandteil  einer  starren  Scheibe 
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(nämlich  Scheibe  IIT)  bilden.  Der  RelatiTpol  von  II  gegen  I 
kann  also  genau  Bo  bestimmt  werden,  als  ob  cd  ein  darcblaofender 
Stab  wäre. 

&  Der  Pol  der  Scheibe  (III) ,  gefunden  als  Schnittpuakt  der 
Linie  £,  and  Lt,  liegt  im  unendlichen.  Alle  Strahlen,  die  vom 
Pol  {HI)  nach  den  Punkten  m ,  n  nsw.  der  Scheibe  177  gezogen 
werden,  erscheinen  also  als  Parallellinien,  die  sämtlicb  nach  dem 


S,. (5t' 


Fig.  189. 


nnendlicb  fernen  Punkte  (777)  hingeben.  Daraus  folgt,  daB  alle 
Punkt«  der  Scheibe  777  denselben,  nämlich  einen  unendlich  großen. 
Abstand  vom  Drehpunkte  haben.  Die  Scheibe  777  führt  also  als 
Ganzes  eine  HorizontalTerschlebung  aus.  Liegt  der  Pol  einer 
Scheibe  im  Unendlichen,  so  fährt  die  Scheibe  keine 
eigentliche  Drehung,  Bondern  eine  Verschiebung  ans 
(ÜTatfirlicb  ist  hierbei  zu  bedenken,  daß  alle  unsere  Betrachtungen 
sich  immer  unr  auf  den  nächsten,  anondlieh  kleinen  Zeitraum 
unmittelbar  nach  der  Inbewegungsetiuag  beziehen.) 
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§70. 
Die  am  90^  gedrehten  Yeiriiekungeiu 

Unsere  Betrachtungen  bedürfen  noch  einer  Ergänzung.  Bishei 
haben  wir  nur  festgestellt,  in  welchen  Bahnen  die  Verrückungen 
der  einzelnen  Punkte  stattfinden,  sobald  der  Mechanismus  an- 
getrieben wird.  Jetzt  müssen  wir  noch  untersuchen,  wie  lang  die 
Verrückungen  der  einzelnen  Punkte  sind,  oder  vielmehr  in  welchem 
Verhältnis  die  Längen  der  einzelnen  Verrückungen  zueinander  stehen. 

Auf  das  Verhältnis  kommt  es  an.  Denn  an  und  für  sich 
beschränken  wir  uns  nur  auf  Verrückungen,  die  sämtlich  unendlich 
klein  sind.  Ergibt  sich  aber,  daß  einer  dieser  unendlich  kleinen 
Wege  in  doppelt  so  großer  Länge  erscheint  als  der  Weg  einer 
anderen  Elraft,  so  ist  natürlich  auch  das  Produkt  aus  diesem 
Wege  mal  der  Kraft  doppelt  so  groß  als  bei  der  anderen  Kraft 
(vorausgesetzt,  daß  die  beiden  Kräfte  gleich  groß  sind).  Wir 
sehen  also,  daß,  trotzdem  die  Verrückungen  der  einzelnen  Punkte 
und  somit  auch  die  Wege  der  Kräfte  sämtlich  unendlich  klein 
sind,  es  doch  darauf  ankommt,  in  welchem  Verhältnis  die  Längen 
der  Wege  zueinander  stehen.  Aus  diesen  Verhältniszahlen  zwischen 
den  einzelnen  Weglängen  ergibt  sich  dann  eben,  in  welchem  Ver- 
hältnis die  verschiedenen  Kräfte  stehen  müssen,  falls  der  Mechanismus 
im  Gleichgewicht  sein  soll. 

L  Begtimmimg  der  Verrticknngslängen  mit  Hilfe  der  Pole> 

a)  Rechnerische  Bestimmung. 

Aufgäbe:  Gegeben  sei  bei  einer  Scheibe  Pig.  190  (zu  irgend- 
einem größeren  Mechanismus  gehörig)  die  virtuelle  Verrückung 
eines  Punktes  A  :  AA'  =  vj^ .  Wie  groß  ergeben  sich  hiernach  die 
Verrückungen  der  anderen  Punkte  der  Scheibe? 

Der  Pol  der  Bewegung  sei  P.  (Es  steht  also  PA  recht- 
winklig zur  Verrückung  ÄÄ\)  Dann  wissen  wir  zunächst,  daß  ein 
anderer  Punkt  B  nur  eine  Verruckung  rechtwinklig  zum  Strahl  PB 
ausführen  kann.  Hiermit  ist  die  Verrückungslinie  von  B  bestimmt. 

Um  auch  die  Verrückungs große  von  B  zu  finden,  beachten 
wir,  daß  sich  aus  der  Verrückung  t?^  auch  der  Drehungswinkel  od  der 
Scheibe  angeben  läßt  (Fig.  190).    Denn  es  besteht  die  Beziehung: 

(I)  1?^  =  r^  •  o) ;       also      o)  =  —  . 

Um  diesen  Winkel  mußte  sich  also  die  Scheibe  bei  ihrer 
Drehung  um  den  Pol  P  bewegen,  damit  für  den  Paukt  A  eine 
Verrückung  v^  herauskam. 
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Da  nnn  der  Drehnngswinkel  für  jeden  Punkt  der  Scheibe 
der  gleiche  ist  (denn  die  Seheibe  dreht  sich  ja  als  starrer  Körper), 
so  finden  wir  sofort  die  Länge  der  Strecke  Vßi 


(H) 


t?ij  =  ö>  •  r^  =  t?^  • 


Diese  Gleichung  hat  also  folgenden  Inhalt:  Wird  ein  PunJct  A 
eines  Mechaniemus  um  eine  Sirecke  v^  verschoben  j  so  erleidet  ein 
anderer  PunJct  B ,  der  sich  mit  A  auf  derselben  Scheibe  befindet,  eine 
Verrüchung  Vß  gleich  der  Ver- 
rücJcung  v^  multipliziert  mit  dem 
Verhältnis  der  Strahlen  rß  und  r^ . 
Zu  beachten  ist  hierbei,  daß  die 
Vei  rückung  Vj^  natürlich  von 
vornherein  rechtwinklig  zum  Pol  - 
strahl  r^  anzunehmen  ist.  (Denn 
eine  andere  ist  ja  bei  dem  be- 
treffenden Mechanismus  gar  nicht 
möglich,)  Die  Verrückung  Vß  ist 
natürlich'  ebenfalls  rechtwinklig 
zu  ihrem  Polstrahle  rß. 

Hiermit  können  wir  aus  der 
Länge  der  Verrückung  eines 
Punktes  auch  die  Längen  der  Ver- 
rückungen  aller  anderen  Punkte 
bestimmen. 

Beispiel:  Bei  der  Aufgabe  Fig.  186  habe  sich  im  nächsten  Augen- 
blicke nach  der  Inbewegungsetzung  der  Punkt  B  um  Vß  -=  ^/iqoo  ^^ 
verschoben.  Wie  groß  sind  die  Verrückungen  der  anderen  Punkte 
innerhalb  dieses  selben  Zeitraumes  f 

Die  Länge  der  Polstrahlen  rß  usw.  messen  wir  aus  der  Figur 
ab  und  erhalten  nun  für  die  verschiedenen  Punkte 


^Ä 


%7,/F)  =  ^B 
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b)  Zeichnerische  Darstellung. 

Die  Gleichung  (11)  können  wir  in  der  Form  schreiben: 
(III)  9j, :  Vb  =  r^  :  Tb  . 

In  Worten:  Die  Verrüchungen  zweier  Punkte  einer  Scheibe  «er- 
hallen  eich  wie  die  Ah%iände  dieser  Punkte  vom  Pol  der  Scheibe. 

Hieraus  ergibt  sich  folgende  sehr  hübsche  Darstellung  der 
Verrückungen.  Wir  denken  uns  die  Strecken  Vj,  und  Vb  um  90® 
herumgedreht,  und  zwar  beide  nach  derselben  Seite.  Dann  fällt 
also  in  Fig.  190  die  Strecke  v^  in  die  Bichtung  des  Polstrahles  r^; 
entsprechend  Vb  in  die  Bichtung  des  Polstrahles  Tb*  Diese  so 
entstandenen  Strecken  ÄÄ"  und  BB^'  mögen  ,,die  um  90®  ge- 
drehten VerrückuDgen^^  heißen.  Sie  sind  also  der  Größe  nach  gleich  v^ 
bzw.  Vß]  ihrer  Bichtung  nach  aber  um  90®  gedreht. 

Verbinden  wir  nun  die  Punkte  A'^  und  B'^  miteinander,  so 
zeigt  sich  folgendes:  Die  Verbindungslinie  A'^ B''  ist  parallel  der 
ursprünglichen  Linie  AB,  Denn  nach  Gleichung  (III)  muß  sich 
verhalten: 

A^'x^B^'^ÄPiBP  , 

und  dieses  Verhältnis  ist  nur  dann  möglich,  wenn  die  Linien  AB 
und  A"B"  parallel  sind. 

Hiermit  haben  wir  eine  einfache  zeichnerische  Methode  zur 
Darstellung  der  Verrückungen:  Um  aus  der  Verrückung  t?^ 
eines  Punktes  A  die  Verrückung  Vb  eines  anderen  Punktes 
B  derselben  Scheibe  zu  bestimmen,  tragen  wir  t;^  um  90® 
gedreht  als  eine  Strecke  AA!'  auf,  ziehen  durch  den 
Punkt  A"  die  Parallele  zu  AB  und  erhalten  hierdurch 
auf  dem  Polstrahl  BP  die  Größe  der  Verrückung  vb  des 
anderen  Punktes  dargestellt  durch  die  Strecke  BB".  Die 
wirklichen  Verrückungen  finden  wir,  indem  wir  die  Strecken  AA'^ 
und  BB"  um  90®  zurückdrehen,  (Beide  müssen  natürlich  nach 
derselben  Seite  zurückgedreht  werden.) 

Dies  ist  eine  sehr  bequeme  Methode,  um  aus  der  Verrückung 
eines  Punktes  aJle  anderen  Verrückungen  zu  finden. 

0)  Zusammenfassung  über  die  um  90^  gedrehten  Verrückungen. 
Beim  Aufsuchen  der  um  90®  gedrehten  Verrückuugen  werden 

wir  hauptsächlich  von  folgenden  vier  Sätzen  Gebrauch  machen.  (Der 
erste  Satz  ist  soeben  bewiesen ;  die  anderen  sind  ohne  weiteres  klar.) 

1)  Die  Endpunkte  der  um  90®  gedrehten  Verrückungen  zweier 
Puiikte  A  und  JB  liegen  auf  einer  Linie^  die  parallel  ist  der  Verbindungs- 
linie der  beiden  Punkte  A  und  JB  • 
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2)  Bei  dnem  fest  angeschkwtseiien  Punkt  fällt  der  Endpunkt 
der  um  90^  gedrehten  Verrncknng  in  den  Pnnkt  zurück.  (Die 
Strecke  v  wird  gleich  NulL) 

S)  Bd  einem  auf  einer  Fähmngs^afcn  F  gelagorten  Punkte 
Bteht  die  um  90®  gedrehte  Verrückung  rechtwinklig  zur  Führung. 
(Denn  die  Verrückung  v  selber  geschieht  innerhalb  der  Fahrung; 
die  um  90®  gedrehte  Verrückung  muß  also  rechtwinklig  dazu  sein.) 

4)  Bei  einem  durch  einen  Führungs«tofr  8  gestützten  Punkte 
liegt  die  um  90®  gedrehte  Verrückung  in  der  Linie  des  Stabes. 


IL  Besttnuaimg  der  Venüctamgen  unabh&ngly  tom  den  Polen» 

Hit  Hilfe  der  obigen  Betrachtungen  kann  man  häufig  die 
Verrückungen  eines  Mechanismus  feststellen ,  ohne  daB  man  die 
Pole  aller  Scheiben  konstruiert.  Man  ängt  ndt  einem  Punkte, 
dessen  Vorückung  man  kennt,  an  und  erledigt  zunftchst  die 
Punkte  der  einen  Scheibe.  Dann  sucht  man  sich  einen  Punkt  aus, 
in  dem  eine  zweite  Scheibe  mit  dieser  ersten  zusammenhängt  und 
gelangt  auf  diese  Weise  zur  Betrachtung  der  zweiten  Scheibe  usw. 
Am  besten  läßt  sidi  die  Sache  direkt  an  Beispielen  erklären. 

Vorbemerkung:  Die  um  90®  gedrehte  Verrückung  eines  Punktes  m 
wollen  wir  stets  mit  m  m''  bezeichnen.  Die  wahre  Verrückung  m  m' 
ergibt  sich  dann,  indem  wir  die  Strecke  mm^  um  90®  zurück- 
gedreht denken. 

!•  Beispiel  tür  einen  einfachen  Fall. 

Bei  dem  Mechanismus  Fig.  191  sind  die  Verrückungen  ohne 
Zuhilfenahme  der  Pole  8u  bestimmen. 

Punkt  1  •  Wir  beginnen  mit  Punkt  / .  Dessen  Verrückung 
muß  gleich  Null  sein.  Der  Endpunkt  I^  der  um  90®  gedrehten 
Verrückung  muß  also  mit  dem  Anfangspunkt  1  zusammenfallen. 

Punkt  2.  Der  Punkt  2  kann  nur  eine  Drehbewegung  um 
den  Punkt  1  ausführen.  Seine  wahre  Verrückung  steht  somit 
rechtwinklig  zu  der  Linie  2  2;  und  seine  um  90®  gedrehte  Ver- 
rückung fällt  also  in  die  Linie  12.  Wir  nehmen  nun  für  diese 
Verrückung  einen  Wert  an  und  tragen  sie  als  Strecke  2  2~'  auf. 
[Dieser  Punkt  2  ist  also  derjenige  Punkt,  mit  dessen  Verrückung 
wir  anfangen;  mit  dem  wir  den  gesamten  Mechanismus  antreiben. 
Die  Verrückungen  der  anderen  Punkte  müssen  sich  von  jetzt  ab 
zwangläufig  ergeben.] 

Punkt  3.  Für  die  Verrückung  des  Punktes  3  haben  wir 
jetzt  folgende  zwei  Bedingungen: 
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(x)  Punkt  3  ist  an  Pankt  2  aDgeschlossen.  Folglich  muß  die 
Linie  2''3",  auf  der  die  um  90**  gedrehten  Verrückungen  der 
Punkte  2  und  3  liegen,  parallel  sein  der  Linie  23.  Da  wir  Punkt 
2"  bereite  kennen,  ziehen  wir  also  durch  2''  die  Parallele  ^u  2  3 
und  erhalten  hierdurch  einen  Ort,  auf  dem  3''  liegen  muß. 

ß)  Ferner  ist  Punkt  3  an  Punkt  1  angeschlossen.  Folglich 
muß  die  Linie  r'  3'%  auf  der  die  Endpunkte  der  um  90^  gedrehten 


Fig.  191. 

Verrückungen  von  1  und  3  liegen,  parallel  sein  der  Linie  13. 
Wir  ziehen  also  durch  den  Punkt  V  die  Parallele  zu  der  Linie  1 3 
und  erhalten  hierdurch  einen  zweiten  Ort,  auf  dem  3"  liegen 
muß.  (Die  Parallele  durch  V  zu  T3  fällt  mit  dieser  Linie  zu- 
ßammen,  da  Punkt  V  mit  1  zusammenfällt.) 

y)  Der  Schnittpunkt  dieser  beiden  Parallelen  liefert  dann  den 
Punkt  3'\ 

Punkt  4.  öc)  Punkt  i  hängt  mit  Punkt  2  zusammen.  Die 
um  90  ö  gedrehte  Verrückung  ilP  von  Punkt  4  muß  also  derart 
sein,  daß  die  Linie  i"  2"  parallel  ist  der  ursprünglichen  Linie  i  2 . 


I  70.    Die  um  90*  gedrehten  Verrückungen.  635 

Da  ^ir  2''  bereits  haben,  so  ziehen  wir  die  Parallele  zu  2  4  und 
erhalten  hierdurch  einen  Ort,  auf  dem  4"  liegen  muß. 

ß)  Ferner  muß  die  um  90^  gedrehte  Verrückung  von  Punkt  4 
auf  dem  Lote  zur  Führung  F  liegen  (Absatz  1 ,  3). 

y)  Der  Schnittpunkt  dieses  Lotes  mit  der  vorhin  erwähnten 
Parallelen  liefert  dann  den  Punkt  4'\ 

Punkt  5.  Dieser  ist  an  die  Punkte  3  und  4  angeschlossen. 
Seine  um  90^  gedrehte  Yerrückung  muß  also  so  sein,  daß  die 
Linie  3" 5"  parallel  ist  der  Linie  35 ^  und  die  Linie  4" 5*'  parallel 
ist  der  Linie  4  5 .  Wir  ziehen  also  durch  3"  und  4'^  diese  Parallelen 
und  erhalten  Punkt  5", 


Punkt  6.  Die  um  90^  gedrehte  Verrückung  6  6^'  wird  ent- 
sprechend gefunden  wie  bei  Punkt  5. 

Punkt  7.  Der  Punkt  7''  muß  erstens  auf  der  durch  Punkt  ö" 
parallel  zu  ^  7  gezogenen  Geraden  liegen ;  zweitens  auf  der  Normalen 
zur  Führung  F[.    Durch  diese  beiden  Angaben  ist  7"  zu  finden. 

Hiermit  sind  sämtliche  um  90^  gedrehten  Verrückungen  be- 
Btimmty  und  wir  können  direkt  abmessen,  in  welchem  Verhältnis 
die  Längen  der  einzelnen  Verrückungen  zueinander  stehen. 

Um  nun  die  wahren  Verrückungen  zu  sehen,  müssen  wir  die 
vorhin  gefundenen  Strecken  um  90**  zurückdrehen;  z.  B.  sämtlich 
rechtsherum  (Fig.  191).  Dann  hat  die  Figur  also  folgende  Be- 
deutung. Wenn  ich  den  vorliegenden  Mechanismus  dadurch  an- 
treibe, daß  ich  z.  B.  den  Punkt  2  um  die  Strecke  22'  verrücke, 
80  verrückt  sich  hierdurch  der  Punkt  3  um  die  Strecke  33\ 
Punkt  4  um  4  4'  usw.  Wir  könnten  also  direkt  die  verschobene 
Fachwerkfigur  in  die  ursprüngliche  einzeichnen  (Fig.  191).  Hin- 
sichtlich der  Längen  von  22\  3  3'  usw.  sei  erinnert:  Diese  Strecken 
sind  alle  unendlich  klein.  Da  sie  aber  in  unendlich  großem  Maß- 
stabe aufgetragen  zu  denken  sind,  so  erscheinen  sie  uns  als  end- 
liche Längen. 

2.  Schwierige  Fälle. 

Die  Aufsuchung  der  um  90®  gedrehten  Verrückungen  ohne 
Einzeichnung  der  Pole  geht  nicht  immer  so  einfach  vonstatten 
wie  in  dem  obigen  Beispiel.  Nehmen  wir  z.  B.  das  Fachwerk 
Fig.  192.  Wir  treiben  den  Mechanismus  an,  indem  wir  bei  Punkt  2 
eine  Bewegung  einleiten  (2  2").  Aus  den  Bewegungen  von  Punkt  1 
und  2  ergibt  sich  dann  sofort  die  Bewegung  von  Punkt  3 
(Punkt  3%  Von  diesem  aus  können  wir  aber  nicht  durch  ein- 
faches Ziehen  von  Parallelen  die  um  90^  gedrehten  Verrückungen 
der  anderen  Punkte  4^  5  usw.  bestimmen.      Denn  keiner  von 
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diesen  Punkten  ist  so  mit  dem  vorhergehenden  verbunden,  daß 
wir  den  entsprechenden  Punkt  4'%  S"  usw.  direkt  aufsuchen  könnten. 
Dann  gibt  es  zwei  Hilfsmittel: 

a)  Wir  nehmen  den  Pol  {J.J)  der  Scheibe  II  zur  Hilfe. 
(Die  Hilfslinien  zur  Bestimmung  des  Poles  sind  in  Fig.  192  fort- 
gelassen; vgl.  Fig.  185.)  Wie  in  Absatz  I  dieses  Paragraphen 
gezeigt  wurde  (Fig.  190),  muß  die  um  90^  gedrehte  Verrückung 
von  Punkt  i  auf  dem  Polstrahl  (//)4  liegen.  Andererseits  muß 
die  Linie  ^  4''  parallel  der  ursprünglichen  Linie  ^4  sein.  Durch 
diese  beiden  Angaben  ist  dann  4f*  gefunden. 

Aus  4"  finden  wir  dann  weiterhin  den  Punkt  5''  (nämlich  2"  5" 
parallel  2  6  und  4^'  5"  parallel  4  5)  und  den  Punkt  6 .  Am  letzten 
Punkte  ergibt  sich  eine  Eontrolle. 

b)  Ein  anderer  Weg  ist  folgender.  Wir  bestimmen  in  be- 
kannter Weise  zunächst  l'\  2"  und  3'\  Bei  Punkt  4  geht  es 
nicht  weiter,  denn  wir  haben  hier  nur  die  eine  Angabe,  daß  4" 
auf  der  durch  Punkt  3''  parallel  zu  3  4  gezogenen  Linie  liegen 
muß.  Eine  zweite  Angabe  über  Punkt  4 ,  die  den  Punkt  4''  mit 
dem  vorhergehenden  Punkte  in  Beziehung  bringen  könnte,  fehlt. 

In  dieser  Verlegenheit  fangen  wir  nun  einfach  an  zu  probieren. 
Es  wird  also  3"  4"  parallel  zu  34  gezogen  und  hierauf  ein 
Punkt  {4'^  willkürlich  angenommen.  Auf  Grund  dieser  Annahme 
finden  wir  dann  sofort  die  Punkte  (5'0  ^^^  (^'0  ^^^  sehen,  daß  — 
wie  ja  nicht  anders  zu  erwarten  war  —  unsere  Annahme  hin- 
sichtlich des  Punktes' 4''  falsch  war.  Denn  der  Punkt  {6'')  muß 
ja  auf  dem  Lote  R  zur  Führung  F  liegen,  während  wir  ihn  an 
einer  ganz  anderen  Stelle  erhalten  haben.  Diesmal  haben  wir 
also  mit  dem  Baten  kein  Glück  gehabt. 

Nun  machen  wir  für  die  um  90®  gedrehte  Verrückung  von 
Punkt  4  eine  zweite  Annahme,  indem  wir  den  Endpunkt  an  der 
Stelle  [4'^  annehmen.  Dann  geht  es  glatt  durch  bis  zu  der  Ver- 
rückung des  Punktes  6.  Hier  sehen  wir  aber,  daß  wir  wieder 
vorbei  geraten  haben,  denn  für  den  Punkt  [ö'']  hätte  herauskommen 
müssen,  daß  er  auf  dem  Lote  R  zur  Führung  F  liegt. 

Auf  diese  Weise  könnte  man  nun  so  lange  raten,  bis  man 
glücklich  eine  solche  Verrückung  von  Punkt  4  angenommen  hat, 
bei  der  sich  die  Verrückung  von  Punkt  6  auf  der  vorgeschriebenen 
Bahn  ergibt.  Dieses  viele  Probieren  ist  aber  überflüssig.  Wenn 
der  Leser  nämlich  für  den  Punkt  4^'  noch  eine  dritte  und  vierte 
Lage  annimmt  und  die  Zeichnung  bis  zu  dem  Punkte  6''  durch- 
führt, so  wird  er  folgendes  merken:  Die  auf  diese  Weise  er- 
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haltenen   verschiedenen  Punkte  6     liegen   sämtlich   auf 
einer  geraden  Linie. 

Dies  folgt  aus  folgendem  mathematischen  Satze  (ohne  Beweis): 
Wird  ein  n-EcJe  so  in  verschiedenen  Lagen  gezeichnet,  daß  die  Seiten 
ztieinander  parallel  bleiben  und  daß  (n  —  1)  Ecken  auf  geraden  Linien 
zu  liegen  bleiben,  so  durcKLäufi  auch  die  nie  Ecke  eine  gerade  Linie. 


Fig,  192. 

In  unserem  Falle  ist  das  Dreieck  4'^  5'*  6^'  das  in  Frage  kommende 
n-Eck.  Bei  den  verschiedenen  Lagen  der  Figur,  wie  sie  sich 
bei  unserem  Probieren  ergeben ,  bleiben  sich  die  Seiten  parallel« 
Außerdem  bewegen  sich  4"  und  6"  auf  geraden  Linien.  Folglieh 
muß  auf  6"  eine  gerade  Linie  durchlaufen. 

Diese  Erkenntnis,  das  sämtliche  Punkte  6",  wie  sie  sich  bei 
dem  verschiedenen  Probieren  ergeben,  auf  einer  geraden  Linie 
liegen,  erspart  uns  weiteres  Probieren.  Aus  den  zwei  Lagen  {6^^ 
und  [6'^  bestimmen  wir  direkt  die  obige  gerade  Linie,  bringen 
diese   mit  dem  zur  Führung  F  gezogenen  Lote  R  zum  Schnitt 
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und  haben  hierdarch  augenscheinlich  den  richtigen  Punkt  6\ 
Sobald  dann  6^'  bestimmt  ist,  können  wir,  rückwärts  gehend, 
auch  die  richtigen  Punkte  4^^  und  5'^  bestimmen. 

Übungsaufgabe:  Der  Leser  ermittle  in  derselben  Weise  die 
um  90^  gedrehten  Verrückungen  bei  den  Mechanismen  Fig.  186, 
188  und  189.  Wenn  man  an  einem  Punkte  m  nicht  weiter  kommt, 
nimmt  man  zwei  Punkte  {m^^  und  [m'"]  an  und  konstruiert  auf 
Orund  dieser  Annahme  weiter.  Für  den  letzten  Punkt  n  ergibt 
sich  dann  eine  gerade  Linie  Wy  auf  der  sich  sein  zugehöriger 
Punkt  n'^  bei  den  verschiedenen  Annahmen  bewegt*  Da  für 
diesen  letzten  Punkt  außerdem  immer  noch  eine  weitere  Bedingung 
zur  Verfügung  steht  (z.  B.  das  Lot  B  zu  seiner  Führung  JP),  so 
ergibt  sich  seine  richtige  Lage  als  Schnittpunkt  der  Linie  x  mit 
der  betreffenden  Bedingung  (Lot  B). 


HL  Zusammentassang. 

Die  um  90^  gedrehten  Verrückungen  haben  sich  als  ein  vor- 
zügliches Mittel  erwiesen,  um  die  Wege,  die  die  einzelnen  Punkte 
eines  Mechanismus  zurücklegen,  zeichnerisch  darzustellen:  Von 
der  Verrückung  mm"  eines  Punktes  m  geht  man  aus  und  findet 
dann  die  Verrückung  eines  an  diesem  Punkt  angeschlossenen 
Punktes  n,  indem  man  durch  den  Punkt  m'^  die  Parallele  zu 
der  Linie  mn  zieht.  Hierdurch  erhält  man  den  geometrischen 
Ort,  auf  dem  der  Endpunkt  n'^  liegen  muß. 

Häufig  kann  man  auf  diese  Weise,  indem  man  von  Punkt  zu 
Punkt  geht,  für  sämtliche  Punkte  die  Verrückungen  bestimmen. 
[Das  feste  Lager  hat  natürlich  die  Verrückung  Null.  Dann  nimmt 
man  für  den  nächsten  Punkt  eine  Verrückung  an  und  setzt  hier- 
f  durch  den  ganzen  Mechanismus  in  Bewegung.  Die  weiteren 
Punkte  ergeben  sich  nacheinander.]  Dies  geht  namentlich  dann, 
wenn  der  Mechanismus  aus  einer  Aufeinanderfolge  von  Scheiben 
besteht,  die  direkt  durch  Gelenke  miteinander  zusammenhängen. 

Bei  vielen  Mechanismen  stößt  man  allerdings  auf  Punkte, 
die  sich  auf  diese  Weise  nicht  bestimmen  lassen.  Dann  muß  man 
entweder  die  Pole  zur  Hilfe  nehmen,  indem  man  den  Satz  benutzt: 
Die  um  90^  gedrehte  Verrückung  eines  Punktes  m  liegt  auf  dem 
Strahl  von  dem  Punkte  m  nach  dem  Pol  P  der  Scheibe.  Oder 
man  nimmt  für  den  Punkt  m ,  an  dem  man  nicht  weiter  kommt, 
zwei  Werte  m{m")  und  m[m'']  für  die  Verrückung  an,  konstruiert 
hiermit  weiter  und  erhält  auf  diese  Weise  eine  Gerade  x ,  auf  der 
die  Verrückung  des  letzten  Punktes  liegen  muß.    Da  für  diesen 
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letzten  Punkt  außerdem  immer  noch  eine  andere  Bedingung  zur 

Verfügung  steht,  findet  man  auf  diese  Weise  seine  richtige  Ver- 

rückung. 

lY.  Schlußbetraohtung  zom  10.  Vortrag. 

Die  in  diesem  Vortrage  gebrachten  Untersuchungen  ver- 
dankt die  Technik  im  wesentlichen  den  Arbeiten  von  Herrn 
Professor  Müller-Breslau.  Die  Zurückführung  der  Bewegungen 
von  Scheiben  auf  Drehungen  um  Pole  P  ist  allerdings  ein  alter 
Bestandteil  der  wissenschaftlichen  Mechanik.  Neu  ist  jedoch  die 
Einführung  dieser  Pole  in  die  Theorie  der  Tragwerke  und  namentlich 
die  Darstellung  der  Bewegungen  durch  die  so  außerordentlich 
übersichtlichen  um  90*^  gedrehten  Verrückungen.  Als  grundlegend 
für  die  kinematische  Behandlung  der  Fachwerke  dürfte  die  Arbeit 
jfMüUer-BreslaUj  Beitrag  zur  Theorie  des  ebenen  Fachwerkes" 
(Schweizerische  Bauzeitung  1887)  zu  betrachten  sein. 

11.  Vortrag:    . 

Anwendung  des  Prinzips  der  virtuellen  Yerrttekungen 
gemeinsam  mit  der  geometrischen  Bewegimgslehi*e. 

§71. 

AUgemeine  Anwendung  des  Prinzips  der  virtuellen  Yerrückungen 
zur  Berechnung  von  Tragwerken  (Wiederholung). 

I.  Wiederholung. 

Das  Grundprinzip,  nach  dem  die  Methode  der  Kraft  X  Weg- 
Produkte  zur  Berechnung  von  Tragwerken  zu  verwenden  ist, 
haben  wir  uns  bereits  in  §  65  klargemacht:  Um  z.  B.  den  Stab  8 
bei  dem  Fachwerke  Fig.  175  zu  berechnen,  denken  wir  uns  diesen 
Stab  herausgenommen  und  statt  dessen  seine  Spannkraft  8  an 
den  beiden  EDOtenpiinkten  a  und  b,  wo  früher  der  Stab  war, 
angebracht.  Hierdurch  ist  das  Tragwerk  in  einen  Mechanismus 
verwandelt,  dessen  freie  (angreifende)  Kräfte  die  Lasten  P  und 
die  beiden  Kräfte  8  sind.  (Außerdem  sind  noch  Zwangskräfte, 
Dämlich  Auflager-  und  Gelenkdrücke,  vorhanden,  die  uns  aber  bei 
der  KWP-Methode  bekanntlich  nicht  kümmern.)  Nun  erteilen 
wir  diesem  Mechanismus  eine  Bewegung,  so  daß  zu  jeder  Kraft 
ein  „Weg  3"  entsteht.     Und  zwar  seien: 

du  62  usw.  die  Wege  der  Kräfte  P^,  Pg  usw., 

dg  der  Weg  der  einen     Kraft  S, 

d's    „       „       u    anderen    „      „. 


{ 
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Wenden  wir  nnn  auf  diese  Wege  und  Kräfte  die  EWP-Methode 
an,  so  erhalten  wir  die  Gleichung: 

(I)  Pi  -dk  ±  Pa .  di  ±  . . .  ±  S-<f«  ±  S. diä  «  0  . 

Dies  ist  die  Grundgleichung  zur  Anwendung  der  EWP-Methode 
auf  Fachwerke.    Aus  ihr  ergibt  sich  die  Unbekannte  8: 

nr\'              a       -Pi  *  ^i  +  -Pj  *  ^i  +  -  *  * 
(11)  a  — »    ,    ./ • 

Die  Wege  J| ,  . . . ,  da^  dg  werden  aus  der  Figur  abgegriffen,  so  daB 
durch  den  obigen  Ausdruck  die  Spannkraft  8  vollständig  gefunden  ist. 

IL  Andere  Deutung  des  Nenners  d^  +  «f«  • 

Die  in  den  Formeln  vorkommende  Summe  da  +  da  hat  noch 
eine  besondere  geometrische  Bedeutung.     Sie  ist  nämlich  nichts 


anderes,  als  der  Betrag,  um  den  sich  der  Abstand  a  der  beiden 
Punkte  a  und  h  infolge  der  Bewegung  des  Mechanismus  ändert. 
War  vor  der  Inbetriebsetzung  der  Abstand  der  Punkte  a  und  b 
gleich  „  9^'  (»  Länge  des  Stabes  8),  und  ist  er  nach  der  Bewegung  „9^'S 
so  ist  zunächst  (vgl.  das  Schema  Fig.  192^): 

(1)  da+dk-'B-t. 

Hierin  ist  t  die  Projektion  der  Länge  s'  auf  die  ursprüngliche 
Länge  8 .  Nun  ist  aber  in  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  a'Vo  die 
Kathete  u  unendlich   klein  im  Verhältnis  zu  den  anderen  Seiten 

t  und  8^,  (Denn  wir  beschränken  uns  ja  nur  auf  unendlich  kleine  Yer* 
rückimgen  v,  so  daß  auch  die  Verdrehungen  gegen  die  ursprüngliche  Lage 
nur  unendlich  klein  sein  können.)  Für  einen  solchen  Fall  zeigt  aber 
die  Mathematik:  Der  unterschied  zwischen  Katbete  i  und  Hypo- 
tenuse a'  ist  unendlich  klein  „von  der  zweiten  Ordnung",  d.  h. 
unendlich  klein  selbst  im  Verhältnis  zu  der  bereits  unendlich 
kleinen  Strecke  i*.  [Beispiel:  «  —  600  cm,  ii=  ^loo  cm.  Dann 
ergibt  die  Ausrechnung  einen  Unterschied  a'—  t  —  Viooooooo  <^™J 
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Wir  können  also,  ohne  dafi  hierdurch  ein  nachweisbarer  Unterschied 
entStande,  statt  der  Strecke  t  auch  die  Strecke  «'  einaetxen,  wodordi 
die  Formel  (1)  die  Deutung  ergibt: 

(2)  ds+ik^9-9''=A9. 

In  Worten:  Die  Summe  der  Wege  is  und  i's  bedeutet  gleich* 
zeitig  den  Unterschied  der  Abstände  »  und  »',  der  zwischen 
den  beiden  Punkten  a  und  h  vor  und  luie^  der  Inbewegung- 
Setzung  des  Mechanismus  besteht. 

Mit  dieser  Schreibweise  gehen  die  Formen  (I)  und  (H)  über  in: 

(III)  Pi-^iiPfd,  ±...4:«-J»  —  0, 

■Pi  •  ^1  i  -P«  •  ^  db  •  •  • 


(IV)  fi- 


As 


Praktisch  ist  durch  diese  neue  Form  zwar  nicht  viel  gewonnen, 
da  man  ja  die  Strecke  9'  nicht  maßstäblich  darstellen  kann 
(Hierzu  müßte  man  Fig.  192^  maßstäblich  zeichnen,  was  wegen 
der  ungeheuren  Verschiedenheit  der  Längen  9  und  «  unmöglich  ist.) 
Für  das  praktische  Bechnen  muß  man  also  doch  auf  d^,  ii 
zurückgreifen.  Es  ist  eigentlich  nur  eine  kürzere  Ausdrucksweise, 
wenn  man  As  statt  {ig  +  ^ä  hinschreibt. 

Dieses  also  waren  die  Formen,  zu  denen  wir  bereits  in  §  65  die 
KWP -Methode  im  wesentlichen  entwickelt  hatten« 

§72. 

Verbindung  der  KWP-Meüiode  mit  den  um  90<^  gedrehten 

Verrüekungen. 

Der  Fortschritt  gegenüber  §  65  ist  nun  folgender:  Damals 
haben  wir  die  Verrückungen  der  einzelnen  Punkte  und  die  daraus 
abzuleitenden  „Wege'^  der  Kräfte  in  ganz  elementarer  Weise  durch 
direkte  Aufzeichnung  des  verschobenen  Mechanismus  ermittelt. 
Diese  Bestimmung  der  Formänderungen  eines  Mechanismus  ist 
aber  so  umstä.Ddiich  und  ungenau,  daß  an  diesen  Mängeln  die 
ganze  Methode  scheitern  müßte. 

Inzwischen  haben  wir  nun  die  vorzüglichen  Hilfsmittel  der 
Kinematik  kennen  gelernt.  Wir  werden  von  jetzt  ab  die  Ver- 
rüekungen und  Wege  stets  auf  Qrund  der  geometrischen  Bewegungs- 
lehre bestimmen,  also  mit  Hilfe  der  momentanen  Drehpole  und 
der  um  90^  gedrehten  Verrückungen.  Im  Prinzip  bleibt  also  der 
bereits  in  §  65  entwickelte  Gedankengang.  Nur  die  Hilfsmittel 
haben  sich  gebessert. 
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Nun  fällen  wir  die  Lote  Qu  von  Punkt  a",  und  gi;  Ton 
Punkt  fr''  auf  die  Kraftrichtung  U,  ferner  das  Lot  Qp  vom  Punkte m'' 
auf  die  Kraftrichtung  P,  und  erhalten  auf  Qrund  der  Oleichung  (III) 
des  vorigen  Paragraphen: 

(I)  U'Qu-U'Qh  +  P'Qp^O, 

(la)  U{Qu-Q'a)  +  P'Qp-0. 

[Je  nachdem  die  Kräfte  rechts-  oder  linksherum  um  den  be- 
treffenden Endpunkt  zeigen,  müssen  sie  natürlich  verschiedene 
Vorzeichen  erhalten.]  Die  Differenz  g^  —  gi;  kann  aus  der  Zeichnung 
direkt  abgegriffen  werden: 

(IT)  Qu—QW^^f 

so  daß  die  Gleichung  schließlich  liefert: 

(III)  -  U'e  +  P*gp=0, 

(Illa)  17=+^^^. 

Hiermit  ist  die  Spannkraft  U  bestimmt. 

Die  Längen  Qp  und  e  werden  in  einem  beliebigen  (aber  natürlich  in 
dem  gleichen)  Maßstab  gemessen.  Wie  man  sieht^  kommt  es  nur  auf  das 
Verhältnis  der  Verrückungen,  bzw.  der  Lote,  an.  Wie  groß  man  die  erste 
Verrückiing  aa'^  gewählt  hatte,  ist  vollständig  gleichgültig;  das  Verliältnis 
Qp :  t  bleibt  immer  das  gleiche.  (Bei  einer  Änderung  von  a  a"  würden  sich 
ZJihler  Qp  und  Nenner  e  in  gleichem  Verhältnis  ändern.) 

Aulgabe:  Bei  welcher  Richtung  der  Kraft  P  wäre  die  Stab- 
kraft U  gleich  Nullt  [Wenn  P  in  der  Linie  mm^^  wirkt.  Dann 
ist  das  Lot  von  m"  auf  P  gleich  Null  und  folglich  auch  das 
Produkt  P*g,  (Die  wirkliche  Verrückung  würde  rechtwinklig 
7ur  Kraftrichtung  erfolgen,  so  daß  deren  Weg  d  zu  Null  wird.)] 

Aufgabe:  Bei  welcher  Richtung  der  Kraft  P  wird  der  Stab  ü 
am  meisten  beansprucht  1  [Dann,  wenn  das  Lot  g  vom  Punkte  m'' 
auf  die  Kraft  am  größten  ausfällt;  d.  h.  wenn  P  rechtwinklig  zur 
Linie  mm^'  verläuft.] 

Zweite  Aufgabe. 

Berechne  in  derselben  Weise  die  Spannkraft  U  des  Fach- 
Werkes  Fig.  1871 

Die  um  90®  gedrehten  Verrückungen  sind  sehr  schnell  be- 
stimmt. Dann  sind  nur  noch  die  Lote  g  zu  fällen  und  die  Gleichung 
Pi  •  ßi  ± . . .   anzusetzen. 

Dritte  Aufgabe. 

Die  Horizontalkomponente  H  des  Auflagerdruckes  hei  dem  Oe 
rüst  Fig.  195  ist  zu  berechnen  t 
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Wir  verwandeln  das  Tragwerk  in  einen  Mechanismus,  indem 
wir  aus  dem  rechten  festen  Lager  ein  bewegliches  machen.  Die 
fortgenommene  Lagerkraft  wird  in  Gestalt  einer  äußeren  (freien) 
Kraft  H  angebracht.  Dann  leiten  wir  eine  Bewegung  ein,  indem 
wir  z.  B.  den  Punkt  2  die  um  90®  gedrehte  Verrückung  2  2'^ 
ausführen  lassen.  Auf  Orund  dieses  Antriebes  finden  wir  dann 
der  Reihe  nach  die  Verrückungen  der  Punkte  J,  4  usw. 

Hierbei  ist  zu  beachten:  a)  Da  wir  22'^  bis  zum  unteren 
Fußpunkte  angenommen  haben,  so  fallt  auch  3'^  in  diesen  Fuß- 
punkt.   Denn  es  muß  sein  2^3^-^  23,  W¥'^  13.    b)  Punkt  4'' 


e^s^k 


Fig.  19a. 


folgt   aus   2" 4'^+24y    femer   <"  auf  dem   Lote  zur  Führung. 


5"  fällt  mit  dem  Punkte  4 


zusammen.    Denn  esi8t4^  5 


45, 


3"5"-Vr35.  d)  6''  fällt  ebenfalls  mit  4"  za^ammen.  Dadurch, 
daß  die  Verrfickung  22"  bis  zum  unteren  Fußpunkte  angenommen 
LHt«  hat  sieh  die  Zeichnung  sehr  yerdnfacht. 

Nun  fallen  wir  das  Lot  q^  vom  Punkte  6"  auf  die  Kraft  B^ 
und  daß  Lot  Qp  vom  Punkte  7"  auf  die  Kraft  P  und  erhaileo: 


H 


V\^r\.f!f,  Statik  U^ 


41 


646  Abschnitt  V.    11.  Vortrag. 

[Der  Maßstab,  in  dem  die  beiden  Lote  abgemessen  sind,  ist  will- 
kürlich. Es  kommt  nur  auf  das  Verhältnis  der  Strecken  an.] 
Hiermit  ist  die  Kraft  H  bestimmt.  Die  Berechnung  ist  sicherlich 
einfacher  als  mit  der  Ersatzstabmethode. 

Vierte  Aufgabe^ 

Wie  groß  wäre  die  Auflagerhrafi  H  von  Fig.  195^  wenn  beide 
Auflager  in  gleicher  Höhe  wärent 

Dann  würde  sich  das  Lot  qb  gleich  Null  ergeben.  Die 
Formel  für  H  lautete  also: 

Die  Auflagerkraft  müßte  demnach  unendlich  groß  sein,  um  Oleich- 
gewicht zu  ermöglichen.  Das  heißt:  Das  System  läßt  sich  überhaupt 
nicht  im  Oleichgewicht  halten;  es  ist  beweglich. 

§  74. 

Terbindong  des  Prinzips  der  yirtuellen  Yerräckungen  mit 
Polbestimmungen  (Entwicklung  der  Eintlußlinien). 

Auch  die  Einflußlinien  bei  wandernder  Last  lassen  sich  durch 
die  geometrische  Bewegungslehre  in  Verbindung  mit  dem  Prinzip 
der  yirtuellen  Verrückungen  sehr  schön  bestimmen.  Hierbei  kann 
man  zwei  Stufen  unterscheiden: 

1)  Aus  der  Betrachtung  der  Scheiben  des  betreffenden  Mecha- 
nismus läßt  sich  die  allgemeine  Form  der  betreffenden  Einfluß- 
linie (nämlich  die  Anzahl  der  Oeraden,  aus  der  sie  besteht,  und 
deren  Knickpunkte)  angeben;  und 

2)  lassen  sich  auch  direkt  die  Längen  der  einzelnen  Ordinaten 
der  Einflußlinie  bestimmen.  Das  Hilfsmittel  zu  diesen  Unter- 
suchungen sind  diesmal  weniger  die  um  90®  gedrehten  Ver- 
rückuDgen  als  die  Pole. 

L  Grundprinzip  der  kinematischen  DarsteHung  von  Einflußllnlen 

(Elnsenkungsfläehe). 

1.  Die  Spannkraft  S  bei  Terschiedenen  Laststellnngen. 
Es  handle  sich  um  irgendein  kompliziertes  Tragwerk,  bei 
dem  für  eine  Auflagerkraft,  Spannkraft  usw.  die  Einflußlinie  ge- 
zeichnet werden  soll.  Als  Beispiel  diene  Fig.  196  a,  woselbst  die 
Spannkraft  S  für  eine  wandernde  Last  P  — 1,0  t  berechnet 
werden  soll. 
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Nach  Fortnahme  des  Stabes  8  ist  das  Tragwerk  ein  zwang- 
läufiger Mechanismus.  Zunächst  bestimmen  wir  dessen  Pole.  In 
Fig.  196  sind  diese  Pole  richtig  eingezeichnet.  [Die  Aufsuchung 
führe  der  Leser  selber  durch,  indem  er  der  Beihe  nach  die 
Scheiben  I ^  IV ^  .••  vornimmt.] 


Fig.  196 

Nun  werde  der  Mechanismus  angetrieben,  indem  man  einen 
Punkt  desselben  eine  virtuelle  Verrückung  ausführen  läßt  (z.  B.  den 
Punkt  Ä  längs  der  Führung  F  verschiebt).  Hierdurch  werden 
dann  auch  alle  anderen  Punkte  zwangläufig  bewegt.  Insbesondere 
erleide  der  Angriffspunkt  m  der  Kraft  P  eine  Verrückung  inm\ 
so  daß  für  die  Kraft  P  ein  Weg  d  entsteht.    Ferner  ändere  sich 

41* 
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der  Abstand  s  der  beiden  Punkte  a  und  b  um  zf  a  •  Dann  haben 
wir  nach  Gleichung  (IV)  von  §  71  für  die  Spannkraft  8  sofort  den 
Ausdruck  (zunächst  ohne  Vorzeichen  hingeschrieben): 

oder,  da  wir  eine  wandernde  Last  P=-l,Ot  betrachten: 

Dies  ist  also  die  Spannkraft  des  Stabes  8  infolge  einer  im  Punkte  m 
befindlichen  Last  P  =  1,0  t, 

Würde  nun  die  Last  an  einer  anderen  Stelle  stehen,  z.  B.  an 
der  Stelle  n,  so  würden  wir  für  die  Spannkraft  des  Stabes  8 
genau  entsprechend  bekommen: 

(IIa)  -»"-ly"»-» 

worin  ()„  die  Einsenkung  an  der  betreffenden  Stelle  n  ist;  während 
der  Nenner  As  derselbe  ist  wie  vorhin.  Denn  letzterer  hängt  ja 
nur  von  den  beiden  Punkten  a  und  h  ab  und  ist  ein  für  allemal 
bestimmt,  sobald  wir  mit  dem  Mechanismus  eine  Bewegung  ein- 
geleitet haben. 

Aus  den  Formeln  (II)  und  (IIa)  ergibt  sich  also  für  eine 
wandernde  Last  der  Satz:  Für  jede  Stellung  der  Last  P  =»  l^Ot  ist 
die  Spannkraft  des  Stabes  8  gleich  der  Einsendung  d  an  der  be- 
treffenden Laststelle  (m,  bzw.  n),  multipliziert  mit  dem  Faktor  (Ifii  As). 

2.  Die  »yEinsenkimgsnäche^'  als  graphische  Darstellung  der  Spannkräfte  S  • 
Denkt  man  sich  nun  zu  jedem  Punkte  des  Mechanismus  die 
Einsenkung  d  als  lotrechte  Strecke  (Ordinate)  aufgetragen,  so  daß 
eine  ganze  Fläche  —  „Einsenkungsfläche^^  —  entsteht,  so  hat 
diese  augenscheinlich  folgende  Bedeutung:  Steht  an  irgendeiner 
Stelle  m  eine  Last  P  =»  1,0  t,  so  kann  man  aus  der  Ordinate  d 
der  Einsenkungsfläche  direkt  angeben,  wie  groß  die  bei  dieser 
Laststellung  im  Stabe  8  entstehende  Spannkraft  ist.  Man  braucht 
nämlich  die  Ordinate  d  nur  noch  durch  die  Abstandsänderung  As 
der  beiden  Punkte  a  und  b  zu  dividieren.     Also: 

Die  Einsenkungsfläche  des  Mechanismus,  der  aus  dem  urspr ang- 
lichen Tragwerk  durch  Fortlassung  des  Stabes  8  entstanden  ist,  ist  gleich- 
zeitig die  Einflußfläehe  für  diesen  Stab.  Nur  muß  das  Resultat  noch 
mit  dem  Faktor  k  b  (1,0 :  As)  multipliziert  werden. 
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nierbei  sind  die  Einsenkungen  S  und  die  Abstandsänderung  As  in 
einem  beliebigen  (aber  natürlich  gleichen)  L!lngenmaßstabe  zu  messen.  Der 
Faktor  1,0  bedeutet  1,0  t.    Für  8  erhält  man  dann  natürlich  ebenfalls  t. 

In  Fig.  196  a  ist  die  Einsenkungslinie,  wie  sie  sich  für  deu 
vorliegenden  Mechanismus  ergeben  würde,  skizziert.  Diese  Fläche 
alsO)  von  einer  Horizontalen  aufgetragen  (Fig.  196  b),  stellt  dann 
die  (nur  noch  mit  einem  Faktor  h  zu  versehende)  Einflußfläche 
für  den  Stab  8  dar. 

Bemerkung:  Bei  dieser  Gelegenheit  sei  darauf  hingewiesen,  wie  sehr 
das  Prinzip  der  virtuellen  Verrückungen  dem  Gefühl  des  Forschenden  ent- 
gegenkommt. An  und  für  sich  ist  eine  Kraft  etwas  Unsichtbares,  Unfaß- 
bares. Um  eine  Kraft  zu  erkennen,  wird  man  also  nach  einer  äußeren  Be- 
tätigung derselben  suchen.  Deshalb  ist  es  bei  der  Berechnung  einer  Siabkraft  S 
naheliegend,  zu  fragen:  Was  würde  geschehen,  wenn  der  Stab  plötzlich 
nachlassen  würde?  Man  hofft,  durch  diese  Fragestellung  die  Aufgabe,  die 
die  Kraft  S  im  ruhenden  System  ausfüllt,  zu  ergründen. 

In  der  Tat  geht  die  KWP-Methode  gerade  auf  diese  Frage  ein.  Es 
zeigt,  welche  Verrückungen  eintreten  würden,  sobald  der  Stab  nachlassen 
würde,  und  lehrt  dann  weiter,  wie  diese  Verrückungen  und  die  Größe  der 
auftretenden  Kräfte  in  Zusammenhang  zu  bringen  sind.  Es  zeigt  uns  die 
Eigenschaft  des  Gleichgewichts,  indem  es  uns  vorführt,  was  eintreten  würde, 
wenn  das  Gleichgewicht  geslört  werden  würde. 

Mit  Recht  hat  man  .deshalb  gesagt,  daß  das  Prinzip  der  virtuellen 
Verrückungen  „die  ruhenden  und  verborgenen  Verhältnisse  der  Statik 
nötigt,  in  sichtbaren  Proportionen  hervorzutreten".  Es  zeigt  ims  gewisser- 
maßen die  Ejrftfte  im  arbeitenden  Zustande.  Im  Gegensatz  hierzu  stehen 
unsere  „einfachen"  Gleichgewichtsbed  in  gingen,  bei  denen  der  Buhezustand 
als  das  Gegebene,  Unveränderliche  behandelt  wird,  ohne  Frage  danach, 
was  vorher  geschehen  ist  oder  nachher  geschehen  würde.  In  dieser  Hin- 
sicht haben  die  einfachen  Gleichgewichtsbedingungen  etwas  Starres,  Un- 
zugängliches. 

n^  Benntzung  des  Grandprinzips  zur  Bestimmung  der  allgemeinen  Form 

einer  jeden  Einilußlinle» 

Aus  der  soeben  abgeleiteten  Barstellung  der  Einflußlinie  als 
der  Einsenkungslinie  des  betreffenden  Mechanismus  lassen  siolf 
für  die  Theorie  der  Einflußlinien  mehrere  wichtige  Schlüsse  ziehen. 
Man  kann  nämlich  allgemein  gültige  Eegeln  hinsichtlich  der  Ge- 
stalt einer  jeden  Einflußlinie  aufstellen. 

Satz  1. 

Jede  Scheibe  des  Mechanismus  begrenzt  ein  gerades  Stück  der 
Einflußlinie, 

Der  Beweis  ergibt  sich  daraus,  daß  das  betreffende  Stück  der 
Einflußlinie  ja   nichts  anderes  ist  als  die  Einsenkungslinie  der 


650  Abschnitt  V.    11.  Vortrag. 

darüberliegendcn  Scheibe.  Hat  z.  B.  der  Punkt  m  von  dem  Drehpol 
seiner  Scheibe  den  Abstend  r«  y  so  ergibt  sich  zunächst  eine  Ver- 
rückung   

woric  CO  der  Drehungswinkel  der  Scheibe  sei.  (Punkt  m  führt 
einen  kleinen  Kreisbogen  mit  dem  Zentriwinkel  a>  um  den  Pol 
aus.)     Aus  t?m  folgt  die  Einsenkung: 

(in)  im^^m^  C0S9?«  =»  r«  •  COS9?«»-  ö>  «=  a?«  •  Ö>  . 

Da  nun  der  Drehungswinkel  a>  für  alle  Punkte  der  Scheibe  der- 
selbe ist  (denn  um  ihn  dreht  sich  ja  die  ganze  Scheibe),  so  folgt, 
daß  die  Einsenkung  d^  eines  Punktes  m  direkt  proportional  ist 
dem  Abstände  x^  dieses  Punktes  vom  Pole.  Mit  anderen  Worten: 
Betrachtet  man  verschiedene  Punkte  der  Scheibe,  die  in  den  Ab- 
ständen 1,  2  usw.  vom  Pole  liegen  mögen,  so  wachsen  die  Ein- 
senkungen  dieser  Punkte  in  demselben  Verhältnis,  wie  die  Abstände  x 
der  Punkte  vom  Pol  der  Scheibe,  und  daraus  folgt,  daß,  wenn 
man  die  Einsenkung  d  einer  Scheibe  von  einer  Nullachse  aus  auf- 
trägt, die  Endpunkte  aller  ö  auf  einer  geraden  Linie  liegen  müssen. 
[Ist  die  Scheibe  oben  horizontal  begrenzt,  so  folgt  dies  ja  auch 
direkt  aus  der  Anschauung.]    Hiermit  ist  der  obige  Satz  bewiesen. 

0 

Satz  2. 

Der  Pol  einer  Scheibe  bedeutet  gleichzeitig  den  NuUpunM  der 
darunter  liegenden  Einflußlinie, 

Betrachten  wir  in  Fig.  196  z.  B.  die  Scheibe  /  mit  ihrem 
Pol  (2) .  Der  vertikal  unter  diesem  liegende  Punkt  o  würde  bei 
einer  Bewegung  des  Mechanismus  eine  Verrückung  Vo  beschreiben, 
die  rechtwinklig  zum  Polstrahl  {I)o  ist,  also  horizontal  verläuft. 
Stände  nun  in  o  eine  vertikale  Kraft  P ,  so  würde  also  deren  Weg 

sein.  Das  EWP  dieser  Elraft  ist  also  gleich  Null,  und  daraus 
folgt,  daß  sie  keine  Spannkraft  im  Stabe  S  hervorbringt.  [Das- 
selbe Besultat  folgt  aus  der  Formel  (III),  da  für  den  Punkt  o 
der  Abstand  (T  gleich  Null  wird.] 

Satz  8. 

Der  Belativpol  zweier  Scheiben  gegeneinander  bezeichnet  die 
Stelle,  an  der  die  Einflußlinien  dieser  beiden  Scheiben ,  bzw,  die 
Verlängerungen  dieser  Einflußlinien,  sich  schneiden. 

Für  die  beiden  Scheiben  I  und  II  von  Fig.  196  a  ergibt  sich 
dieser  Satz  ohne   weiteres.     Denn   der   Relativpol   dieser  beiden 
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Scheiben  ist  der  Punkt  (I II) ,  und  da  an  dieser  Stelle  die  beiden 
Scheiben  aneinanderstoßen,  müssen  auch  die  zugehörigen  (geraden) 
Linien  gj  und  Qu  der  Einflußlinie  an  dieser  Stelle  zusammentreffen. 
Aber  auch  für  zwei  andere  Scheiben,  z.  B.  IF  und  II  gilt 
dieser  Satz.  Deren  relativer  Pol  ist  der  Punkt  {IV  II).  Denken 
wir  uns  die  beiden  Scheiben  so  weit  verlängert,  daß  sie  sich  über- 
decken, so  würde  an  der  Stelle  {IV II)  die  Scheibe  IV  sich 
genau  so  verrücken  wie  die  Scheibe  II.  [Denn  um  den  Punkt 
{IV II)  dreht  sich  ja  die  eine  Scheibe  gegen  die  andere.  Der 
Punkt  selber  ist  also  für  beide  Scheiben  gemeinsam;  an  ihm  ist 
die  Spur,  die  die  eine  Scheibe  auf  der  anderen  zurückläßt,  gleich 
Null.]  Aus  der  an  dieser  Stelle  vorhandenen  Gleichheit  der  Ver- 
rückungen der  beiden  Scheiben  folgt  aber,  daß  eine  im  Punkte 
(72 IF)  befindliche  Kraft  denselben  Weg  d  erfährt,  ganz  gleich- 
gültig, ob  sie  sich  auf  der  Scheibe  II  oder  auf  der  Scheibe  IV 
befindet.  Die  unter  dem  Punkte  {IV 11)  befindliche  Ordinate  rj 
der  Einflußlinie  muß  also  bei  der  Linie  gjy  (die  zu  der  Scheibe  IV 
gehört)  ebenso  groß  sein  wie  bei  der  (Verlängerung  der)  Linie  Qu 
(die  zu  der  Scheibe  II  gehört).  Das  heißt:  Vertikal  unter  dem 
Eelativpol  {II IV)  müssen  sich  die  beiden  zu  den  Scheiben  II 
und  IV  gehörigen  Stücke  gxi  und  Qjy  schneiden  .(Schnittpunkt  Sujy). 

Wiederholung  von  Absatz  IL 

Orundprinzip :  die  Einflußlinie  für  eine  Stabkraft,  Auflager- 
kraft usw.  eines  Tragwerkes  ist  nichts  anderes  als  die  Einsenkungs- 
linie  des  Mechanismus,  in  den  das  Tragwerk  durch  Beseitigung  der 
betreffenden  Stabkraft,  Auflagerkraft  usw.  übergeht.    Daraus  folgt : 

1)  Jede  Einflußlinie  eines  statisch  bestimmten  Tragwerkes 
besteht  aus  geraden  Linien  ^j,  Qjj  usw.  Kommt  die  Last  beim 
Überwandern  des  Tragwerkes  von  einem  Ende  zum  anderen  über  x 
Scheiben  I ,  II  usw. ,  so  besteht  die  Einflußlinie  entsprechend 
aus  iü  Geraden  gj,  gu  usw.,  und  zwar  so,  daß  unter  jeder  Scheibe 
eine -Gerade  g  liegt. 

2)  Der  Schnittpunkt  einer  jeden  Geraden  g  mit  der  Nullachse 
der  Einflußfläche  liegt  vertikal  unter  dem  Pol  der  Scheibe,  zu 
der  die  betreffende  Gerade  gehört.  Hierdurch  ist  der  Nullpunkt  JV 
einer  jeden  Geraden  g  bestimmt.  Liegt  der  Pol  außerhalb  der 
Scheibe,  so  schneidet  nicht  die  betreffende  Gerade  g ,  sondern  erst 
deren  Verlängerung  die  Nullachse. 

3)  Der  gemeinsame  Punkt  8z  n  zweier  Geraden  gj  und  gu^ 
bzw.  deren  Verlängerungen,  liegt  vertikal  unter  dem  Belativpol 
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der  zugehörigen  Scheiben  7  und  II,    Hierdurch  sind  die  Schnitt- 
punkte der  einzelnen  Geraden  untereinander  bestimmt. 

Wir  können  jetzt  also  von  vornherein  bei  jeder  Einflußlinie 
angeben:  1)  Aus  wieviel  Geraden  sie  bestehen  wird;  2)  wo  die 
einzelnen  Oeraden  ihre  Ordinate  Null  haben  werden,  und  3)  wo 
sich  je  zwei  solche  Oeraden  schneiden  müssen. 

Augenscheinlich  bekommt  man  durch  solche  allgemein  gültige 

Sätze   erst   die  nötige  Sicherheit,  um  mit  Einflußlinien  wirklich 

hantieren  zu  können. 

4.  Betspiel  zu  Absatz  TL 

Bei  dem  Tragtoerk  Fig.  197  a  ist  die  allgemeine  OestaU  der  Einflußinie  dea 
Stabes  8  anzugeben/ 


m> 


Fig.  197. 
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Die  Belastung  bewege  sich  auf  der  Unterseite  der  Scheiben  i,  27,  111 
und  IV,  Wir  können  also  sofort  aussagen:  1)  Die  EinfluBlinie  fClr  8  muß 
aus  4  Geraden  Qi  . .  g^  bestehen,  von  denen  jede  so  weit  gültig  ist,  wie  die 
entsprechende  darüberliegende  Scheibe  J. .  IV  reicht.  Nun  bestimmen  wir 
noch  in  Fig.  179  a  die  Pole  der  Scheiben.  [Es  ergeben  sich  sofort  die 
Relativpole  lü,  Ullly  UIIV,  IIIV.  Ferner  die  absoluten  Pole  (i), 
(IV),  (11)  aus  (Ul)  und  (HIV),  und  (111)  aus  (il/H)  und  (111 IV),] 
Mit  Hilfe  dieser  Pole  können  wir  dann  aussagen:  2)  Die  Nullpunkte  N^,,Niy 
der  Geraden  gi^.giT  müssen  senkrecht  unter  den  Polen  (I)..(iT)  liegen; 
8)  die  Schnittpunkte  Sjjjy  Sjjjjjy  S/^jy  usw.  der  Geraden  ^/,  gu,  (7/// usw. 
untereinander  müssen  senkrecht  unter  den  Relativpolen  (lü),  (IIIU), 
(iniV)  usw.  liegen. 

Insgesamt  werden  wir  also  folgendermaßen  vorgehen:  Wir  ziehen  die 
Nullachse  der  EinfluBfl&che,  loten  den  Pol  (J)  hinunter,  erhalten  hierdurch 
den  Nullpunkt  Nj  und  ziehen  nun  durch  diesen  die  (im  übrigen  beliebig 
gerichtete)  Gerade  g/ .  EUermit  ist  der  zu  Scheibe  I  gehörige  Teil  der  Ein- 
flußlinie erledigt.  An  gi  schließen  wir  im  Punkte  8j„  (senkrecht  unter 
Pol  III)  die  Gerade  gnf  und  zwar  so,  daß  dieselbe,  bzw.  ihre  Verlängerung, 
durch  ihren  Nullpunkt  N^  (senkrecht  unter  Pol  11)  geht.  An  gu  schließen 
wir  in  derselben  Weise  gm  (mit  Nullpunkt  Nju,  vertikal  unter  Pol  111) 
und  schließlich  giy.    Dann  ist  die  Gestalt  der  Einflußlinie  fertig. 

Außerdem  haben  wir  noch  Kontrollen.  Zum  Beispiel:  Der  Schnitt- 
punkt 8uiy  der  Geraden  gu  und  giy  muß  senkrecht  unter  dem  Relativpole 
(mV)  liegen.  Statt  aber  den  Punkt  8my  zur  Kontrolle  zu  benutzen, 
kann  man  ihn  natürlich  auch  zum  eigentlichen  Aufzeichnen  der  Einfluß- 
linie benutzen  und  auf  diese  Weise  z.  B.  den  Punkt  Njj  sparen. 


DI.  Bestimmung  der  Lfinge  einzelner  Ordinalem 

Die  Gestalt  einer  Einflußlinie  ist  aber  noch  nicht  aus- 
reichend, um  die  betreffende  Spannkraft,  für  die  die  Einflußlinie 
gilt,  wirklich  auszurechnen.  Denn  es  fehlt  ja  noch  der  Maßstab, 
in  dem  die  einzelnen  Ordinaten  abzumessen  sind.  Zur  vollständigen 
Bestimmung  der  Einflußlinie  muß  man  aJso  wenigstens  noch  die 
Oröße  einer  Ordinate  kennen.  Denn  dann  kann  man  aus  dieser 
einen  Ordinate  angeben,  wieviel  t  ein  cm  zu  bedeuten  hat,  und 
hat  hierdurch  den  Maßstab  für  sämtliche  Ordinaten. 

Wir  werden  also  so  vorgehen,  daß  wir  (nach  Festlegung  der 
allgemeinen  Oestalt  der  Einflußlinie)  einzelne  Ordinaten  besonders 
herausgreifen,  ihre  Längen  bestimmen  und  hierdurch  den  Maßstab 
für  die  ganze  Einflußlinie  erhalten.  Dies  kann  auf  verschiedene 
Weise  geschehen: 

1.  Mittete  der  Spannkräfte  Infolge  ^->l,Ot,  bzw.  ^*- 1,0  t. 
Dies  ist  namentlich  beim  Fachwerkträger  auf  zwei  Stützen 
die  häufigste  Weise,  um  dif  Binflnßlinien  vollständig  zu  bestimmen. 
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Man  trägt  also,  genau  wie  im  3.  Vortrage  (Fig.  84...  100),  zu- 
nächst die  Strecke  A'C'^Ba  oder  B'D'^Sß  auf.  Von  diesen 
aus  entwickelt  man  dann  mittels  der  Nullpunkte  N  und  der 
Schnittpunkte  S  der  einzelnen  Geraden  gjj  gjj  usw.  die  gesamte 
Einflußlinie.  Bei  diesem  einfachsten  Falle  kommt  die  kinematische 
Methode  schließlich  auf  dasselbe  hinaus  wie  die  elementare  Methode. 
Der  Nutzen  der  kinematischen  Betrachtung  besteht  aber  darin, 
daß  man  leichter  angeben  kann,  wie  weit  jede  der  einzelnen  Ge- 
raden g  der  Einflußlinie  zu  reichen  hat  (nämlich  so  weit  die 
darüberliegende  Scheibe  reicht).     Beispiele:  Fig.  199,  Fig.  205. 

2«  Durch  Herausgreifen  anderer  Ordinaten« 

Statt  der  Strecken  A'  C  und  B'D'  unter  den  Auflagerpunkten 
kann  man  natürlich  auch  andere  Ordinaten  herausgreifen.  In 
Fig.  131  ist  für  einen  häufig  vorkommenden  Fall  gezeigt,  wie 
man  solche  zwischenliegende  Ordinaten  berechnen  kann.  Eine 
oder  mehrere  Ordinaten  werden  also  zunächst  eingezeichnet  und 
daran  die  einzelnen  Geraden  gi  gu  usw.  der  Einflußlinie  angeschlossen. 
Bei  komplizierten  Tragwerken  wird  man  irgendeine  Laststellung 
herausgreifen  und  für  diese  die  Spannkraft  berechnen  (ev.  kine- 
matisch oder  auch  mittels  der  Ersatzstabmethode).  Beispiel :  Fig.  200« 

8.  Durch  Bestimmung  der  Vertikalabstände  zwischen  den  Geraden 

a)  Allgemeines  über  die  Verwendung  der  Vertikalabstände  tv , 

Ein  anderes  Mittel,  um  außer  der  Gestalt  der  Einflußlinie 
auch  noch  die  Größe  der  Ordinaten  zu  ermitteln,  bietet  die  Be- 
stimmung der  Vertikalabstände  zwischen  den  einzelnen  Geraden 
9if  9ti  '^^'  I^iese  Abstände  zwischen  den  verschiedenen  Teilen 
einer  Einflußlinie  haben  wir  bereits  bei  der  ersten  Herleitung  der 
Einflußlinien  beachtet.  In  Fig.84^b  und  e  ist  der  Abstand  z  be- 
stimmt, der  zwischen  den  beiden  Teilen  einer  für  einen  Gurtstab 
gezeichneten  Einflußlinie  besteht.  In  Fig.  92' und  92'' sind  ent- 
sprechend die  Abstände  Di'  und  D2  bestimmt,  die  zwischen  den 
einzelnen  Strecken  einer  für  eine  Diagonale  gezeichneten  Einfluß- 
linie bestehen. 

[Zusammenstellung  der  Resultate  m  Fig.  92^^%  bzw.  112  und  113.  In 
letzteren  Tabellen  sind  die  entsprechenden  Werte  mit  Dp*  und  Dp*,  be- 
zeichnet. Die  Bestimmung  dieser  Vertikalabstände  geschah  in  ganz  elemen* 
tarer  Weise.  Und  zwar  entweder  rein  geometrisch  (bei  den  Gurtst&ben) 
oder  dadurch,  daß  wir  eme  Kraft  unmittelbar  neben  dem  betreffenden 
Schnitte  annahmen  und  nun  die  Spannkraft  ausrechneten,  die  diese  an- 
genommene Kraft  für  sich  allein  in  dem  betreffenden  Stabe  bery erbringt.] 
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Diese  YertikalabstäDde  —  sie  mögen  jetzt  gemeinsam  mit  „trS 
bezeichnet  werden  —  können  wir  nun  verwenden,  um  in  Ver- 
bindung mit  den  aUgemeinen  Begeln  über  die  Geraden  g  dner 
Einfloßlinie  letztere  vollständig  zu  bestimmen*  Wir  fangen  mit 
einer  (Geraden  g  der  Einilufilinie  an,  tragen  daran  die  nächste 
Gerade  g  an  und  zwar  so,  daß  der  Yertikalabstand  w 
zwischen  den  beiden  Geraden  den  rechnungsmäßigen 
Wert  hat,  und  hierauf  schließen  wir  alle  uideren  Geraden  g  an. 
Der  Maßstab,  in  dem  die  Strecke  w  aufgetragen  wurde,  gilt  dann 
für  die  g:iaze  Einflußlinie.  Statt  dessen  kann  man  auch  zunächst 
sämtliche  Gnaden  g  aufzeichnen,  dann  den  Abstand  w  abmessen 
und  hierdurch  den  Maßstab  festlegen. 

h)  Kinemalische  Bestimmung  der  Abstände  v. 

Die  Vertikalabstände  w  haben  wir  zwar  bereits  für  vide  Fälle 
bestimmt  und  zusammengestellt   (§  28a,  b;  §  35a). 

Es  möge  jetzt  aber  noch  eine  ganz  allgemeine  kinematisdie 
Ableitung  dersdben  gegeben  werd^i  (nach  Mnüer-Breelau),  die 
für  jedes  noch  so  komplizierte  Tragwerk  paßt  und  überhaupt 
das  Wesen  d^  Sache  in  einem  ganz  ander^i  Lichte  erschein^i 
lassen  wird. 

a)  DarstsUniig  tob  w  dnrdi  dip  Differeoz  der  Sbisenkugen  <f.  In 
flg.  198  a  sei  auf  kinematischem  Wege  die  Einflußiinie  für  den 
Stab  8  gezeichnet.  Infolge  einer  an  der  Schabe  J  befindlichen 
Last  P  « 1,0  t  ergibt  sich  also  die  Spannkraft  des  Stabes  0: 

(1)  fi/--j^ — -ZV'*" 

[dg  »  Etni^nkung  der  Scheibe  I  an  dem  Angriffspunkte  von  P.] 
In  der  Einflußiinie  wird  diesar  W^t  Bt  durch  die  Ordinate  17, 
dargestellt« 

Derikeo  wir  ans  nun  die  Seheibe  II  so  weit  Teilängat,  daß 
m^  Ym  zur  Umi  P  reicht«  und  wäre  P  an  dersdbeu  St^le,  jetzt 
at>er  an  der  Scheibe  11^  so  würde  im  Stabe  8  natürüdi  eine 
Skodere  Spannkraft  entsteheo.    Kämlich: 

(2)  ^,,. ______ i„. 

(4//  —  Eiuj^nkung  der  Scheibe  U  an  dtf  Angriff sst^e  von  P . 
Da  Scheibe  11  einen  anderen  Pol  hat  als  Scheibe  I ,  sind  natür- 
lieh  aoeh  die  Einseokungen  anders.]  In  der  Einflußiinie  würde 
diaser  Wert  durch  die  Veriängerung  der  Geraden  §gf  (entsprechend 
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der  YerJbängerung  der  Scheibe  II)  darzustellen  seiu,   und   zwar 
durch  die  Ordinate  17/2 . 

Somit  folgt  zunächst  nach  Fig.  198:  Der  Vertikalabstand  w 
der  beiden  Linien  gj  und  gn  unter  der  Last  P  beträgt: 

«>  =  ^//  —  ^i  ==  Sil  —  Sj  , 
(3)  «,  =  _-(5„-,5,)  =  ^. 

In  Worten:  Der  Vertikalabstandi^  der  Geraden  gj  und  gn 
der  zu  einem  Stabe  8  gezeichneten  Einflußlinie  ist  nichts 
anderes  als  der  unterschied  Ad  der  Einsenkungen  der 
Scheiben  I  und  II  an  der  betreffenden  Stelle,  dividiert 
durch  die  Abstandsänderung  As.' 

um  to  zu  bestimmen,  müssen  wir  also  folgende  geometrische 
Aufgabe  behandeln:  Wir  denken  uns  den  Mechanismus,  in  den 
das  Tragwerk  nach  Fortnahme  des  Stabes  8  übergeht,  angetrieben 
und  betrachten  nun  einerseits  die  Abstandsänderung  As  der 
Punkt  a  und  &,  andererseits  den  Unterschied  Ad  ^  (du  —  di) 
der  Einsenkungen  der  Scheiben  II  und  J  an  der  Stelle  P. 
Das  Verhältnis  von  Ad: As  ergibt  den  Vertikalabstand  w  der 
Linien  gn  und  gj.  [Hierdurch  ist  dann  eine  Strecke  von  der 
Einflußlinie  des  Stabes  8  auch  rechnerisch  festgelegt.  Da  die 
allgemeine  Form  der  Einflußlinie  bereits  früher  bestimmt  worden 
ist,  so  ist  somit  die  ganze  Einflußlinie  hinsichtlich  Form  und 
Maßstab  gefunden.] 

ß)  Praktische  Bestimmung  des  Verhältnisses  (cfxr ^dj):  As.  Bei 
dieser  Bestimmung  ist  es  zweckmäßig,  zwei  solche  Scheiben  zu 
betrachten,  die  möglichst  nahe  an  dem  zu  untersuchenden  Stabe 
liegen.  Denn  dann  läßt  sich  die  Abstandsänderung  As  der  Stab- 
endpunkte a  und  h  leicht  in  Beziehung  bringen  zu  dem  Ein- 
sen kungsunterschied  der  Scheiben.     Zum  Beispiel 

Fig.  198b:  Die  beiden  betrachteten  Scheiben  mögen 
direkt  durch  den  zu  untersuchenden  Stab  verbunden  sein. 
Wenn  bei  der  Inbewegungsetzung  des  gesamten  Mechanismus  die 
Punkte  a  und  h  sich  um  eine  Strecke  As  gegenseitig  verschieben, 
so  ergibt  sich  hieraus  zunächst  die  Änderung  des  Winkels  a 
(Fig.  198  b): 

Winkeländerung  =  (unendlich  kleiner)  Bogen  :  Eadius 

(4)  Aöc  ^  As:r  . 

um  diesen  Winkel  haben  sich  also  bei  der  allgemein  stattgefundenen 
Bewegung  die  beiden  Scheiben  gegeneinander  gedreht.     Wenn 
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sich  aber  z.  B.  die  Scheibe  B  mehr  dreht  als  die  Scheibe  J.,  so 
wird  sich  auch  der  zu  Scheibe  B  gehörige  Punkt  m  mehr  senken 
als  der  (darüber  liegende)  Punkt  m  der  Scheibe  A.  (Er  wird 
gewissermaßen  voreilen.)  und  zwar  beträgt  dieses  Mehr  an  Ein- 
senkung  (in  vertikaler  Richtung) : 

du  —  3j  «  horizontaler  Hebelarm  X  gegenseitiger  Drehwinkel, 

(6)      dfj  —  dj  ^  X '  A(x  =^  X  -  —  . 
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Dieses  ist  also  der  Unterschied  Jd  der  Einsenkungen,  den  die 
beiden  Scheiben  an  der  Stelle  m  erlitten  haben.  Schließlich  finden 
wir  nun  das  Verhältnis 

ASl        A  ^^        A  ^ 

r  r 

(6)  «7  =  -  . 

r 

Somit  können  wir  für  zwei  nach  Fig.  198  b  verbundene  Scheiben 
an  jeder  Stelle  den  Abstand  w  der  zugehörigen  Geraden  der  Ein- 
flui^inien  angeben  (Fig.  198  b).  Es  sind  nur  der  Abstand  w  der 
betreffenden  Stelle  vom  Eelativpol  der  beiden  Seheiben  und  außer- 
dem das  Lot  r  abzumessen  und  zu  dividieren. 

Scheibenverbindung  nach  Fig.  198  e.  Bei  den  Scheiben  Ä  und  B 
liegt  der  vorhin  behandelte  Fall  vor:  Zwei  Scheiben,  die  direkt 
durch  den  zu  untersuchenden  Stab  verbunden  sind.  Der  Abstand 
^ÄB  zwischen  den  beiden  Geraden  g^^  und  gB  an  irgendeiner 
Stelle  ist  also  direkt  nach  Formel  (6)  bestimmbar. 

Bei  den  Scheiben  B  und  C  läßt  sich  die  Änderung  des 
Winkels  zwischen  den  Scheiben  nicht  so  einfach  mittels  des 
gegenseitigen  Drehwinkels  angeben  wie  vorhin  bei  Fig.  198  b. 
Wir  wollen  deshalb  direkt  auf  die  Einsenkungen  eingehen.  Es 
handelt  sich  also  darum,  festzustellen,  wieviel  bei  der  allgemein 
stattfindenden  Bewegung  des  Mechanismus  ein  Punkt  n  mehr 
oder  weniger  einsinken  wurde,  je  nachdem  er  zur  Scheibe  B  oder 
zur  Scheibe  C  gehören  wurde.  (Die  Scheibe  0  ist  bis  zu  dieser 
Stelle  n  verlängert  zu  denken.) 

Da  es  sich  nur  um  die  gegenseitige  Bewegung  der  Scheiben  B 
und  G  an  der  Stelle  n  handelt,  können  wir  eine  von  ihnen,  z.  B. 
Scheibe  C ,  fest  annehmen  und  die  Bewegung  der  anderen  relativ 
zu  C  verfolgen.  Wir  betrachten  also  die  Punkte  a  und  d  in 
Fig.  198c  als  ruhend.  Für  den  Punkt  n  nehmen  wir  nun  eine 
Bewegung  an,  z.  B.  die  um  90^  gedrehte  Verrückung  nn^\  Aus 
dieser  einen  angenommenen  Bewegung  ergibt  sich  dann  sofort  die 
um  90^  gedrehte  Verrückung  des  Punktes  o,  nämlich  gleich  cc'\ 
Ferner  durch  Ziehen  der  Parallelen  o''fc''+o&  die  um  90^  ge- 
drehte Verrückung  b  &"  des  Punktes  h .  Denken  wir  uns  nun 
diese  Verrückungen  um  90®  zurückgedreht,  so  ergeben  sich  die 
wahren  Verrückungen  nn^  und  hb\  Und  aus  diesen  wahren 
Verrückungen  können  wir  durch  Ziehen  der  Projektionen  sofort 
abgreifen  (Fig.  198c):  Die  Abstandsänderung  As  der  Punkte  a 
und  b  j  und  die  Einsenkung  A  d  des  Punktes  n  der  Scheibe  B  relativ 
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rar  Scheibe  C.  Bequemer  ist  es  jedoch,  statt  der  wahren  Ver- 
rückangen  hh'  nnd  nn^  dnfaeh  das  Lot  r'  und  die  Horizontale  x 
zu  ziehen.  Wie  man  sieht,  sind  nämlich  diese  Linien  ebenfaUs 
gldch  J»,  bzw.  Ad. 

Wir  haben  also  durch  diese  geometrische  Betrachtung  der 
Bewegungen  folgendes  Besultat:  Wenn  bei  dem  vorliegenden 
Mechanismus  die  Punkte  «  und  h  eine  Abstands&nderung  At^r* 
erfahren,  senkt  sich  der  Punkt  n  der  Scheibe  B  relativ  zur 
Scheibe  O  um  Ai  =  ».  Das  Verhältnis  des  Binsenkungsunter- 
schiedes  Ai  der  beiden  Scheiben  zu  der  Abstands&nderung  At 
beträgt  also  in  diesem  Falle: 

Aii  Am  ^  X  :r', 

(7)  W^y,. 

Somit  ist  auch  für  die  beiden  Scheiben  B  und  O  bestimmt,  wie 
groß  der  Vertikalabstand  zwischen  den  zugehörigen  Geraden  g^ 
und  ga  der  Einflufilinie  ist. 

Insgesamt  haben  wir  also  folgendes  Besultat:  Sind  die  beiden 
Scheiben  A  und  B  direkt  durch  den  zu  untersuchenden  Stab  Ter- 
bunden,  so  ist  der  Yerükalabetand  zwischen  den  zugehörigen  Ge- 
raden der  Einflußlinie: 

(6)  M»-^. 

[x  =  Abstand  der  betrachteten  Stelle  vom  Belativi>ol  der  beiden 
Scheiben;  r  =  Lot  auf  den  Stab  8.]  Sind  die  beiden  Scheiben 
(B  und  C)  nach  Fig.  198  c  an  den  Stab  angeschlossen,  so  muß 
man  die  um  90^  gedrehte  Verrnckung  hh''  des  anderen  Bndpunktes 
des  Stabes  bestimmen  und  hat  dann: 

(7)  w-p. 

Die  Stellen  x^  an  denen  man  die  Abstände  w  einzeichnen 
will,  kann  man  natürlich  beliebig  auswählen.  Wählt  man  den 
Abstand  x  gleich  der  Feld  weite  l  (Fig.  198  c),  so  erkennt  man, 
daß  die  obigen  Formeln  tatsächlich  in  die  im  3.  Vortrage  ab- 
geleiteten  Formeln  D[^  usw.  übergehen.  Am  praktischsten  aber 
ist  es,  man  wählt: 

(8)  <r  =  r ,    bzw.     =»  r' ; 

dann  wird  nämlich 

(8a)  w  — 1,0  t;     w'=-l,Ot. 
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Augenscheinlich  sind  diese  Werte  w  am  einfachsten  aufzutragen. 
[Es  sind  unsere  früheren  Werte  z.] 

4.  Wiederholung  ?on  Absati  HL 

Ist  bei  einer  Einflußlinie  die  Gestalt  festgelegt,  so  muß  man 
außerdem  auch  noch  den  Maßstab  bestimmen,  in  dem  die  Ordinaten 
abzumessen  sind.  Das  heißt,  man  muß  wenigstens  die  Länge 
einer  Ordinate  zahlenmäßig  angeben.     Dies  kann  geschehen: 

1.  Durch  Einzeichnen  der  Werte  infolge  J.  =  1,0 1  oder  B  =  1,0 1. 

2.  Durch  Herausgreifen  einzelner  besonderer  Ordinaten  der 
Einflußlinie. 

3.  Durch  Ausrechnen  der  Vertikalabstände  w  zwischen  den 
einzelnen  Geraden,  aus  denen  sich  jede  Einflußlinie  zusammensetzt. 
Diese  Abstände  w  lassen  sich  allgeme^^  ausdrücken  durch  ^en 
Einsenkungsunterschied  Ad  der  Scheiben  und  durch  le  >bstands- 
änderung  As.  Für  den  besonderen  Fall,  daß  die  betreffe  x 
Scheiben  unmittelbar  an  den  zu  untersuchenden  Stab  anschließen, 
läßt  sich  dieses  Verhältnis  durch  die  einfachen  Formeln  (6)  und  (7) 
angeben. 

6«  Beispiel  zu  Absatz  IIL 

Aufgabe:  Die  Einflußlinie  Fig.  197b,  die  wir  im  vorigen  Ahsatze  hin- 
sichtlich ihrer  Gestalt  bestimmt  haben,  soll  jetzt  auch  rechnerisch  fest- 
gelegt werden! 

Wir  wählen  die  Scheiben  II  und  III  aus,  um  deren  zugehörigen 
Vertikal  abstand  w  der  Einflußlinie  zu  bestimmen.  In  der  Systemfigur 
ziehen  wir  also  das  Lot  r,  tragen  in  der  Einflußlinie  seitlich  von  Sjjjn 
einen  beliebigen  Abstand  x  auf  und  messen  den  Vertikalabstand  u;.  Da 
dieser  Abstand  w  andererseits  gleich  dem  Bruche  x:r  ist^  so  ist  hiermit 
bestimmt,  wieviel  Tonnen  ein  Zentimeter  der  Einfluß] inie  zu  bedeuten  hat 


IV>  Zusammenfassung, 

Das  wichtige  Eesultat  dieses  Paragraphen  war:  Die  Ein- 
senkung  d  des  Mechanismus,  dividiert  durch  die  Abstandsänderung  A  8 , 
ergibt  die  Spannkraft  Ä.  Oder:  die  Einsenkungslinie  des  Mecha- 
nismus ist  die  Einflußlinie  für  8.  Multiplikator:  fc  =  (1,0:^4«). 
Aus  diesem  Grundprinzip  ergeben  sich  folgende,  ein  direktes  Auf 
skizzieren  der  Einflußlinie  ermöglichende  Hilfsmittel:  Zerlegung 
jeder  Einflußlinie  in  einzelne,  zu  den  Scheiben  gehörigen  Geraden 
9n  9u  usw.;  Bestimmung  der  Schnittpunkte  dieser  Geraden  mit 
der  Nullachse;  Bestimmung  der  Schnittpunkte  dieser  Geraden 
untereinander. 
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Znr  Yollständigen  Ansmittlnag  der  Einflußlinie  gehört  aber 
noch  die  Angabe  des  Maßstabes  für  die  Ordinaten.  Dies  geschieht 
durch  rechnungsmäßige  Festlegung  wenigstens  einer  Ordinate; 
also  z.  B.  durch  Auftragen  der  Werte  infolge  Ä  =»  1,0  t  oder 
B  =  1,0  t  oder  durch  Ausrechnen  irgendeiner  anderen  Ordinate. 
Statt  dessen  kann  man  auch  den  kinematischen  Satz  benutzen: 
Der  Einsenkungsunterschied  du  —  dj  am  Mechanismus  ergibt  den 
Ordinatenunterschied  tjjj  —  i//  der  Einflußlinie.  Dieser  Einsenkungs- 
unterschied (zweier  Scheiben,  die  sich  an  dem  betreffenden  Punkte 
überdecken)  läßt  sich  durch  den  gegenseitigen  Drehungswinkel 
der  betreffenden  beiden  Scheiben,  bzw.  durch  direktes  Einzeichnen 
der  Verrückungen  der  Scheiben,  auffinden.  Auf  diese  Weise  kann 
m  i  die  Vertikalabstände  tr  rechnerisch  bestimmen  (Formeln  6 
bis  8  a}  und  hierdurch  die  ganze  Einflußlinie  festlegen. 


§75. 
Beispiele  zu  §  74. 

Erste  Aufgabe» 

Die  EinflußUnie  für  den  Auflagerdruck  Ä  in  Fig.  199  iti  zu 
heetimmenl 


PAut 


Fig.  199. 

Durch  Fortnahme  der  Kraft  A  entsteht  ein  Hechanismus, 
der  sich  in  diesem  Falle  als  einfacher  Hebel  darstellt.  Die  virtuelle 
Bewegung  desselben  ist  die  Drehbewegung  um  B,  Daraus  folgt, 
daß   die  Einsenkungsfläche  die  in   Fig.  199  b  gezeichnete  Form 
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haben  muß:  Ein  Dreieck  mit  der  Spitze  in  B .  Folglich  ist  auch 
die  Einflußlinie  für  den  Auflagerdruck  ein  Dreieck  mit  der  Spitze 
unter  B  (Fig.  199  c).  Hiermit  ist  die  Gestalt  der  Einflußlinie 
gefunden.  • 

Um  nun  auch  den  Maßstab  zu  bestimmen,  in  dem  das  Dreieck 
A'B'G^  zu  messen  wäre,  rechnen  wir  eine  Ordinate  desselben  aus. 
Z.  B.  die  Ordinate  unter  Punkt  Ai  Steht  an  dieser  Stelle  eine 
Last  P  =  1,0  t,  so  ist  der  Auflagerdruck  augenscheinlich  A  =  1,0  t. 
Die  Strecke  A^C  in  Fig.  199  c  bedeutet  also  1,0  t.  Hiernach 
sind  dann  alle  übrigen  Ordinaten  zu  messen.  Praktisch  wird  man 
natürlich  so  vorgehen,  daß  man  sich  von  vornherein  über  den 
Maßstab  schlüssig  macht,  hiernach  die  Strecke  A'C  ^  1,0  t  auf- 
trägt und  dann  das  ganze  Dreieck  hinzuzeichnet. 

Zweite  Aufgabe. 

Für  die  Spannkraft  0  in  Fig,  200  ist  die  Einflußlinie  leine- 
matisch  abzuleiten  l 


^-^x-r-rj^, 


Fig.  200. 


Durch  Fortnahme  des  Stabes  0  entsteht  der  Mechanismus 
Pig.  200b,  der  zwei  Scheiben  I  und  II  aufweist.  Dessen  Ein- 
senkungsfläche  ist  augenscheinlich  das  in  Fig.  200  b  schraffierte 
Dreieck.     Dieses  Dreieck  ist  also  auch  die  Einflußfläche  für  den 
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Stab  0  (Fig.  200c).     Hiermit  ist  bereits  die  Gestalt  äer  Einfluß- 
fläche gefunden. 

Wollte  man  genauer  vorgehen,  so  würde  man  bei  dem  Mechanismus 
der  Reihe  nach  den  absoluten  Pol  der  Scheibe  J,  den  Relativpol  von  11 
gegen  I  und  den  absoluten  Pol  von  U  bestimmen.  Hierdurch  hätte  man 
Von  den  Linien  gi  und  gn  die  Nullpunkte  Nj  und  Nu  und  den  Schnitt- 
punkt Sjij. 

Zur  rechnungsmäßigen  Festlegung  des  Dreiecks  kann  man 
die  Ordinate  ^  ausrechnen  (z.  B.  nach  Formel  I  oder  la  von 
Fig.  13L),  oder  man  würde  im  Abstände  üp  =  r  die  Strecke  w  ab- 
messen. Da  diese  bekanntlich  gleich  1,0  t  ist,  gibt  sie  den  Maßstab 
an,  in  dem  die  ganze  Einflußfläche  abzumessen  ist. 

Bemerkung:  Der  Vollstäüdigkeit  wegen  sei  bei  dieser  Gelegenheit 
daran  erinnert,  daß  durch  Anordnung  von  Querträgern  die  Ein- 
flußlinie eventuell  abgeändert  werden  muß.  Denn  von  Belastungs 
punkt  zu  Belastungspunkt  muß  eine  Einflußlinie  stets  gerade 
verlaufen.  Augenscheinlich  ist  dies  aber  eine  sekundäre  Sorge, 
die  erst  nach  dem  eigentlichen  Aufzeichnen  der  Einfiußlinie  zu 
beachten  ist. 

Dritte  Aufgabe, 

Für  den  Mechanismus  Fig.  201  j  der  durch  Fortnahme  der 
Vertikalen  V  entstanden  ist^  ist  die  EinsenJcungsfläche  (und  hiermit 
die  Einflußfläche  für  V)  zu  zeichnen! 

Der  durch  Fortnahme  von  V  entstehende  Mechanismus  enthält 
die  vier  Scheiben  I..IV  (Fig.  201b).  Wir  wollen  die  Belastung 
am  Untergurt  annehmen.  Dann  sind  für  die  Einteilung  der  Ein- 
flußlinie in  gerade  Linien  die  Scheiben  / ,  III  und  II  zu  beachten. 

Der  Anschauung  wegen  möge  bei  diesem  ülcchanismus  die 
gesamte  Einsenkungsfläche  eingezeichnet  werden.  Zu  diesem  Zwecke 
sind  in  Fig.  201b  zunächst  die  Pole  (I),  {III)  und  {II)  bestimmt. 
Dann  sind  die  um  90*^  gedrehten  Verrückungen  eingezeichnet: 
Verrückung  1 T^  im  beliebigen  Maßstabe  angenommen,  hierauf  Ver- 
rückung 22'%  hierauf  33''  [mit  Unterstützung  des  Polstrahles  {II J)], 
hierauf  4  4'\  Um  hieraus  die  wirklichen  Verrückungen  zu  erhalten, 
müssen  die  Strecken  IT'  usw.  sämtlich  um  90®  zurückgedreht 
werden.  Drehen  wir  sie  z.  B.  sämtlich  rechts  herum,  so  erhalten  wir 
die  in  Fig.  200  c  gezeichneten  wirklichen  Verrückungen  der 
Punkte  Of  1 ,  4  und  5 .  Und  da  diese  Verrückungen  in  diesem 
Falle  bereits  sämtlich  in  vertikaler  Richtung  zeigen,  so  sind  sie 
gleichzeitig  die  Einsenkungen  des  Mechanismus.  Fig.  201c  zeigt 
also  das  interessante  Bild,  wie  sich  der  Untergurt  des  Mechanismus 
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Pik.  201. 

Fig.  201b  im  nächsten  Augenblicke  nach  der  Antreibung  einsenken 
würde.  Man  sieht:  Wenn  Punkt  4  nach  unten  geht,  wippt  der 
Punkt  1  nach  oben. 

Diese  Einsenkungsliaie  ist  nun  bekanntlich  gleichzeitig  die  Einflußlinie 
für  V,  Zur  rechnungsmäßigen  Bestimmung  müßte  man  dann  noch  eine 
Ordinate,  z.  B.  rf^  oder  i/g ,  oder  auch  den  Vertikalabstand  to  festlegen. 

Vierte  Aufgabe. 

Für  die  Zwischenvertikalen  V  in  Fig.  202  ist  die  Einflußlinte 
zu  entwickeln! 

Die  Belastung  greife  am  Obergurt  an.  Die  Pole  sind  in 
folgenden  Gruppen  bestimmt:  (/) ,  (III)  und  hieraus  (//);  {IUI), 
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Fig.  202. 
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(III II)  und  hieraus  durch  geradlinige  Verbindung  mit  (/)  bzw.  {II) 
der  Pol  (III) ;  entsprechend  der  Pol  {IV)  aus  {IV II)  in  Verbindung 
mit  {II)  und  aus  {IV I)  in  Verbindung  mit  (Z). 

Aus  diesen  absoluten  und  relativen  Polen  ergibt  sich  sofort 
die  Gestalt  der  ganzen  Einflußlinie:  Linie  gj  mit  Nullpunkt  Nj; 
Linie  gm  mit  Nullpunkt  Njjj]  gjy  mit  Niv\  gu  ™it  N^.  Knick- 
punkte Sini  usw.  entsprechend  unter  den  Relativpolen  {IUI)  usw. 
Als  weitere  Kontrollen  hat  man  noch:  gj  und  gu  bzw.  deren 
Verlängerungen  müssen  sich  unter  {III)  schneiden;  gm  und  gu 
müssen  sich  unter  {Hill)  schneiden  usw.  Somit  ist  die  Gestalt 
der  Einflußlinie  festgelegt. 

Um  nun  auch  noch  eine  Ordinate  rechnerisch  zu  bestimmen, 

kann  man  z.  B.  die  um  90^  gedrehten  Verrückungen  verwenden. 

Daraus  folgen  dann  sofort  2Y'  [auf  Pohlstrahl  {111)2]  und  33^. 

Und   es   ergibt   sich   für   eine  im   Punkte   2  stehende  Last  von 

P  =  1,0  t: 

P.ßj+F. 03  +  7.^3  =  0, 

Hierdurch  ist  die  Ordinate  17  bestimmt.  Von  dieser  aus  würde 
man  dann  die  ganze  Einflußlinie  entwickeln.  (Vgl.  hiermit  die 
elementare  Ableitung  zu  Fig.  95.) 

Viel  einfacher  aber  ist  es,  man  arbeitet  mit  dem  Vertikal- 
abstand w .  (Im  Abstände  a?  =  r  ist  bekanntlich  wj  m  =1,0  t.)  Dann 
braucht  man  nur  die  Pole  der  Scheiben  zu  bestimmen  und  hat 
mit  einem  Schlage  Form  und  Maßstab  der  Einflußlinie. 

Übungsaufgabe:  Zeichne  die  Einflußlinie  für  V  für  Belastung 
am  Untergurt! 

Zusatz:  In  Fig.  202c  ist  der  Fall  untersucht,  daß  der  Obergurt 
an  der  Stelle,  wo  die  Vertikale  angreift,  ohne  Knick  durchläuft. 
Aus  den  daselbst  eingeschriebenen  Polen  ergibt  sich  folgendes 
interessante  Kesultat:  Der  Punkt  1  der  Scheibe  III  fällt  mit 
dem  Pol  {III)  dieser  Scheibe  zusammen;  d.  h.  er  erleidet  die 
Verrückung  „Null".  Da  der  Punkt  1  andererseits  auch  zu  Scheibe! 
gehört,  so  haben  wir  also  bei  Scheibe  I  zwei  Punkte,  nämlich 
1  und  0,  die  in  Euhe  bleiben,  und  daraus  folgt,  daß  die  ganze 
Scheibe  I  in  Ruhe  bleibt.  Entsprechend  sieht  man,  daß  bei  der 
Inbcwegungsetzung  des  Mechanismus  die  Scheibe  II  in  Ruhe 
bleibt.     Es  bewegen  sich  also  nur  die  Scheiben  III  und  IV. 

Man  beachte,  daß  alle  Bewegungen  unendlich  klein  sind.  Wenn  also 
infolge  Verrückung  des  Punktes  2  die  ursprünglich  gerade  Linie  1 — 2-^4 
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in  ein  Dreieck  übergeht,  so  werden  die  Endpunkte  1  und  4  nur  um  un- 
endlich kleine  Größen  zweiter  Ordnung  verschoben  (vgl.  §  71).  Da  diese 
unendlich  kleinen  Größen  zweiter  Ordnung  gegen  die  unendlich  kleineu 
Größen  erster  Ordnung  vernachlässigt  werden  können,  so  erscheinen  die 
Scheiben  J  und  II  in  Buhe.] 

Ans  diesen  Bewegungen  der  Scheibe,  bzw.  ans  der  Lage  der 
Nullpunkte  ^/,  Nu  usw.  folgt  sofort:  Greift  die  Belastung  in 
Fig.  202c  am  Obergurt  an,  so  bleibt  von  der  Einflußlinie  nur 
ein  Dreieck  gm,  gjy  übrig  (Fig.  202 d).  Greift  die  Belastung  am 
Untergurt  an,  so  fällt  die  ganze  Einflußlinie  mit  der  KuUachse 
zusammen  (Fig.  202 e). 

Fünfte  Aufgabe. 

Für  die  Diagonälstäbe  Dg  und  Dg  *w  Fig.  203  sind  die  Ein* 
flußlinien  zu  entwerfen l 


(IT) 


friT) 


Fig.  203. 
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Abschnitt  V.    II.  Vortrag. 


Nach  Fortnahme  des  Stabes  D^  entsteht  ein  Mechanismus 
mit  den  vier  Scheiben  I.,IV.  Die  Pole  dieser  Seheiben  lassen 
sich  leicht  bestimmen  (Fig.  203  a).  Hierdurch  ist  dann  auch  die 
Form  der  Einflußlinie  für  D^  festgelegt.  Der  Maßstab  für  die 
Ordinaten  ergibt  sich,  indem  man  den  Senkungsunterschied  der 
Scheiben  I  und  III  betrachtet.  [Auftragen  von  «?  =  1,0  t  im 
Abstände  r^  vom  Belativpole.] 

Bei  Fortnahme  des  Stabes  i>,  entsteht  ein  anderer  Mecha- 
nismus (Fig.  203  c).  Dementsprechend  sieht  auch  die  Einflußlinie 
für  Dj  anders  aus  als  die  für  D^.     (Vgl.  hiermit  Fig.  124.) 

Sechste  Aufgabe. 

Für  den  Ourtstdb  0  des  Faohtoerices  Fig.  204  iet  die  Einfluß- 
fläche  abzuleiten  l  (Belastung  vertikal). 


Fig.  204. 


Die  Polbestimmung  ist  aus  Fig.  204  a  ersichtlich.  Für  die 
Einflußlinie  (Fig.  204  b)  ergeben  sich  also  zunächst  die  Linien  gj  und  gu . 
(Schnittpunkt  derselben  Sm .)  Durch  Hinunte'rloten  der  Belastungs- 
punkte ergibt  sich  dann  das  Schlußstück  JE'F\  (Vgl.  hierzu  Fig.  125.) 
[Fig.  204  0  bezieht  sich  auf  §  76.] 
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Sieben  ta  Aptgabe. 

Für  den  Stab  Uf  in  Fig.  205  ist  die  Einflußlinie  zu  berechnen! 

Die  PolbestimniaDg  ist  aus  Fig.  205a  ersichtlicb.     Hieraus 

folgt,  daD  die  Einflußlinie  ans  den  beiden  Geraden  g,i  und  gm 

mit   den   B'ullpuDkteo  Nu  und  Nm   besteht.     Zur   vollütändigeo 


■W 


\tJ^yM 


Fig.  206. 


Änsrecbnnng  der  EinflußliDie  kann  man  z.  B.  die  Bpannkraft  ü^ 
(infolge  A  •=  1,0  t)  oder  den  Yertikalabstand  zwischen  gm  und  gji 
benutzen. 

Bemerkung:  Da  der  Pol  (II)  ziemlich  ungünstig  liegt,  wird 
man   ihn  zweckmäßig  rechnerisch  bestimmen:   Znn&chst  rechnet 

man  y  aus  ly  =^h  —  .   Hierdurch  hat  man  dann  auch  t  und  folglich 
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auch  die  Neigung  der  Linie  (II)  {II III) .     Auf  diese  Weise  be 
kommt  man  den  Pol  {III)  genau. 

Achte  Aufgabe. 

Der  Leser  leite  sämtliche  in  den  früheren  Abschnitten  ge- 
brauchten Einflußlinien  auf  kinematischem  Wege  ab.  Insbesondere 
auch  die  zum  Dreigelenkbogen  gehörigen,  z.  B.  Fig.  165.  Auf 
diese  Weise  wird  er  die  Überlegenheit  der  kinematischen  Methode 
erkennen, 

§76. 
Einflußlinien  für  schräge  Belastung. 

Alle  bisher  durchgenommenen  Einflußlinien  bezogen  sich  auf 
vertikale  Belastung.  Hatte  insbesondere  das  betreffende  Trag- 
werk ein  festes  und  ein  bewegliches  Lager  (einfacher  Pachwerk- 
balken),  so  lag  der  Fall  stets  so,  daß  die  Lasten  rechtwinklig  zur 
Bewegungsrichtung  des  beweglichen  Lagers  wirkten.  Dann  sind 
bei  jeder  Laststellung  die  Lasten,  die  Auflagerkraft  am  beweg- 
lichen Lager  und  die  Auflagerkraft  am  festen  Lager  einander  par- 
allel, und  auf  diese  Anordnung  bezogen  sich  unsere  bisher  für  den 
Fachwerkbalken  abgeleiteten  Einflußlinien  (vgl.  sämtliche  Einfluß- 
linien von  Fig.  84  ab). 

Nun  wollen  wir  den  Fall  untersuchen,  daß  die  Lasten  nicht 
parallel  der  Auflagerkraft  des  beweglichen  Lagers  sind.  In 
Fig.  204a  sei  z.  B.  die  Belastung  rechtwinklig  zum  Obergurt  ge- 
richtet, also  schräg  zum  beweglichen  Lager.  Hierdurch  entsteht 
ein  grundsätzlicher  Unterschied  gegenüber  Vertikalbelastung:  Die 
Auflagerkraft  am  festen  Lager  ändert  bei  den  verschiedenen  Last- 
stellungen nicht  nur  ihre  Größe,  sondern  auch  ihre  Eichtung. 
[Denn  die  drei  Kräfte  Ä,  B  und  (P)  müssen  sich  stets  in  einem  Punkte 
schneiden.  Da  nun  bei  wandernder  schräger  Last  der  Schnittpunkt  von  P 
sich  längs  der  Kraftrichtung  von  B  verschiebt,  so  ändert  A  nicht  nur  die 
Größe,  sondern  auch  die  Richtung.]  Wegen  dieser  Änderung  der  Eich- 
tung von  A  kann  man  also  bei  der  Ableitung  der  Einflußlinien 
auch  nicht  mit  einer  in  feststehender  Eichtung  angenommenen 
Kraft  -1  =a  1,0  t  operieren,  sondern  muß  andere  Wege  einschlagen. 

Auf  elementare  Weise  lassen  sich  in  einem  solchen  Falle  die 
Einflußlinien  ableiten,  indem  man  die  Auflagerkräfte  in  Kom- 
ponenten z.  B.  in  Eichtung  der  Kräfte  und  in  Eichtung  der  Ver- 
bindungslinie der  beiden  Lagerpunkte  zerlegt  (ähnlich  wie  beim 
Dreigelenkbogen).  Viel  besser  ist  jedoch  die  Herleitung  auf  kine- 
matischem Wege. 
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Denn  darin  besteht  ja  eben  der  Vorzug  der  KWP- 
Methode,  daß  die  Auflagerkräfte  (Zwangskräfte)  über- 
haupt keine  Eolle  spielen.  Bei  der  kinematischen  Herleitung 
der  Einflußlinien  ist  es  deshalb  vollständig  gleichgültig,  ob  die  Be- 
lastung vertikal  oder  schräg  wirkt.  Die  Spannkraft  in  dem  zu 
untersuchenden  Stabe  infolge  einer  Last  P  ist  stets: 


S  = 


As 


Hierin  ist  As  bekanntlich  die  Abstandsänderung,  die  die  beiden  End- 
punkte a  und  b  des  betreffenden  Stabes  erfahren;  S  ist  der  „Weg'^  der 
Kraft  P,  also  die  Projektion  der  Yerrückung  v  auf  die  (jetzt  schräge)  Kraft- 
richtung. 

Um  die  Einflußlinie  aufzuzeichnen,  ziehen  wir  also  eine  Null- 
ach^se  rechtwinklig  zu  den  (schrägen)  Kräften,  bestimmen  die  Anzahl 
der  Geraden,  aus  denen  die  Einflußlinie  bestehen  muß;  projizieren 
dann  die  Pole  der  Scheiben  auf  die  Nüllachse  und  erhalten  hier- 
durch die  Nullpunkte  der  Einflußlinie  usw.,  wie  in  allen  früheren 
Fällen. 

Beispiel:  Für  das  ansteigende  Fachwerh  Fig.  204a  ist  für  eine 
wandernde  Belastung  (P)  die  Einflußlinie  des  Stabes  0  zu  entwickeln! 
(Berechnung  eines  Schrägaufzuges.) 

Die  Pole  (I),  (HI)  und  {II)  sind  sofort  bestimmt.  (Diese  hängen 
ja  nur  von  dem  Aufbau  des  Mechanismus,  d.  h.  von  seinen  Lagern, 
Gelenken  usw.,  ab;  nicht  aber  von  der  Belastung.)  Dann  ziehen 
wir  die  Nullachse  der  Einflußlinie  rechtwinklig  zu  der  Belastungs- 
richtung (Fig.  204  c)  und  bestimmen  durch  Hinunterloten  der  Pole 
die  Nullpunkte  Njj  Nn  und  den  Schnittpunkt  Sm  der  beiden 
Geraden  gi  und  gjj .  [Eine  Last  (P)  im  Punkte  n  hätte  den  Weg  d  gleich 
Null;  folglich  bestimmt  die  Projektion  von  Pol  (21)  den  Nullpunkt  Njj,  ge- 
nau entsprechend  wie  bei  vertikaler  Belastung.]  Hiermit  ist  die  Ein- 
flußlinie fertig.  Der  Maßstab  für  die  Ordinaten  ist  z.  B.  dadurch 
gegeben,  daß  der  Abstand  w  zwischen  Qj  und  (///,  in  einer  Ent- 
fernung x^r  vom  Eelativpole  gemessen,  gerade  1,0  t  bedeutet. 

Hiermit  ist  der  Einfluß  einer  schrägen  wandernden  Belastung 
erledigt.  Wir  sind  jetzt  also  bis  zu  dem  Standpunkte  vorgedrungen, 
daß  wir  jedes  Tragwerk,  sofern  es  überhaupt  auf  rein  statischem 
Wege  bestimmbar  ist,  auch  wirklich  berechnen  können,  es  möge 
aufgebaut  und  belastet  sein,  wie  es  wolle. 
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Statik 


und 


Festigkeitslehre 

Vollständiger  Lehrgang  zum  Selbststudium 
fttr  Ingenieure,  Tediniker  und  Studierende 


von 

Max  Fisdier 

Vierte  vermehrte  Auflage.      Mit  zahlreichen  Beispielen  und  Zeichnungen 

Band  I : 

Grundlagen  derStatik  und  Berechnung  vollwandigerSystemey  einschl.  Eisenbeton 

Preis  geb.  M.  26.— 

,, Fischer  Statik,  2.  Auflage,  kann  in  seiner  vorzUgUchen  Darstellung  und  Voll- 
ständigkeit als  Musterbuch  für  Statikstudierende  angesehen  werden.  Es  behandelt  eine 
stattliche  Anzahl  interessanter,  wichtiger  Beispiele  aus  der  Praxis,  die  für  jeden  Bau- 
beflissenen  von  unendlichem  Wert  sind  und  an  Deutlichkeit  kaum  übertro^en  werdec 
können.  Auch  der  kurzgefaßte  Text  mit  seinen  erläuternden  Skizzen  ist  für  den  Stu- 
dierenden des  Eisen-,  Hoch-  und  Tiefbaufaches  außerordentlich  leicht  verständlich  und 
bietet  dem  Selbststudium  unschätzbaren  Wert.  Dieses  gediegene,  unentbehrliche  Werk 
dürfte  über  viele  Schwierigkeiten  hinweghelfen  und  kann  daher  jedem  Baubeflissenen 
zur  Anschaffung  aufs  wärmste  empfohlen  werden.'* 

Felix  Herold,  Baumeister,  Hamburg. 

Auf  Ihre  gefl.  Anfrage  teile  ich  Ihnen  ergebenst  mit,  daß  mir  und  meinen  speziellen 
Fachkollegen  Fischer  Statik  I  sehr  zusagt.  Durch  seine  klare,  ausführliche  Dar- 
stellung und  die  praktische  Gliederung  des  Stoffes  unter  Beifügung  zahlreicher  Zahlen- 
beispieie  ist  das  Werk  für  den  Unterricht  in  „Statik  der  Eisenkonstruktionen"  an  tech- 
nischen MiUelschulen  ganz  vorzüglich  geeignet. 

Ingenieur  H.  Buckendahl,  Lehrer  am  Technikum  Hildburghausen. 

Im  „Zentralblatt  der  Bauverwaltung"  urteilt  ein  erfahrener  Hochschul- 
lehrer (zu  Band  I): . . .  Aber  das  Werk  soll  ja  auch  für  Techniker  ohne  höhere  Vor- 
bildung dienen,  besonders  aber  das  Selbststuditim  erleichtern.  Der  Verfasser 
setzt  demnach  nur  elementare  Kenntnisse  voraus,  er  scheut  nicht  ausführiiche  Er- 
läuterungen, wo  sie  nötig  werden.  Die  allzu  knapp  gehaltenen  Erklärungen  in  wissen- 
schaftlichen Werken  und  vor  allem  die  große  Sparsamkeit  in  der  Vorführung  von 
Abbildungen  erschwert  sehr  häufig  das  Selbststudium  in  hohem  Maße  und  schreckt 
auf  die  Dauer  selbst  ernsthafte  Leser  ab.  Diese  Klippen  sind  in  dem  vorliegenden 
Werke  glücklich  vermieden  und  man  kann  sagen,  es  ist  ein  sehr  gutes  und 
empfehlenswertes  Buch.  Gerade  der  Anfänger  wird  bei  genügendem  Fleiße  großen 
Vorteil  von  der  Durcharbeitung  haben...  Es  gereicht  dem  Unterzeichneten  zur  Freude, 
das  Werk  bestens  zu  empfehlen. 
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Alle  Fragen,  die  mit  der  Berechnung  und  Bauart  der  Eisenbetonbalken 
in   der  Nähe   der  Auflager  zusammenhängen,  beantwortet  erschöpfend: 

Schlüter, 

Die  Schubsicherung:  der  Eisen- 
betonbalken durch  abgebogene 
Hauptarmierung  und  Bügel 

Nach  Vorschrift  der  neuen  Bestimmungen  vom  13.  Januar  1916 

In  Pappband  M.  3.50 
Geheftet  M.  2.65 

Inhaltsverzeidmis. 

Einleitung.  —  Kapitel  1.  Spannungsverlauf  und  Armierung  (Normalspannungen, 
Schubspannungen,  Hauptspannungen,  Haftspannungen).  —  Kapitel 2.  Bauart  und  Be- 
rechnung derSchubsicherung.  I.  Die  Anordnung  der  Armierung.  1 .  Die  wichtigeren 
Formen  der  Armierung.  2.  Statischer  Wert  der  abgebogenen  Eisen  und  der  Bügel  fQr 
die  Schubsicherung.  3.  Entwurf  des  Strebesystems.  4.  Obere  Verankerung  der  ab- 
gebogenen Eisen.  5.  Lage  der  ersten  Zugstrebe.  6.  Lage  der  Zugstreben  zur  Ballcen- 
achse.  7.  Form  der  Abbiegung.  11.  Die  Bemessung  der  Armierung.  1.  Feststellung  der 
Strebenkräfte  nach  der  Fachwerkslehre.  2.  Feststellung  der  Strebenkräfte  aus  den  Schub- 
spannungsdiagrammen; Zahlenbeispiel  dazu.  3.  Größe  der  Strebenkräfte.  4.  Zulässige 
Beanspruchung  der  Zugeisen.  5.  Ergänzung  der  Zugstreben  durch  Bügel;  Zahlenbeispiei 
dazu.  6.  Oberholte  Berechnungsweise  der  Bügel,  -r-,  Kapitel  3.  Die  statische  Auf- 
gabe der  Bügel  im  mittleren  BalkenteiL  —  Kapitel  4.  Die  praktische  Auf- 
gabe der  Bügel.  —  Kapitel  5.  Winke  für  den  Entwurf  einfacher  und  konti- 
nuierlicher Balken.—  Kapitel  6.  Der  Nachweis  (|er  Haftspannungen  und  der 
Einf  hl  ß  der  Haken.  1.  Beschränkung  des  Haftspannungsnachweises  auf  stärkere  Eisen. 
2.  Der  Haftspannungsnachweis  mit  halber  Querkraft.  3.  Bedeutung  der  zulässigen  Bean- 
spruchung als  Mittelwert.  4.  Spannungsverteilung  vor  der  Rißbildung.  —  Kapitel  7. 
Zahlenbeispiele. —  Kapitels.  Die  Notwendigkeit  des  Ausschlusses  der  Mit- 
wirkung des  Betons  in  der  Zugaufnahme  durch  abgebogene  Eisen  u.  Bügel. 

In  der  Nachlieferung  (Preis  M.  — .80) 

Ergänzung  zu  Kapitel  2,  II,  Ziffer  5:  Das  Zusammenwirken  von  Zugstreben  und 
Bügeln  und  einheitliche  Berechnungsformeln. 

Ergänzung  zu  Kapitel  2,  11,  Ziffer  2:  Fehler  bei  der  Feststellung  der  Streben  aus 
den  Schubspannungsdiagrammen. 


Die  Kenntnis  der  für  die  Aufnahme  der  Querkräfte  in  Etsenbetonbalken 
erforderlichen  Konstruktionen  ist  noch  nicht  Gemeingut  der  Techniker- 
schaft, muß  es  aber  schleunigst  werden.  Das  von  der  Fachpresse  als 
vorzüglich  beurteilte  Schlütersche  Büchlein  bietet  hierzu  das  über  Be- 
stimmungen  und  Erläuterungen  hinausgehende  Aufklärungsmaterial. 
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In  Vorbereitung  befindet  sicti: 


Der 

praktische  Eisenhochbau 

Berechnung:  und  Ausführung 


von 


Alfred  Gregor 

Im  Format  der  Zeitschrift  „Der  Eisenbau" 
2  Bände  mit  etwa  500  Seiten 


Dieses  Werk  aus  der  Feder  eines  erfahrenen  Fachmannes, 
dessen  Name  im  Eisenbau  einen  guten  Klang  hat,  ist  be- 
rufen, eine  längst  erkannte  Lücke  zu  füllen.  Langjährige 
Erfahrung  ließ  alles  in  bewährter  Form  zu  sofortiger  Be- 
nutzung zusammenstellen;  das  Notwendige  ist  mit  kurzer 
Begründung  zusammengefaßt  und  das  Wichtige  ausführ- 
licher begründet.  Hinweise  auf  fehlerhafte  Berechnung  wie 
Ausführung  und  kritische  Besprechung  derselben  fehlen 
nicht  und  lassen  den  Wert  des  Buches  schärfer  hervor- 
treten. Eine  Fundgrube  des  Wissens  für  jeden  Eisenbauer 
bietet  es  auch  dem  erfahrenen  Fachmanne  viel  Neues. 


Der  praktische  Eisenhochbau 
darf  auf  keinem  Konstruktionstische  fehlen! 
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